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ПРЕДИСЛОВИЕ КО ВТОРОМУ ИЗДАНИЮ

Настоящее, второе издание «Элементарной математики», вы
шедшей в 1967 г., является результатом существенной перера
ботки книги, затронувшей всю ее структуру. В соответствии 
с принятым ныне делением курса элементарной математики, 
произведено объединение части первой (алгебра) и части третьей 
(тригонометрия) первого издания в одну часть «Арифметика, 
алгебра и элементарные функции». Естественно, что такое объ
единение не могло быть произведено механически, а потребовало 
существенного пересмотра всего материала. В результате изме
нена последовательность глав книги и перераспределен заново 
материал между главами. Объединен в одну главу весь материал, 
относящийся к функциям (кроме тригонометрических). То же 
относится к темам «Уравнения» и «Неравенства». За счет устра
нения длиннот и повторений включен ряд новых вопросов (на
пример, график дробно-линейной функции; полярные координаты; 
возвратные уравнения и ряд других). Главы, посвященные три
гонометрии, также подверглись редакционной переработке, что 
позволило несколько сократить их объем без ущерба для содер
жания. Сравнительно меньшие изменения произошли в части 
второй «Геометрия». Кроме устранения отдельных выявленных 
в первом издании дефектов, здесь разделена на две главы глава 'IV 
первого издания. Теория подобия выделена в отдельную главу. 
Решение треугольников в несколько сокращенном объеме пере
несено из тригонометрии в главу «Метрические соотношения 
в треугольнике и круге», в связи с чем изменена последова
тельность изложения материала.

Основным главам предшествует введение, где освещаются не
которые принципиальные вопросы курса математики, в том числе 
метод математической индукции и доказательство от противного.

Как и в первом издании, содержание ориентировано на про
граммы вступительных экзаменов в технические вузы и, в осо
бенности, на программы подготовительных отделений при высших 
учебных заведениях, для учащихся которых, как мы надеемся, 
книга окажется полезной.
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В начальной стадии работы над вторым изданием книги ав
торский коллектив понес тяжелую утрату: безвременно скон
чался инициатор и один из авторов книги Марк Иванович Ска- 
нави. Осуществить задуманную им переработку глав, посвященных 
арифметике и алгебре, пришлось его соавторам, на которых 
и ложится ответственность за качество выполненной работы.

При подготовке настоящего издания большую работу по про
верке ответов к упражнениям проделал Сергей Беркесов. Выра
жаем ему за это сердечную благодарность.

Авторы



О ПОЛЬЗОВАНИИ книгой
Книга представляет собой повторительный курс элементарной 

математики в том смысле, что она рассчитана на читателя, уже 
изучавшего предмет, но желающего пополнить, укрепить и си
стематизировать свои знания (например, с целью подготовки 
в вуз). Поэтому предполагается, что, излагая тот или иной 
вопрос, можно ссылаться для пояснения или достижения пол
ноты освещения вопроса и на последующий материал, предус
матривая, что читатель имеет о нем хотя бы общее представле
ние. Таких ссылок в тексте довольно много; для удобства 
пункты, на которые разбит материал, снабжены сплошной нуме
рацией. Ссылки даются в виде (см. п. 184) или просто (п. 55). 
Рисунки также имеют сплошную нумерацию; формулы имеют 
двойной номер (например, (4.5) или (217.3), т. е. пятая формула 
пункта 4 или третья формула пункта 217).

Читатель, не слишком позабывший материал школьной про
граммы, может изучать книгу подряд; однако отнесение всей 
геометрии на конец нецелесообразно (геометрия обычно изучается 
параллельно с другим материалом). В качестве одного из ва
риантов можно предложить такую последовательность в изучении 
материала:

1) главы I—VII; 2) главы Vili, XVI и гл. XVII до п. 216 
включительно; 3) остальные главы первой части; 4) остальной 
материал второй части.

При использовании книги учащимися подготовительных от
делений вузов последовательность, естественно, определяется 
порядком прохождения материала на занятиях.

Мелкий шрифт употреблен для выделения материала, не вхо
дящего в минимальную обязательную программу.

Для читателя, желающего далее расширить свои математи
ческие познания (это важно для поступающих на специальности 
с повышенными требованиями к математической подготовке), 
можно рекомендовать следующую литературу;

1) Г. В. Дорофеев, М. К. Потапов, H. X. Розов, По
собие по математике для поступающих в вузы, изд-во «Наука».
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2) В. Г. Болтянский, Ю. В. Сидоров, М. И. Шабу
нин, Лекции и задачи по элементарной математике, изд-во 
«Наука».

Небольшое количество упражнений в книге никоим образом 
не заменяет задачника. Для приобретения необходимых навыков 
в решении задач и примеров можно использовать следующие 
задачники:

1) В. К. Егерев, В. В. Зайцев, Б. А. Кордемский, 
T. Н. Маслова, И. Г. Орловская, Р. И. Позойский, 
Г. С. Ряховская, М. И. Сканави, H. М. Федорова, 
Сборник задач по математике для конкурсных экзаменов во 
втузы, изд-во «Высшая школа».

2) В. Б. Л и д с к и й, Л. В. О в с я н н и к о в,. А. Н. Т у л а fi
no в, М. И. Шабунин, Задачи по элементарной математике, 
изд-во «Наука».

3) Е. Б. Ваховский, А. А. Рывкин, Задачи по элемен
тарной математике (повышенной трудности), изд-во «Наука».



ВВЕДЕНИЕ

А. Определения. Аксиомы. Теоремы. Строгое изложение любой 
части математики основывается на введении некоторых простей
ших неопределяемых понятий (например, для геометрии: «точка», 
«прямая», «лежать на», «между» и- т. д.). Обычно этим понятиям 
отвечает некоторый очевидный, интуитивно ясный смысл. Далее 
формулируются некоторые первичные, недоказуемые (в принципе 
или при данной форме изложения) утверждения; они называются 
аксиомами или постулатами. Например: если две плоскости 
имеют общую точку, то они имеют и общую прямую. Это аксио
матически принимаемое положение использует неопределяемые 
понятия: «плоскость», «прямая», «точка», «лежать на» (чтобы 
фактически не употреблять других понятий, пришлось бы сфор
мулировать аксиому несколько длиннее: если существует точка, 
лежащая на двух плоскостях, то существует и прямая, лежащая 
на этих плоскостях). Кроме специфических понятий каждой ма
тематической теории (арифметики, геометрии и т. п.), во всей 
математике используются также понятия множества (как опре
деленного собрания любых элементов), соответствия (в выраже
ниях типа «пусть каждому х соответствует определенное у» и т. п.) 
и общие правила логического ведения рассуждений1).

Дальнейшим используемым понятиям даются определения в 
терминах первоначальных или уже введенных понятий. Пример: 
отрезком АВ прямой называется множество точек, включающее 
точки А, В и все точки, лежащие между ними. В этом опреде
лении, например, употреблены понятия «множество», «между» и т.д.

Относительно первоначальных и -введенных с их помощью 
дальнейших понятий доказываются (на основе аксиом и ранее 
доказанных утверждений, с помощью обычных правил логики) 
новые утверждения, называемые теоремами, иногда леммами 
(обычно леммой называют утверждение, не имеющее важного 
самостоятельного значения, но используемое при доказательстве 
других теорем).

1) Исключение составляют книги по основаниям математики, где крити
чески исследуют и сами правила логического вывода и обоснованность исполь
зования понятий, относящихся к множествам.
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Полностью выдержанное по указанной схеме изложение ма
тематических дисциплин называется аксиоматическим (точнее, 
полуформальным). Фактически осуществить его в полной мере 
в рамках учебника не удается, так как объем его получился 
бы слишком большим, а изложение очень утомительным. Поэтому 
и в школьных учебниках и в данной книге аксиомы приводятся 
лишь частично, часть теорем сообщается без доказательства, 
а доказательства некоторых других построены с большим или 
меньшим привлечением интуитивно ясных соображений (которые 
в принципе могли бы быть доказаны исходя из полной системы 
аксиом).

Б. Логическое следование. Необходимые и достаточные усло
вия. Утверждения (теоремы) в математике, явно или неявно, 
имеют следующую форму: «если..., то...». Например: «если одна 
из медиан треугольника является его высотой, то треугольник 
равнобедренный». Утверждение: «медианы треугольника делят 
друг друга в отношении 2:1» — можно сформулировать в сходной 
форме: «если отрезки AM и BN являются медианами треуголь
ника АВС, то они делят друг друга в отношении 2:1».

Таким образом, для доказательства теоремы необходимо бывает 
установить, что из некоторых предположений (посылок) с логи
ческой необходимостью вытекает некоторый результат (вывод).

В логике тот факт, что из посылки А вытекает вывод В, 
обозначают так: Л В (или каким-либо сходным образом).

В этом случае говорят, что А является достаточным условием 
для В; в свою очередь В является необходимым условием для А. 
Это означает, что для справедливости В достаточно (но, вообще 
говоря, не необходимо) выполнения Л; для справедливости А 
необходимо (но, вообще говоря, недостаточно) выполнение В. 
Например, в утверждении: «если фигуры равны, то они равно
велики» (т. е. имеют равные площади) — равенства фигур доста
точно для равенства их площадей. В то же время равенство 
площадей — необходимое условие равенства фигур. Если оказы
вается, что не только Л=>В, но и В=>Л, то оба утверждения 
А и В называют эквивалентными. В математических текстах 
при этом употребляют выражения типа: «Л тогда и только тогда, 
когда В», «Л, если и только если В». Тот же смысл имеют 
и выражения: «Л необходимо и достаточно для В». Пример: 
для того чтобы четырехугольник был параллелограммом, необ
ходимо и достаточно, чтобы его диагонали делили друг друга 
пополам. Говорят, что свойство диагоналей делить друг друга 
пополам является необходимым и достаточным условием того, 
чтобы четырехугольник был параллелограммом.

В. Прямая, обратная, противоположная теоремы. Доказатель
ства от противного. Наряду с каким-либо утверждением Л 
(при этом вообще, под утверждением понимается любое пове
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ствовательное предложение, о котором всякий раз можно сказать, 
что оно истинно либо ложно) можно рассматривать его отрица
ние, утверждение «не Л», обозначаемое короче А и состоящее 
в том, что А ложно. А и Л всегда образуют такую пару 
утверждений, что из них одно истинно, а другое ложно.

Приведем примеры.
Л Л

1) Данные три точки лежат 
на одной прямой.

2) Квадрат любого действи
тельного числа положителен.

3) Число а меньше числа Ь.

4) При любом натуральном 
п 3 существует правильный 
/i-угольник

Данные три точки не лежат 
на одной прямой.

Существует хотя бы одно 
действительное число, квадрат 
которого отрицателен или равен 
нулю.

Число а больше или равно 
числу Ь.

Существует хотя бы одно на
туральное nZ>3 такое, что 
не существует правильного 
/i-угольника.

Ясно, что в примерах 1) и 3) утверждение Л или Л ока
жется истинным (ложным) в зависимости от заданных точек или 
чисел а, Ь. В примере 2) Л ложно, Л истинно, так как О2 = 0; 
в примере 4) Л истинно, а Л ложно.

Представим себе теперь некоторое математическое утвержде
ние (теорему) вида Л=>В; наряду с ним можно рассматривать 
следующие три другие утверждения (теоремы):

В^А (обратное утверждение), (1)
А^В (противоположное утверждение), (2)
Вт>А (утверждение, обратное противо

положному или, что то же — 
противоположное обратному).

(3)

Их называют соответственно обратной теоремой, противополож
ной теоремой, теоремой, обратной противоположной-, следует 
иметь при этом в виду, что теоремой- мы обычно называем ис
тинное утверждение, вообще же для любого утверждения [это 
заранее не предполагается.

Утверждения Л => В и (3) эквивалентны: именно, если верно 
утверждение Л => В, то верно и обратное противоположному В => Л 
(и обратно). Аналогично, эквивалентны обратное и противопо
ложное утверждения (1), (2).

Доказательство этого правила вытекает из условия считать, 
что из двух высказываний Л и Л всегда одно истинно, а другое 
ложно (в логике это называют принципом исключенного третьего).
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Пусть А-=$В\ установим, что тогда и В=>Л.
В самом деле, если имеет место В, то В не выполняется. 

Но тогда неверно и А (иначе было бы верно и В). Следова
тельно, верно А, т. е. В А.

Пусть Bz$>A\ установим, что тогда и А => В.
Действительно, пусть А истинно. Тогда А ложно, тем самым 

ложно и В (иначе Л было бы истинно). Следовательно, В ис
тинно; итак, Л=>В.

В силу эквивалентности утверждений А => В и В => А дока
зательство прямой теоремы иногда заменяют доказательством 
теоремы, противоположной обратной. Например, доказательство 
теоремы:

Если а—натуральное число, то корень Ya=-=b—либо нату
ральное, либо иррациональное число,
может быть заменено доказательством теоремы, противополож
ной обратной:

Если b—дробное рациональное число (т. е. не целое и не 
иррациональное), то его квадрат не может быть натуральным 
числом.

Доказательство в этой второй равносильной формулировке 
провести проще.

Что касается теоремы, обратной данной, то возможно, что 
она и неверна (нет прямой связи между справедливостью утвер
ждений А В и В А). Например, справедливо утверждение: 
«если один угол треугольника тупой, то два других — острые». 
Очевидно, что неверно обратное утверждение: «если два угла 
треугольника острые, то третий—тупой».

Остановимся еще на приеме доказательства «от противного» 
(по-латыни reductio ad absurdum — приведение к абсурду). Логи
ческая сущность его такова (она близка к замене данного ут
верждения противоположным обратному). Пусть требуется дока
зать предложение А => В. Допускаем, что А справедливо, но тем 
не менее имеет место В; если это предположение приведет нас 
в результате правильных логических умозаключений к какому- 
либо заведомо ложному выводу, то В следует признать ложным, 
а В—истинным (при условии Л). Теорема А=>В считается 
в этом случае доказанной.

Пример: доказательство теоремы планиметрии «две прямые, 
параллельные третьей, параллельны между собой». Его можно 
провести так. Пусть прямые а и b параллельны прямой с. Тре
буется доказать, что а\\Ь. Допустим противное, что а и b пере
секаются в точке М. Тогда через точку М пройдут две прямые 
а и Ь, параллельные прямой с, что противоречит постулату 
о параллельных прямых (см. п. 171).
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Д. Метод математической индукции. Пусть имеется некоторое 
утверждение о натуральном числе /г; для доказательства такого 
утверждения может быть применен метод математической ин
дукции, состоящий в следующем. Пусть установлено, что

1) данное утверждение справедливо при /г = 1 ;
2) из предположения, что оно справедливо при некотором 

значении ti = k, следует, что оно справедливо и при следующем 
значении ti = k+L

Тогда данное утверждение справедливо для всех натуральных/г.
Этот принцип можно рассматривать как одну из аксиом, 

описывающих свойства натурального ряда. Интуитивно ясен его 
смысл: если утверждение верно для п=1, то оно верно для 
п = 1 +1 = 2; но тогда оно верно и для п=2+1=3 и т. д.

Пример. Доказать формулу
Р_р23 + З3+ .. .+п3= [^+^]2. (4)

Доказательство. 1) При п=1 формула сводится к, 
13=^у, ИЛИ 13=12,

и, очевидно, верна.
2) Пусть при ti = k формула (4) верна:

Положим ti = k-\-l. Находим
P + 2-+...+tJ + (fe+l)»=[t|t+1)]’ + (t+l)*~

= (,г+,), +, )=&±2öi!±«±l)= .

Это и есть формула (4), записанная для я = 6+1. Теперь 
формула уже установлена для всех натуральных п.

Рекомендуем читателю самостоятельно доказать формулу для 
суммы квадратов натуральных чисел:

1 з 22 _|_ J ^2 ^ (^ +1 ) 1 )

По вопросам, затронутым очень кратко во введении, можно 
рекомендовать для чтения книгу:

Р. Столл. Множества. Логика. Аксиоматические теории, 
Изд-во «Просвещение», 1968.

•)
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Часть первая

АРИФМЕТИКА, АЛГЕБРА 
И ЭЛЕМЕНТАРНЫЕ ФУНКЦИИ

Глава I

ДЕЙСТВИТЕЛЬНЫЕ И КОМПЛЕКСНЫЕ ЧИСЛА

§ 1. Действительные числа. Координаты
V4. Натуральные числа. Натуральные числа выражают коли

чество подлежащих счету однотипных или неоднотипных пред
метов; таковы, например, числа один, два, десять, двадцать, 
сто, двести пятьдесят шесть, тысяча и т. д.

Понятие натурального числа относится к простейшим, пер
воначальным понятиям математики и не подлежит определению 
через другие, более простые понятия.

Натуральные числа могут быть естественным образом рас
положены по их возрастанию: каждое следующее натуральное 
число получается из предыдущего прибавлением единицы. Запи
санные в порядке возрастания:

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, ....
натуральные числа образуют натуральный ряд. Многоточие пока
зывает возможность неограниченного продолжения этого ряда. 
В этом смысле говорят, что имеется бесконечное множество 
натуральных чисел. Единица — наименьшее натуральное число; 
наибольшего числа натуральный ряд не имеет.

Напомним принцип записи натуральных чисел в десятичной 
системе счисления при помощи десяти цифр

0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9.
Цифры, участвующие в записи числа, при чтении их справа 
налево указывают последовательно, сколько в данном числе 
содержится единиц, затем десятков, сотен, тысяч и т. д. Вообще, 
цифра, стоящая на k-м месте, считая справа, покажет, сколько 
данное число содержит^ единиц разряда 10А_1.

Так, например,
18= 1-10 + 8,

347 = 3-ІО2 + 4-10 + 7,
5096 = 5-103 + 0-10= + 9-10 + 6
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и, в общей форме, для m-значного числа ат\
= + 10 + с,л, . (1.1)

где Cj, с2, .... ст — цифры, при помощи которых число ат 
записывается в виде сгсг ... с,„ (здесь черта сверху ставится, 
чтобы не смешивать число ат с произведением чисел сп с2, ..., сот).

Замечание. Десятичная система счисления — не единственно возмож
ная. В древности (в Вавилоне) использовалась система счисления, в которой, 
наряду с десяткой, в основу было положено число 60 (шестидесятеричная 
система счисления). Ее влияние сохранилось до сих пор в делении часа на 
60 минут, окружности на 360 градусов и т. д. В настоящее время при исполь
зовании электронных вычислительных машин, в процессе программирования 
применяются двоичная и восьмеричная системы счисления. Приведем для при
мера запись нескольких чисел в троичной системе. В этом случае используем 
только три цифры 0, 1, 2 в их обычном смысле. Число 3 в троичной системе 
играет роль десятки в десятичной системе счисления и должно обозначаться 
как 10. Вместо 32 = 9 будем писать 100 и т. д. Вот запись нескольких чисел 
в десятичной и троичной системах счисления:

Десятичная система Троичная система

17 122 ( = 32 + 2-3 + 2-1)
55 2001 ( = 2-33 + 0-32 + 0-3+ 1-І)

100 10201 (= 1.3^ + 0-32 + 2-32 + 0-3+ 1-1)

В дальнейшем мы будем пользоваться исключительно десятичной системой 
счисления.

В арифметике и алгебре рассматривают различные действия 
над числами: сложение, вычитание, умножение, деление, возведе
ние в степень, извлечение корня и т. д. Первые четыре из этих 
действий называют арифметическими или рациональными. Но 
только два из них—сложение и умножение—безусловно выпол
нимы в области натуральных чисел: сумма и произведение нату
ральных чисел суть снова натуральные числа.

Сформулируем законы, которым подчиняются действия сло
жения и умножения; строгие определения этих действий и обос
нование их свойств (выводимых из небольшого числа аксиом) 
рассматриваются в теоретической арифметике и здесь опускаются.

Переместительный (или коммутативный) закон сложения:
a + b = b-\-a (1.2)

— от перестановки слагаемых сумма не изменяется. 
Переместительный (или коммутативный) закон умножения:

a-b = b- а (1.3)

— от перестановки сомножителей произведение не изменяется. 
В дальнейшем, по большей части, в записи произведения а-Ь 
точку опускаем и пишем просто ab.
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Сочетательный (или ассоциативный) закон сложения:
(a+b)+c=a+(b+c) (1.4)

— сумма не зависит от группировки слагаемых.
Этот закон позволяет записывать сумму нескольких слагае

мых без скобок. Например:
(а fl Ь) + с — а (Ь + с) = а b с.

Сочетательный (или ассоциативный) закон умножения:
(ab)c — a(bc) (1.5)

— произведение не зависит от группировки сомножителей. ■
Этот закон позволяет писать произведение нескольких сомно

жителей без скобок. Например:
(ab) с — а (Ьс) = abc.

Распределительный (или дистрибутивный) закон умножения 
относительно сложения:

(а + Ь)с = ас + йс. (1.6)
Этот закон лежит в основе правила раскрытия скобок, ко

торым часто пользуются в вычислениях и преобразованиях. 
.\/2. Простые и состаань№—цигпа Признаки пелимости.- Если 

ѵа и b — натуральные числа, причем
a = bq,

где q—также натуральное число, то говорят, что q— частное 
от деления числа а на число Ь, и пишут: q = ajb. Также говорят, 
что а делится на b нацело или без остатка. Всякое число Ь, 
на которое а делится без остатка, называется делителем числа а. 
Само число а по отношению к своему делителю называется 
кратным. Таким образом, числа, кратные Ь, суть числа-ô, 2£>, ЗЬ, . ..

Числа, кратные числу 2 (т. е. делящиеся на 2 без остатка), 
называются четными. Числа, не делящиеся на 2 нацело, назы
ваются нечетными. Каждое- натуральное число либо четно, либо 
нечетно.

Если каждое из двух чисел а2 является кратным числа Ь, 
то и сумма ßj+ß2— кратное числа Ь. Это видно из записи

ßi = ^i, fla = bç2; ßi + а2 = bq1 + bq2=- b(qt + q2).
Обратно, если аг и а1 + а2 — кратные числа Ь, то ß2—также 
кратное числа Ь.
\, Всякое отличное от единицы натуральное число имеет по 
меньшей мере два делителя: единицу и самое себя. Если число 
не имеет никаких других делителей, кроме себя и единицы, оно 
называется простым. Число, имеющее какой-нибудь делитель, 
отличный от себя и единицы, называют составным числом. Еди-
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ницу принято не относить ни к простым, ни к составным числам. 
Вот несколько первых простых чисел, записанных в порядке 
возрастания:

2,3,5,7,11,13,17,...
Число 2—единственное четное простое число; все остальные 
простые числа — нечетные.

То, что простых чисел имеется бесконечное множество, было 
установлено еще в древности (Евклид, III век до нашей эры).

Идея доказательства Евклида бесконечности множества простых чисел 
весьма проста. Допустим, что простых чисел — конечное число; перечислим их 
все, например, расположив в порядке возрастания:

2,3,5......... р. (2.1)
Составим число, равное их произведению плюс единица:

а = 2-3-5 ... р+1.
Очевидно, что это число не делится ни на одно из чисел (2.1). Следовательно, 
либо оно само является простым, либо, если оно составное, то имеет простой 
делитель, отличный от чисел (2.1), что противоречит допущению о том, что 
в записи (2.1) перечислены все простые числа.

Это доказательство представляет большой интерес, так как дает пример 
доказательства теоремы существования (бесконечного множества простых чисел), 
не связанного с фактическим отысканием объектов, существование которых 
Доказывается.

Можно доказать, что всякое составное число представимо 
в виде произведения простых чисел. Так, например,

1.176 = 2-2-2-3-7-7 или 1176 = 23 • 3 • 73.
Как видно из этого примера, в разложении данного числа на 
простые множители некоторые из них могут повторяться не
сколько раз.

В общем случае в записи разложения числа а на простые 
множители

... р^ (2.2)

подразумевается, что все простые числа plt р2, ..., рп различны 
между собой (причем р± повторяется множителем k± раз, рг повто
ряется множителем k2 раз и т. д.). При этом условии можно 
доказать, что разложение единственно с точностью до порядка 
записи сомножителей.

При разложении числа на простые множители полезно бывает 
использовать признаки делимости, позволяющие выяснить, де
лится ли данное число на некоторое другое число без остатка, 
не производя самого деления. Мы выведем признаки делимости 
на числа 2, 3, 4, 5, 9.
)/1. Признак делимости на 2. На 2 делятся те и 

только те числа, в записи которых последняя цифра выражает 
четное число (0, 2, 4, 6 или 8).
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Доказательство. Представим число с,с2.. .ст в виде
++• - ■ст = с1с2.. .0+си.

Первое слагаемое в правой части делится на 10 и потому — 
четное; сумма будет четной тогда и только тогда, когда ст — 
четное число.

-U-2. П ризнак делимости на 4. Число 
на 4 тогда и только тогда, когда двузначное 
его последними двумя цифрами, делится на 4. 

Доказательство. Представим число

СуС^.., ст делится 
число, выражаемое

сус2...ст в виде
С1С2 • • • Ст — С1С2 • • ■ 00 + ст - Iе;/

Первое слагаемое делится на 100 и тем более на 4. Сумма будет 
делиться на 4 в том и только в том случае, если c,„_iC,„ де
лится на 4.
\/3. Признак делимости на 5. На 5 делятся те и 

только те числа, запись которых заканчивается цифрой 0 или 
цифрой 5.

Рекомендуем читателю доказать этот признак самостоятельно.
Ѵ"4. Признаки делимости jr_â—3 и на 9. Число делится 

на 3 (соответственно на 9) в том и только в том случае, когда 
сумма его цифр делится на 3 (соответственно на 9).

Доказательство. Запишем очевидные равенства 
10 = 9+1, .

100 = 99 + 1,
1000 = 999+1,

в силу которых МОЖНО ЧИСЛО C+J. . .с,п представить в виде 
ат = сі (99 ... 9 + 1 ) + ... + ст _ J (9 + 1 ) + ст

или
. ат = <+99.. .9 + ... +Сй_!-9 + (с1 + са + ... ++_!++).
Видно, что все слагаемые, кроме, быть может, последней 

скобки, делятся на 9 (и тем более на 3). Поэтому данное число 
делится на 3 или на 9 тогда и только тогда, когда делится 
на 3 или на 9 сумма его цифр + + с2 + ... ++.

3. Наибольший общий делитель' и наименьшее общее крятнпе. 
Если каждое из натуральных чисел а, Ь, ..., f делится нацело 
на натуральное число k, то говорят, что число k является их 
общим делителем. Так, числа 108 и 144 имеют общие делители 
1, 2, 3, 6, 9, .12, 18, 36. Если два или несколько чисел не имеют 
общих делителей, отличных от единицы, то эти числа называ
ются взаимно простыми. Так, числа 49 и 121 взаимно простые.
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Так как данные числа а, Ь, .f могут иметь лишь конеч
ное число общих делителей, то среди их общих делителей имеется 
наибольший; в случае взаимно простых чисел он равен единице.

Для наибольшего общего делителе (н.о.д.) применяется обо
значение

(а, Ь, f) = d.
Например:

(108, 144) = 36; (49, 121)= 1; (60, 36, 42) = 6.
Наибольший общий делитель двух чисел можно находить, 

пользуясь их разложением на простые множители. Пусть требуется, 
например, найти н.о.д. чисел 504 и 540. Разложим каждое из 
них на простые множители:

504 = 23-32-7,
540 = 22-33-5.

Мы видим, что, кроме единицы, общими делителями данных 
чисел являются

2, 22, 3, З2, 2-3, 22-3, 2-32, 22-32.
Таким образом,

(504, 540) = 22-32 = 36.
В общей форме процесс отыскания н.о.д. можно описать на 

примере двух чисел следующим образом. Запишем разложение 
данных чисел а и b на попарно различные простые множители:

а = рк1'рї1 ... р>,
h _ п tnО — 717 2 • ’ • Ч W'

Может случиться, что среди чисел ри р„, ..., рп нет ни одного, 
равного кому-либо из чисел qlt q2, . .., qm. Тогда а и b — взаимно 
простые, (а, Ь)=1. Если, например, рг совпадает с одним из 
чисел qt, q„, ..., qn, то оба числа а и b делятся на plt взятое 
В степени, меньшей из двух степеней, С которыми ЭТО ЧИСЛО р! 
входит в разложение каждого из чисел а и Ь. Поэтому для по
лучения н.о.д. чисел а и b следует: 1) выбрать все одинаковые 
простые множители, входящие в разложения а и 6; 2) каждый 
из них взять в степени^ меньшей из двух степеней, с которыми 
этот множитель входит в указанные разложения; 3) взять про
изведение найденных таким лутем общих множителей—оно и 
будет н.о.д. чисел а и b. V

Подобным же образом находится и' н.о.д. нескольких чисел.
Имеется и иной метод отыскания н.о.д. двух чисел; о нем 

рассказывается в п. 4.
Если число т является кратным для каждого из чисел 

a, b......... f (т. е. делится на любое из этих чисел нацело), то
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т называется общим кратным чисел а, Ь, ./. В частности, 
произведение нескольких натуральных чисел всегда. является их 
общим кратным. Среди всех общих кратных данных чисел 
а, Ь, ..., f имеется наименьшее; оно называется наименьшим 
общим кратным (н.о.к.) данных чисел и обозначается так;

[а, b, ...,/] = т.
Н.о.к. двух или нескольких чисел также удобно находить, 

используя разложение этих чисел на простые множители. Так, 
для чисел

504 = 23-32-7, 540 = 22-33-5
мы найдем н.о.к., взяв каждый из простых множителей в их 
разложениях в большей из двух степеней, в которых он входит 
в эти разложения;

[504, 540] = 23-33-5-7— 7560.
Аналогично,. . .

[150, 180, 240] = 2J-З2-52 = 3600.
Итак, для отыскания н.о.к. нескольких чисел следует: 1) вы

писать все простые множители, входящие в разложение хотя бы 
одного из этих чисел; 2) взять каждый из этих простых множи
телей в наибольшей из степеней, в которых он входит в разло
жения данных чисел; 3) взять произведение найденных степеней 
простых сомножителей—оно и будет н.о.к. данных чисел.

Нетрудно заметить, что для двух взаимно простых чисел а и b 
[а, Ь] = ab

— н.о.к. двух взаимно простых чисел равно произведению этих 
чисел. Отметим, без доказательства, более общее соотношение 
(оно сводится к предьідущему в случае, если (а, Ь)=1);

[я, й] (а, b) — ab,
имеющее место для любых двух чисел: произведение наибольшего 
общего делителя на наименьшее общее кратное двух чисел равно 
произведению этих чисел.

4. Целые числа. Рациональные числа. Если сложение и умно
жение натуральных чисел всегда приводят вновь к натуральному 
числу, то уже вычитание не всегда выполнимо, если оставаться 
в области арифметики натуральных чисел. Для возможности 
образования разности любых двух натуральных чисел возникает 
необходимость расширить совокупность чисел, вводя нуль и целые 
отрицательные числа —1,—2, —3, ..., —п, ... Натуральные 
числа называются также целыми положительными числами. Если 
хотят подчеркнуть, что данное число положительное, то перед 
ним ставится знак « + », но, как правило, пишут не +4, 
а просто 4 и т. д., перед отрицательными же числами знак
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«—» ставится обязательно. Число нуль не относят ни к отрица
тельным, ни к положительным числам. Числа пи —п называют 
противопо ложным и.

Вся совокупность целых чисел
..., — п, ..., —2, —1, 0, 1, 2, ..., п, ...

состоит из целых положительных (натуральных) чисел, целых 
отрицательных чисел и нуля.

Теперь уже, во множестве всех целых чисел, действие вычи
тания (так же как и сложения) всегда выполнимо. Прнэтом, 
действие вычитания может быть сведено к сложению с числом, 
противоположным вычитаемому:

а—Ь — а-\-(—by, а—(—b)=a + b.
Мы предполагаем известными правила действий с целыми (поло
жительными и отрицательными) числами.

Для умножения целых чисел вводится известное правило 
знаков: если а, b положительные, то

(—а)-Ь = а-(—Ь) =— ab-, ( — й)-(—b) = ab.
В частности, (—1)-а = — а.

Таким образом, произведение двух чисел одного знака есть 
положительное число, двух чисел противоположного знака — отри
цательное число. Число, противоположное данному, равно произ
ведению данного числа на минус единицу.

Произведение любого числа на нуль равно нулю.
А'іножество чисел, обладающее тем свойством, что сумма, раз

ность и произведение двух любых чисел этого множества снова 
ему принадлежат, называется числовым кольцом. В числовом 
кольце неограниченно выполнимы целые рациональные действия, 
т. е. рациональные действия, кроме, быть может, деления. Нату
ральные числа не образовали числового кольца, так как действие 
вычитания не всегда приводило вновь к натуральному числу. 
Целые числа образуют числовое кольцо, кольцо целых чисел.

Множество чисел, в котором выполнимы все рациональные 
действия, включая и деление (кроме деления на нуль, которое 
невозможно), называется числовым полем. Целые числа не обра
зуют поля, так как в области целых чисел деление не всегда 
выполнимо.

В связи с этим множество целых чисел вновь расширяют 
до множества рациональных чисел. Рациональным числом назы
вается число, представимое в виде а/Ь, где числитель а—целое, 
а знаменатель b—натуральное число. Если а делится на b нацело, 
то рациональное число—целое; в противном случае рациональное 
число называется дробным. Оно считается положительным, если 
а—положительное, и отрицательным, если а—отрицательное.
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Дробь afb можно сократить, разделив числитель и знамена
тель на н.о.д. чисел а и Ь. В дальнейшем, как правило, при 
записи рационального числа в виде а/b дробь а/b считается не
сократимой, т. е. а и b полагаются взаимно простыми числами.

В области рациональных чисел неограниченно выполнимы все 
рациональные действия (кроме деления на нуль); сумма, разность, 
произведение и частное рациональных чисел также являются 
рациональными числами. Поэтому рациональные числа образуют 
числовое поле—поле рациональных чисел.

Практически правила действий над рациональными числами 
хорошо известны из арифметики. Для сложения и умножения 
справедливы те же основные законы, что и для натуральных 
чисел (п. 1).

Каждое рациональное число х, если оно само не является 
целым, заключено между двумя соседними целыми числами: 
п<х<п+1. Так, например, 7/¡¡ лежит между 3 и 4, 13/54 — 
менаду 0 и 1, —8/3 — между —3 и —2.

Введем следующее определение: целой частью числа называется 
наибольшее целое число, не превосходящее данного.

Целая часть числа х обозначается так: [х]. Например: 
[’/2]=3, [13/54] = 0, [-8/3] = -3, [-3] = -3.

Разность между данным числом и его целой частью назы
вается дробной частью числа. Дробная часть числа х равна х— [х] 
и иногда обозначается через (х). В наших примерах дробная часть 
чисел т/2, 13/54, —8/3, —3 равна соответственно */2, 13/54, 1/3, 0. 
Дробная часть целого числа равна нулю, так как целое числб 
совпадает со своей целой частью. Для любого числа его дробная 
часть неотрицательна и строго меньше единицы:

0 X— [х] < 1.
Всякое рациональное число однозначно разлагается на сумму 

целой и дробной частей, например:

С разложением рационального числа на целую и дробную 
части связано понятие деления (натуральных чисел) с остатком. 
Число а/b однозначно представляется в виде суммы своей целой 
части [a/b] = q и дробной части h (не исключено, что целая или 
дробная часть равна нулю):

0</і<1.

Обозначим bh = r (ясно, что 0<г <Ь). Тогда
a = bq + r. (4.1)
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Здесь q называется частным, а г—остатком при делении 
а на Ь. При этом остаток удовлетворяет неравенствам 0 г < Ь. 
Равенство (4.1) можно использовать для такого более формального 
определения понятий частного и остатка. Пусть а, b—натураль
ные числа. Два целых неотрицательных числа q, г называются 
соответственно частным и остатком от деления а на Ь, если вы
полняется равенство (4.1) и неравенство 0<г<&.

На процессе деления с остатком основывается способ отыска
ния н.о.д. двух чисел; исторически он связан с теорией измере
ния отрезков у Евклида (см. п. 163) и носит название алгоритма 
Евклида.

Пусть даны два натуральных числа а и b < а. Произведем 
деление а на Ь\ если а разделится на b нацело, то b—н.о.д. чисел 
а, Ь. В противном случае получится некоторый остаток r\ < b:

a-bq^r^ ' (4.2)
Теперь будем делить b на /у, если b разделится, на гг нацело, 
то у окажется общим делителем чисел а и Ь\ действительно, 
в этом случае оба слагаемых правой части равенства (4.2) делятся 
на г± нацело, значит, делится на у нацело и его левая часть а. 
То, что г\ явится именно наибольшим общим делителем а и Ь, 
также видно из (4.2): если d—какой-нибудь общий делитель чисел 
а, Ь, то он будет также делителем числа гг.

Если b делится на гх с остатком, то придем к равенству вида 
b = r\q2 + rt, (4.3)

где уже г2 < у. После этого разделим у на гг. Снова представ
ляются две возможности: у делится на у нацело, или г2 делится 
на у с остатком. Если осуществится первая из этих возможностей, 
то у будет н.о.д. чисел а и b (это легко доказать, пользуясь ра
венствами (4.2), (4.3); рекомендуем читателю провести это дока- 
тельство). Если же осуществляется вторая возможность, то по
лучим результат деления

Гі = r2q3 + у, r3 < y,
и вновь будем делить у на у. Процесс обязательно закончится 
на некотором шаге: числа Ь, rìt г2, ... последовательно умень
шаются, и либо одно из них, не равное единице, окажется дели
телем предыдущего (оно и будет н.о.д. чисел а, Ь), либо цепочка 
чисел b > у > у > ... закончится единицей. В этом случае н.о.д. 
чисел a, b равен единице, числа a, b взаимно простые.

Пример. Найти н.о.д. чисел 162 и 42, пользуясь алгоритмом 
Евклида.

Решение. Делим 162 на 42:
162 = 42.3 + 36.
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Остаток г3 = 36; делим b = 42 на гх = 36:
42 = 36-1 +6.

Второй остаток га = 6. Делим гх = 36 на г2 = 6:
36 = 6-6.

Деление выполняется без остатка; поэтому г3 = 6— н.о.д. чисел 
162 и 42.

5. Десятичные дроби. Представление рациональных чисел 
десятичными дробями. Десятичной дробью называется дробь, у 
которой знаменатель представляет собой натуральную степень 
числа 10. Такой, например, является дробь 7 . Эту дробь

можно записать в следующей форме: выписать в строку цифры 
числителя и отделить запятой справа столько из них, сколько 
нулей содержится в знаменателе, а именно:

7 823 436 
10 000 782,3436.

В такой записи цифры, стоящие слева от запятой, образуют 
целую часть, а цифры, стоящие справа от запятой,—дробную 
часть данной десятичной дроби.

Пусть p/q—какое-либо положительное рациональное число. 
Из арифметики хорошо известен процесс деления, позволяющий 
представлять число p/q в виде десятичной дроби. Сущность про
цесса деления состоит в том, что сначала находят, какое наиболь
шее целое число раз q содержится в р; если р — кратное q, то на 
этом процесс деления и заканчивается. В противном случае, по
является остаток. Далее находят, сколько в этом остатке содер
жится десятых долей q, и на этом шаге процесс может закончиться, 
либо появится новый остаток. В последнем случае находят, сколько 
в нем содержится сотых долей q, и т. д.

Если знаменатель q не имеет никаких других простых дели
телей, кроме 2 или 5, то через конечное число шагов остаток 
окажется равным нулю, процесс деления закончится и данная 
обыкновенная дробь обратится в конечную десятичную дробь. 
В самом деле, в указанном случае всегда можно подобрать такое 
целое число, что после умножения на него числителя и знаме
нателя данной дроби получится равная ей дробь, у которой зна
менатель будет представлять натуральную степень десяти. Такой, 
например, является дробь

59 _ 59 
40 ~ 23 • 5 J

которую можно представить так:
59 59-52 59-25 _ 1475 
40“ 23-5-52 — (2-5)3 — 1000 1,475.
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Однако, не производя этих преобразований, разделив числи
тель на знаменатель, читатель получит тот же результат: 59/40= 
= 1,475.

Если знаменатель несократимой дроби имеет по меньшей мере 
один простой делитель, отличный от 2 или 5, то процесс деления 
р на q не закончится никогда (никакой из очередных остатков 
в нуль не обратится).

Пример:
965 965
132 — 22-3-11 ’

Выполнив деление, найдем

= 7,310606...

Для записи результата, получаемого в этом примере, перио
дически повторяющиеся цифры 0 и 6 заключают в круглые скобки 
и пишут:

у|| = 7,31(06).

В этом примере и в других подобных .случаях действие- де
ления не приводит к окончательному результату в виде десятич
ной дроби. Можно, обобщая понятие десятичной дроби, все же 
говорить, что частное 965/132 представлено бесконечной периоди
ческой дробью 7,31(06). Повторяющиеся цифры 06 называют перио
дом этой дроби, а их число, равное в нашем примере 2, — длиной 
периода.

Чтобы уяснить причину явления периодичности дроби, разберем, напри
мер, процесс деления на 7. Если деление нацело не выполняется, то появляется 
остаток, который может иметь только одно из следующих значений: 1, 2, 3, 
4, 5, 6. И на каждом из следующих шагов остаток будет иметь снова одно из 
этих шести значений. Поэтому не позднее чем на седьмом шаге мы неизбежно 
встретимся с одним из значений остатка, которые раньше уже появлялись, 
Начиная с этого места, процесс деления приобретет периодический характер. 
Периодически будут повторяться и значения остатков, и цифры частного. 
Такое рассуждение применимо и в случае любого другого делителя.

Таким образом, всякая обыкновенная дробь pi q представляется 
конечной или бесконечной периодической десятичной дробью. 
Замечательно, что и, обратно, всякая -периодическая десятич
ная дробь представима в виде обыкновенной дроби. Покажем, 
как выполняется это действие. При этом используется формула 
суммы бесконечно убывающей геометрической прогрессии (п. 92).

Запись
S = 7,31 (06)

можно понимать так:
965
132 = 7,31 6

101
6

10е
6

10s
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здесь члены правой части, начиная со второго, образуют беско
нечную геометрическую прогрессию со знаменателем 1/10’= 0,01 
и первым членом 6/104 = 0,0006. Пользуясь формулой (92.2):

S «і

найдем
7,31(06)

1-9’

731
100

6/104 731 6
1 —1/100 — 100 "Г 100-99

1
100

(731+â>

24 125 965
— 100-33 — 132 *

Ясно, что этот же процесс позволит любую заданную беско
нечную периодическую дробь представить в виде обыкновенной 
дроби (и, как можно показать, именно той, из которой в про
цессе деления в свою очередь получается данная бесконечная 
периодическая дробь). Впрочем, здесь имеется одно исключение. 
Рассмотрим дробь

0,4999... = 0,4 (9)
и применим к ней процесс преобразования в обыкновенную дробь: 

0>4(9) = 0,4-(-jôq + j^+ ...;
находим

0,4 (9) = 0,4 + , = 0,4 + 0,1 = 0,5

— мы пришли к числу 1/2, которое представляется конечной де
сятичной дробью 1/2 = 0,5. •

Сходный результат получится всякий раз, когда период данной 
бесконечной дроби имеет вид (9). Поэтому мы отождествляем 
такие пары чисел, как, например,

0,4(9) и 0,5,
2,37 (9) и 2,38

и т. д.
Иногда полезно еще допускать записи вида 

0,5 = 0,5000... =0,5(0),
представляя формально конечные десятичные дроби как бесконеч
ные с периодом (0).

Все сказанное об обращении обыкновенной дроби в десятичную 
периодическую дробь и обратно относилось к положительным 
рациональным числам. В случае отрицательного числа можно 
поступить двояким образом.

1) Взять положительное число, противоположное данному 
отрицательному, обратить его в десятичную дробь, а затем по
ставить перед ней знак минус. Например, для — 5/3 получим

|=1,(6); -} = -1,(6) = -1,666...
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2) Данное отрицательное рациональное число представить 
в виде суммы его целой части (отрицательной) и его дробной 
части (неотрицательной), а затем обратить в десятичную дробь 
только эту дробную часть числа. Например:

_| = -2 + |=-2 + 0,(3),

—т = -1+| = -1 +0,25.

Для записи чисел, представленных в виде суммы своей отри
цательной целой части и конечной или бесконечной десятичной 
дроби, принято такое обозначение (искусственная форма записи 
отрицательного числа):

-2 + 0, (3) = 2, (3).
— 1 +0,25 = 1,25.

Здесь знак минус ставится не перед всей дробью, а над ее целой 
частью, чтобы подчеркнуть, что только целая часть отрицательна, 
а следующая за запятой дробная часть положительна.

Такая запись создает единообразие в записи положительных 
и отрицательных десятичных дробей и будет использована в бу
дущем в теории десятичных логарифмов (п. 28). Предлагаем чи
тателю для практики проверить переход от одной записи к другой 
в примерах:

--¡- = —0,875=1,125,

=—7,31 (06) = 8,68(93).

Теперь уже можно сформулировать окончательный вывод: 
всякое рациональное число может быть представлено бесконечной 
десятичной периодической дробью, и, обратно, всякая такая дробь 
задает рациональное число. Конечная десятичная дробь допускает 
также две формы записи в виде бесконечной десятичной дроби: 
с периодом (0) и с периодом (9).

6. Иррациональные числа. Действительные числа. Не все дейст
вия, рассматриваемые в алгебре, выполнимы в поле рациональ
ных чисел. Примером может служить операция извлечения квад
ратного корня. Так, если равенство х2 = 4 выполняется при 
значениях х = 2, х =—2, то равенство х2 = 2 не имеет места ни 
при каком рациональном значении х. Докажем это. Сначала 
заметим, что целое х не может иметь квадрата, равного 2: при 
х= 1 имеем х2 = 1, а при х > 1 х2 заведомо больше 2. Предпо
ложим теперь, что X дробное: x — p/q (дробь считается несокра
тимой) и (р/<7)2 = 2.

Отсюда имеем p2 = 2ç2; р должно быть четным числом (иначе 
квадрат р не был бы четным). Положим р = 2£, р2 = 4Л2. Теперь
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4Â2 = 2<72, q2 = 2k2-, получается, что и q— четное, что противоречит 
допущению о несократимости дроби p/q.

Это показывает, что в области рациональных чисел из 
числа 2 нельзя извлечь квадратный корень, символ К2 не имеет 
смысла в области рациональных чисел. Между тем задача: 
«найти сторону х квадрата, зная, что площадь его равна 5» — 
столь же естественна при 5 = 2, как и. при S = 4. Выход из 
этого и других подобных затруднений состоит в дальнейшем 
расширении понятия числа, во введении нового вида чисел — 
иррациональных чисел.

Покажем, как вводятся иррациональные числа на примере 
задачи извлечения квадратного корня из числа 2; для простоты 
ограничимся положительным значением корня.

Для каждого положительного рационального числа х будет 
иметь место одно из неравенств ха < 2 или х2 > 2. Очевидно, 
что Ia <2, 22 > 2. Рассматриваем затем числа 1,0; 1,1; 1,2;
..1,9; 2,0 и находим два соседних среди них с тем свойством, 
что первое имеет квадрат, меньший двух, а второе—больший 
двух. Именно, 1,43 < 2 и 1,52 > 2. Аналогично, продолжая этот 
процесс, получим ряд неравенств (для получения десятичных 
дробей, написанных здесь, можно также использовать известный 
алгоритм приближенного извлечения квадратного корня, п. 13):

Ia < 2 < 2а,
1,42 < 2 < 1,5%

1,41’-<2 < 1,422,
1,414а < 2 < 1,415a,

1,4142a < 2 < 1.41432,
1,41421a <2 < 1,41422a,

1,414213a <2< 1,414214a,
1,4142135a <2< 1,4142136a,

Сопоставляя сначала целые части, а затем первые, вторые, 
третьи и т. д. цифры после запятой у рациональных чисел, 
между квадратами которых лежит 2, мы можем последовательно 
выписать эти десятичные знаки:

1,4142135... (6.1)
Процесс отыскания пар рациональных чисел (выраженных 

конечными десятичными дробями), отличающихся друг от друга 
на урй > со все большим т может быть продолжен неограни
ченно. Поэтому можно рассматривать дробь (6.1) как бесконеч
ную десятичную дробь (непериодическую, так как в случае пе
риодичности она представляла бы рациональное число). Эта
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бесконечная непериодическая дробь, любое число десятичных 
знаков которой мы можем выписать, но для которой нельзя 
осуществить записи одновременно всех знаков, и принимается 
за число, равное /2 (т. е. за число, квадрат которого равен 2).

Отрицательное значение корня квадратного из двух мы пред
ставим в виде

—/2 = —1,4142135...
или, пользуясь искусственной формой записи чисел, в виде 

— /2 = 2,5857864...
Введем теперь следующее определение: иррациональным 

числом называется всякая бесконечная непериодическая десятич
ная дробь

СС — CI ’ ап * * * *

где а — целая часть числа (она может быть положительной, рав
ной нулю или отрицательной), a alt а2, ..., ап, ...—десятич
ные знаки (цифры) его дробной части.

Заданное бесконечной непериодической дробью иррациональ
ное число определяет две последовательности конечных десятич
ных дробей, называемых десятичными приближениями а по 
недостатку л по избытку:

а < а < а-\- 1, 
а,а1<а<а,а1-\-^, 

ауа^а2 cz aya¡a2 -р jqq »

Например, для a = j/~2 запишем
1 </Я<2,

1,4</2<1,5,
1,41 </2 < 1,42

и т. д. Здесь, например, 1,41—десятичное приближение /2 
с точностью до 0,01 по недостатку, а 1,42 — по избытку.

Запись неравенств между иррациональным числом и его де
сятичными приближениями входит в самое определение понятия 
иррационального числа и может быть положена в основу опре
деления соотношений «больше» и «меньше» для иррациональных 
чисел.

Возможность представления иррациональных чисел их все 
более и более точными десятичными приближениями лежит 
также в основе определения арифметических действий над 
иррациональными числами, которые фактически производятся
2 В. В. Зайцев и др.
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над их иррациональными приближениями по недостатку или по 
избытку.

К иррациональным числам приводят многие действия, как, 
например, действие извлечения корня степени п из рациональ
ного числа (если оно не представляет собой /і-ю степень другого 
рационального числа), логарифмирование и т. д. Иррациональ
ным является число л, равное отношению длины окружности 
к ее диаметру (п. 229).

Все рациональные и иррациональные числа образуют в со
вокупности множество действительных (или вещественных) чисел. 
Таким образом, всякая десятичная дробь, конечная или беско
нечная (периодическая пли непериодическая), всегда определяет 
действительное число.

Всякое отличное от нуля действительное число либо положи
тельно, либо отрицательно.

Напомним в связи с этим следующее определение. Абсолют
ной величиной или модулем действительного числа а называется 
число I а |, определяемое равенствами

( а, если й^О, 
\ —й, если а < 0. (6-2)

Таким образом, модуль неотрицательного числа равен самому 
этому числу (верхняя строка равенства); модуль отрицательного 
числа равен этому числу, взятому с противоположным знаком (ниж
няя строка). Так, например,

| + 8|=+8 = 8, 10 [ = 0, I -61 = -(-6)- +6 = 6.
Из определения модуля следует, что модуль любого числа есть 

число неотрицательное; если модуль числа равен нулю, то и само 
число равно нулю, в остальных случаях модуль положителен.

Действительные числа образуют числовое поле — поле действи
тельных чисел-, результат рациональных действий над действи
тельными числами снова выражается действительным числом. 
Заметим, что взятые в отдельности иррациональные числа не 
образуют ни поля, ни_даже кольца: например, сумма двух ирра
циональных чисел ]/ 2 и 3 — J/^2 равна рациональному числу 3.

Наш краткий очерк развития понятия о числе, построенный 
по схеме

Натуральные (целые 
положительные)

+
Нуль и целые отрица
тельные

—»■ Рациональные \
+ —>■ Действительные числа,

Иррациональные )

А
Целые V

+ ( 
Дробные )
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мы заключим указанием на наиболее важные свойства совокуп
ности действительных чисел.

1. Действительные числа образуют поле.
2. Действия над действительными числами подчинены обыч

ным законам (например, сложение и умножение —законам ком
мутативности, ассоциативности, дистрибутивности, п. 1).

3. Для любых двух действительных чисел а и b имеет место 
одно и только одно из трех соотношений: а больше b (а > Ь), 
а меньше b (a<b), а равно b (a = b). Говорят поэтому, что мно
жество действительных чисел упорядочено.

4. Принято, наконец, говорить, что множество действитель
ных чисел обладает свойством непрерывности. Смысл, который 
придается этому выражению, пояснен в п. 8. Именно это свой
ство существенно отличает поле действительных чисел 
от поля рациональных чисел.

7. Действия с приближенными числами. Имеется целый ряд 
причин, в силу которых практически приходится использовать 
не точные, а приближенные числовые значения различных вели
чин (условно называемые приближенными числами). Вот некото
рые из этих причин. 1) Числа, полученные в результате изме
рения (эксперимента), естественно представляют собой прибли
женные значения измеряемых величин по причине несовершенства 
инструментов, применяемых для измерения. 2) Числа, значения 
которых определены точно, все же приходится заменять их при
ближенными значениями. Это очевидно, когда речь идет об 
иррациональных числах, например л, )/2 и т. д. Но и такое, 
например, число, как 73/254, при проведении вычислений при
дется использовать в виде десятичной дроби, сохранив лишь 
некоторое число ее десятичных знаков после запятой. 3) Часто 
нет необходимости в получении точного результата и есть смысл 
провести расчет приближенно, чтобы сократить время, затрачи
ваемое на вычисление.

При выполнении приближенных вычислений приходится ру
ководствоваться некоторыми правилами, позволяющими получить 
результат с требуемой степенью точности и без чрезмерных 
усилий на проведение вычислений. Эти правила основаны на 
некоторых понятиях и определениях, котбрые мы здесь кратко 
приведем.

А. Абсолютная погрешность числа. Если о0 — некоторое число 
(известное точно или нет), а а — число, принимаемое за прибли
женное значение числа £z0, то абсолютной погрешностью прибли
женного числа а называют любое число До такое, что

|а0-о|<Да. (7.1)
Заметим, что абсолютная погрешность здесь не определяется 
однозначно (то, что мы назвали абсолютной погрешностью, часто 
2*
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называют предельной абсолютной погрешностью'). Так, если ап — п, 
а = 3,14, то, учитывая, что я = 3,14159..., можно записать

|о„ — а|<О,СО2, |а„—а| <0,01, |а0 — «| <0,0016,
и каждое из Зисел 0,002, 0,01, 0,0016 будет абсолютной погреш
ностью.

Ясно, что прн производстве вычислений в качестве Дй берут 
по возможности наименьшее из чисел, удовлетворяющих нера
венству (7.1).

Величина Дй обычно характеризуется не более чем двумя 
значащими цифрами (чаще всего даже одной), причем принято 
величину Ад округлять в сторону, увеличения.

Пример 1. Определить абсолютную погрешность, возни
кающую при замене иррационального числа |/3= 1,7320508... 
его приближенным значением 1,73.

Решение. Имеем а„ = 1,7320508. .., а =1,73. Заменяя точ
ное число о0 его приближенным значением о, мы допускаем 
следующую ошибку: J J/З—1,731 = 0,0020508. . .

Ясно, что в рассматриваемом случае можно положить Дй = 0,003 
(число Ад в соответствии с принятым условием записано с по
мощью одной цифры и получено путем округления ошибки 
0,0020508... в сторону увеличения).

Пример 2. Известно, что для некоторого числа его при
ближенное значение 647,35 найдено с абсолютной погрешностью, 
равной 0,17. Что можно сказать о точном значении этого числа?

Решение. Неравенство (7.1) равносильно неравенствам
о —Ад <я0 <я + Дд.

В нашем случае эти неравенства запишутся так:
647,18 <а„< 647,52. (7.2)

По исходным данным точное значение я0 искомого числа 
найти нельзя—можно только указать границы, между которыми 
оно находится.

Б. Относительная погрешность числа. Абсолютная погреш
ность числа а, принимаемого за приближенное значение числа а0, 
не всегда является удобной характеристикой степени точности а 
в качестве приближения к аа. Так, погрешность в один метр 
будет очень грубой ошибкой при измерении длины помещения, 
но будет рассматриваться как малая ошибка при измерении 
расстояния между двумя удаленными точками земной поверх
ности. Дело в том, что обычно важна не сама величина погреш
ности, а ее отношение к измеряемой (или вычисляемой) вели
чине, часто выражаемое в процентах. В связи с этим дадим 
определение: относительной погрешностью называется отноше
ние абсолютной погрешности к модулю числа аи; относительная
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погрешность обозначается через 8а:

На практике точное значение «„ обычно неизвестно, и, учиты
вая, что, как правило, абсолютная погрешность бывает мала, 
находят ба по формуле

(заменяя в знаменателе а0 его приближенным значением а).
Пример 3. За приближенное значение числа п иногда' 

принимают 22/7. Какова относительная погрешность этого зна
чения?

Решение. Находим |л—22/7|=|3,14159—3,142851 <0,0015; 
приняв за Д число 0,0015, найдем 6 = 0,0015/3,14 и, снова ок
ругляя б в сторону увеличения, 6 = 0,0005, или 6 = 0,05%. 
Число 22/7 дает приближенное значение я с точностью до 0,05%.

В. Значащие цифры числа. Верные и сомнительные цифры. 
Напомним определение значащей цифры: значащей цифрой при
ближенного числа называется всякая его цифра, начиная с пер
вой ненулевой цифры (считая слева направо). Например, в числе 
0,00030900 первые четыре нуля не являются значащими цифрами 
(они служат только для указания десятичных разрядов других 
цифр). Остальные три нуля являются значащими цифрами.

При записи приближенных чисел важно договориться о том, 
какие цифры (знаки) в этой записи следует считать верными, 
а какие—сомнительными. В связи с этим примем следующее 
определение: пусть а есть приближенное число с абсолютной 
погрешностью Да; тогда любая из значащих цифр числа а на
зывается «верной», если Дд не превосходит пяти единиц разряда, 
следующего за этой цифрой; остальные значащие цифры числа а 
называются «сомнительными». Так, например, пусть для при
ближенного числа а = 647,35 будет Да = 0,17 (см. пример 2). 
Замечаем, что здесь 0,17^0,5, и поэтому цифры 6, 4 и 7 яв
ляются верными, а цифры 3 и 5—сомнительными. Этот ответ 
приобретет большую наглядность, если его сопоставить с нера
венствами (7.2).

При расчетах, в которых участвуют приближенные числа, 
принято сохранять в промежуточных выкладках одну (или две) 
сомнительную цифру. В конечном результате сомнительные цифры 
могут быть округлены.

Г. Округление чисел. При замене числа, выражаемого деся
тичной дробью, дробью с меньшим числом десятичных знаков 
допускается погрешность, называемая погрешностью округления. 
Приняты следующие правила округления: если первый из отбра
сываемых знаков дроби меньше пяти, то остальные знаки просто
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отбрасывают, а стоящие перед ними сохраняют. Если первый 
из отбрасываемых знаков больше пяти, то предшествующий знак 
увеличивают на единицу. Если первый из отбрасываемых знаков 
равен пяти, то пригодно любое из указанных правил, но обычно 
округление производят так, чтобы последний сохраненный знак 
стал четным. Примеры округления десятичных дробей:
3,14159. .. »3,142; /2 = 1,41421. . .» 1,41 ; 0,693...»0,7.
Такие же правила округления применяются и к целым числам. 
Если, например, число жителей города равно в данный момент 
23 542, то спустя месяц уже бессмысленно указывать единицы и 
даже десятки в этом числе. Можно написать число жителей 
округленно как 23500, но принято записывать 235-10а, чтобы 
подчеркнуть, что число единиц и десятков неизвестно (а не 
именно равно нулю, как может показаться при первой записи).

При округлении приближенного числа вносится дополнитель
ная погрешность (погрешность округления), которая складывается 
с его абсолютной погрешностью. Для того чтобы уменьшить 
накопление погрешностей округления, в промежуточных резуль
татах обычно сохраняют одну-две сомнительные цифры.

Пример 4. Округлить приближенное число а = 967,358, 
взятое с абсолютной погрешностью Ао = 0,137, сохранив в ре
зультате одну сомнительную цифру.

Решение. В числе а верными являются цифры 9, 6 и 7, 
а следующая цифра 3 уже сомнительна. Округляем число а по 
правилу дополнения и получаем новое приближенное число 
а'= 967,4. Чтобы определить его абсолютную погрешность, мы 
находим, что погрешность округления составляет 967,4—967,358 = 
= 0,042, складываем эту последнюю с абсолютной погрешностью 
Да =0,137 числа а и получаем 0,179. В полученном числе, 
округляя его в большую сторону, сохраняем одну значащую 
цифру и находим для новой абсолютной погрешности Да-, т. е.. 
для абсолютной погрешности числа а', следующий результат: 
Да-= 0,2. Итак, вернувшись к обычным обозначениям, заклю
чаем, что приближенное число а = 967,4, полученное при округ
лении числа 967,358, найдено с абсолютной погрешностью 0,2, 
причем оно содержит одну (последнюю) сомнительную цифру 4.

Пример 5. Округлить приближенное число а = 967,358, 
взятое с абсолютной погрешностью Да = 0,137, сохранив только 
верные цифры (сравнить с примером 3).

Решение. Число а округляем до числа 967. После сложе
ния погрешности округления 0,358 с данной абсолютной погреш
ностью 0,137 находим число 0,495. Замечаем, что 0,495 < 0,5, 
а это и означйет, что в приближенном числе 967 все цифры 
верные. Поэтому здесь и в подобных случаях абсолютную по
грешность можно явно вообще не указывать.
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Д. Погрешность результата арифметических действий. Пусть 
даны два числа а, Ь, рассматриваемые как приближенные зна
чения чисел а0, Ьо с абсолютными погрешностями Да, Дь соответ
ственно. В этом случае выполняются неравенства

ß„—Дв < я < й0+'Да,

¿о —Дь <ô </>0 + Дь.

Складывая эти неравенства почленно, получим
(яо + ^о)— (Да +Дь) < я + ô <-(ßo4_^o) + (Aa_b Аь).

Отсюда видно, что Да + Дй является абсолютной погрешно
стью для суммы чисел а и Ь: абсолютная погрешность суммы 
равна сумме абсолютных погрешностей. Это правило верно для 
алгебраической суммы любого числа слагаемых.

Для умножения и деления принято следующее правило: от
носительная погрешность произведения (частного) равна сумме 
относительных погрешностей сомножителей (делимого и дели
теля). Это правило мы оставим без обоснования.

Пример 6. Стороны треугольника измерены с точностью 
до 1 мм и оказались равны 17,8 см, 23,6 см, 14,2 см. Найти пе
риметр (т. е. сумму сторон) треугольника.

Решение. Находим 17,8 + 23,6 + 14,2 = 55,6 см. Так как 
абсолютная погрешность каждого слагаемого была равна 0,1 см, 
то погрешность результата может составить 0,3 см. Поэтому 
периметр Р удовлетворяет неравенствам 55,3 < Р < 55,9. Ответ 
в таких случаях часто записывают в виде Р = 55,6 ±0,3, ука
зывая тем самым возможные границы -ошибки.

Пример 7. Ребра прямоугольного параллелепипеда извест
ны с абсолютной погрешностью в 1 см: а = 43см, Ь= 16 см, 
с = 25 см. С какой относительной и абсолютной погрешностью 
может быть найден объем параллелепипеда?

Решение. Объем прямоугольного параллелепипеда нахо
дится по формуле (п. 168)

V = abc.
Относительные погрешности ребер составляют соответственно 

(с округлением) 2,5%; 7%; 4%. При умножении относительные 
погрешности суммируются: ßv = 2,5 + 7 + 4 = 13,5%. Объем может 
быть найден с относительной погрешностью 13%. Читателю 
предоставляется найти абсолютную погрешность объема.

Приведенные здесь правила позволяют, в принципе, контро
лировать точность производимых вычислений и предсказать отно
сительную и абсолютную погрешности их результата; при зна
чительном объеме производимых вычислений такой контроль 
точности становится практически слишком трудоемким и дает, как 
правило, завышенные значения погрешностей.
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8. Числовая ось. Координаты точки на плоскости. Осью на
зывается прямая, на которой одно из двух возможных направ
лений выделено как положительное (противоположное направление 
считается отрицательным'}. Положительное направление обозна
чается обычно стрелкой. Числовой (или координатной) осью на
зывается ось, на которой выбрана начальная точка (или начало) О 
и единица масштаба или масштабный отрезок ОЕ (рис. 1). Таким

' Ар'%) В(-2) ' ' МО) ¿llfity 1 Ж «

Рис.

образом, числовая ось задается указанием на прямой направ
ления, начала п масштаба.

С помощью точек числовой осп изображают действительные 
числа. Целые числа изображаются точками, которые получаются 
откладыванием масштабного отрезка нужное число раз вправо 
от начала О в случае положительного целого числа и влево 
в случае отрицательного. Нуль изображается начальной точкой О 
(сама буква О напоминает о нуле; она является первой буквой 
слова origo, означающего «начало»). Дробные (рациональные) 
числа также просто изображаются точками осп; например, чтобы 
построить точку, соответствующую числу —10/з = —ЗѴз, следует от

ложить влево от О три масштаб
ных отрезка и еще одну третью 
часть масштабного отрезка (точ
ка А на рис. 1). Кроме точки А 
на рис. 1 показаны еще точки 
В, С, D, изображающие соответ
ственно числа —2; 3/2; 4.

Целых чисел имеется беско
нечное множество, но на числовой

оси целые числа изображаются точками, расположенными «редко», 
целочисленные точки оси отстоят от соседних на единицу мас
штаба. Рациональные точки расположены на оси весьма «густо» — 
нетрудно показать, что на любом сколь угодно малом участке 
оси имеется бесконечно много точек, изображающих рациональ
ные числа. Тем не менее на числовой оси имеются точки, которые 
не являются изображениями рациональных чисел. Так, если на 
числовой оси построить отрезок ОА, равный гипотенузе ОС пря
моугольного треугольника ОЕС с катетами ОЕ = ЕС—І (рис. 2), 
то длина этого отрезка (по теореме Пифагора, п. 216) окажется 
равной 1^2 и точка А не будет изображением рационального 
числа.

Исторически именно факт существования отрезков, длины 
которых не могут быть выражены числом (рациональным числом!),



8] § 1. ДЕЙСТВИТЕЛЬНЫЕ ЧИСЛА. КООРДИНАТЫ 41

привел к введению иррациональных чисел. В связи с этим реко
мендуем прочитать п. 163.

Введение иррациональных чисел, которые в совокупности 
с рациональными образуют множество всех действительных чисел, 
приводит к тому, что каждой точке числовой оси соответствует 
единственное действительное число, изображением которого она 
служит. Напротив, каждое действительное число изображается 
вполне определенной точкой числовой оси. Между действитель
ными числами и точками числовой оси устанавливается взаимно 
однозначное соответствие.

Поскольку мы числовую ось мыслим как непрерывную линию, 
а точки ее находятся во взаимно однозначном соответствии 
с действительными числами, то мы говорим о свойстве непрерыв
ности множества действительных чисел (п. 6).

Заметим еще, что в некотором смысле (мы его не уточняем) 
иррациональных чисел несравненно больше, чем рациональных.

Число, изображением которого служит данная точка А 
числовой оси, называется координатой этой точки; тот факт, что
а—координата точки А, за
писывают так: А (о). Коор
дината любой точки А вы
ражается как отуошенпе 
OA¡OE отрезка О А к мас
штабному отрезку ОЕ, кото
рому для точек, лежащих от 
начала О в отрицательном 
направлении, приписывают 
знак минус.

Введем теперь прямо
угольные декартовы коорди
наты на плоскости. Возь
мем две взаимно перпенди
кулярные числовые оси Ох 
и Оу, имеющие общее начало О и равные масштабные отрезки 
(на практике часто применяют и координатные оси с различными 
масштабными единицами). Скажем, что эти оси (рис. 3) образуют 
декартову прямоугольную систему координат на плоскости. 
Точка О называется началом координат, оси Ох п Оу—осями 
координат (ось Ох называют осью абсцисс, ось Оу—осью ординат). 
На рис. 3, как обычно, ось абсцисс расположена горизонтально, 
ось ординат—вертикально. Плоскость, на которой задана система 
координат, называют координатной плоскостью.

Каждой точке плоскости ставится в соответствие пара чи
сел—координат этой точки относительно данной координатной 
системы. Именно, возьмем прямоугольные проекции точки М на 
оси Ох н Оу, соответствующие точки на осях Ох, Оу обозначены
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на рис. 3 через 7ИЛ., Му. Точка Мх имеет, как точка чис
ловой оси Ох, координату {абсциссу} х, точка Му, как точка 
числовой оси Оу,— координату (ординату} у. Эти два числа х, у 
(записанные в указанном порядке) и называются координатами 
точки М.

При этом пишут: М (х, у}.
Итак, каждой точке плоскости ставится в соответствие упо

рядоченная пара действительных чисел (х, у}—декартовы прямо
угольные координаты этой тачки. Термин «упорядоченная пара» 
указывает на то,, что следует различать первое число, пары — 
абсциссу и второе—ординату. Напротив, каждая пара чисел 
(х, у} определяет единственную точку 714, для которой X служит 
абсциссой, а у—ординатой. Задание в плоскости прямоугольной 
декартовой системы координат устанавливает взаимно однозначное 

соответствие между точками пло
скости и упорядоченными парами 
действительных чисел.

Координатные оси делят коор
динатную плоскость на четыре 
части, четыре квадранта. Квад
ранты нумеруются, как показано 
на рис. 3, римскими цифрами. 

Знаки координат точки зави- 
& сят от того, в каком квадранте 

она лежит, как указано в следую
щей таблице:

X У

I + ~г

II — -і-

III — —

IV + —
Точки, лежащие на оси Ох, имеют ординату у, равную нулю, 

точки на оси Оу — абсциссу х, равную нулю. Обе координаты 
начала О равны нулю: 0(0, 0).

Пример 1. Построить на плоскости точки
Л (6,0), В (2, 7), С(0,4), £>(-5, 2), £(-3,0),

£(-4,-9), G (0,-3), £(3,-8).
Решение дается на рис. 4.
Если известны координаты некоторой точки М (х, у), то 

легко указать координаты точек, симметричных с ней относи
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тельно осей Ох, Оу и начала координат: точка, симметричная 
с М относительно оси Ох, будет иметь координаты (%, —г/); точка, 
симметричная с М относительно Оу,— координаты (—х, у)-, на
конец, у точки, симметричной! с М относительно начала, коор
динаты будут (—X, —у).

Можно также указать связь между координатами пары 
точек, симметричных относительно биссектрисы I — III коорди
натных углов (рис. 5); если одна из этих точек М имеет коор
динаты X и у, то у второй абсцисса равна ординате первой

ак. . ■х'=х-аÀ

0' X у.
Ух!

г
Z7 ’Х

Рис. 6.

точки, а ордината — абсциссе первой точки. Иначе говоря, коор
динаты точки N, симметричной с М относительно 'биссектрисы 
I — III координатных углов, будут (у, х). Для доказательства 
этого положения рассмотрим прямоугольные треугольники ОАМ 
и OBN. Они расположены симметрично относительно биссектрисы 
координатного угла и потому равны. Сравнивая их соответствен
ные катеты, убедимся в правильности нашего утверждения.

Систему декартовых прямоугольных координат можно преоб
разовать с помощью переноса ее начала О в новую точку О' без 
изменения направления осей и величины масштабного отрезка. 
На рис. 6 показаны одновременно две системы координат: «ста
рая» с началом О и «новая» с началом О'. Произвольная точка М 
имеет теперь две пары координат, одну относительно старой 
координатной системы, другую относительно новой. Если коор
динаты нового начала в старой системе обозначены через (а, ß), 
то связь между старыми координатами (х, у) точки М и ее новыми 
координатами (х', у') выразится формулами

х' = х—а, ( x = x'-j-a,
У ~У~ß I У = У +ß- (8.1)

Эти формулы называют формулами переноса системы коорди
нат-, при их выводе по рис. 6 выбрано самое удобное положение 
точки М, лежащей в первом квадранте как старой, так и новой
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системы. Можно убедиться, что формулы (8.1) остаются верны 
при любом расположении точки М.

Положение точки М на плоскости может быть задано не 
только ее декартовыми прямоугольными координатами х, у, но 
и другими способами. Соединим, например, точку М с началом О

М(х,у) MU(r,tp)

В(г=1,ср=0]

Рис.. 7.

(рис. 7) и рассмотрим следую
щие два числа: длину отрезка 
ОМ = г и угол ф наклона это
го отрезка к положительному 
направлению оси Ох (этот 
угол определяется как угол, 
на который надо повернуть 
ось Ох до ее совмещения с 
ОМ, и считается положитель
ным,если поворот совершает
ся против часовой стрелки, и 
отрицательным в противном 
случае, как это принято в три
гонометрии (п. 96)). Отрезок 
г = ОМ называется полярным 

радиусом точки М, угол ф—ее полярным углом, пара чисел 
(г, ф) — полярными координатами точки М. Как видно, для оп
ределения полярных координат точки требуется задание только 
одной координатной оси Ох (называемой в этом случае полярной 
осью). Удобно, однако, рассматривать одновременно и полярные и 
декартовы прямоугольные координаты, как это сделано на рис. 7.

Полярный угол точки определяется заданием точки неодно
значно: если фо — один из полярных углов точки, то и всякий угол 

Ф= Фо 2/гл, k — 0, ± I, ±2, ..., (8.2)
будет ее полярным углом. Задание полярного радиуса и угла 
определяет положение точки единственным образом. Начало О 
(называемое полюсом полярной системы координат) имеет радиус, 
равный нулю, никакого определенного полярного угла точке О 
не приписывается.

ЛАежду декартовыми и полярными координатами точки имеются 
следующие соотношения:

х = гсозф, i/= г sin ф, (8.3)
непосредственно вытекающие из определения тригонометрических 
функций (п. 97). Эти соотношения позволяют находить декартовы, 
координаты по заданным полярным. Следующие формулы:
г = /л У УSin ф = — = —Г--__  ,

Г
COS ф = — : )ВХ2+у2 '

ІЄФ = ^,
(8.4)
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позволяют решать обратную задачу: по данным декартовым ко
ординатам точки находить ее полярные координаты. При этом 
по значению sin ф (или coscp) можно найти два возможных зна
чення угла ср в пределах первого круга; по знаку coscp (или 
sin ср) выбирается одно из них. Можно также определять угол ф 
по его тангенсу: tgtp = yjx, но и в этом случае четверть, в ко
торой лежит ср, уточняется по знаку Coscp или sin ср.

Точка, заданная своими полярными координатами, строится 
(без вычисления декартовых координат) по своему полярному 
углу и радиусу.

Пример 2. Найти декартовы координаты точек Л (2, л/4); 
5(1, л).

Решение. По формулам (8.3) находим:
1) для точки А находим х — 2cos(л/4) = 2-У = j/2;

í/ = 2 sin (л/4) =/2; A (/2, /2);
2) для точки B-. A'=l-cosjT = —1; í/= 1-sinл = 0; ß(—1, 0).
Пример 3. Найти полярные координаты точек (заданных

декартовыми координатами) А (і, КЗ); 5(—1, —1).
Решение. Находим по формулам (8.4):
1) для точки А: г = j/l +3 = 2; tg ср = КЗ; ср = л/3; А (2, л/3);
2) для точки В', г — J/ 1 + 1 = j/2; tg ср = 1 ; ср = 5л/4 (с учетом 

знаков х и у)\ В (J/ 2, 5л/4).
Пример 4. Построить точки по их полярным координатам: 

А (2, — л/2); ß(l, 0); С(3, Зл/4).
Решение показано на рис. 7.

Упражнения

1. Найти и.о.д. чисел: а) 48 и 54; б) 245, 105 и 441.
2. Найти п.о.к. чисел: а) 90 и 120; б) 363, 440 и 198.
3. Доказать, что н.о.к. нескольких чисел делится на их н.о.д.
4. Показать, что если (я, b) — k, то (я/й, b/k)=i.
5. Чему равны целые и дробные части чисел:

а) 17/3; б) —22/5; в) 0,376; г) —2,158?

Записать числа —22/5 и —2,158 в искусственной форме.
6. Обратить в десятичные дроби следующие обыкновенные дроби:

а) 473/32; -6)2/9; в) 163/111.

7. Обратить в обыкновенные дроби следующие десятичные дроби: а) 1,(468); 
б) 3,41(6).

8. Найти абсолютную и относительную погрешности, допускаемые при 
замене числа 1^78 = 8,8317608... его приближенным значением 8,84.

9. Что можно сказать о точном значении я0 некоторого числа, если его 
приближенное значение я = 658,46 найдено с абсолютной погрешностью Да = 0,18?

10. Указать верные и сомнительные цифры приближенного числа я = 6,*9358, 
если До = 0,0045.
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11. Округлить приближенное число о = 32,234 при Да = 0,463, сохранив 
одну сомнительную цифру.

12. Записать, применяя нули, следующие приближенные числа: а) 0,58, 
Да = 0,000005; б) а = 781 000, Да = 5; в) а = 781 000, Дя = 500.

13. Построить на числовой оси точки Л (8), в{—3), С (в/о), 0(—7/3),
£(/3), £(- Кб).

Указание. Отрезок длиной ]/3 можно найти как гипотенузу прямо
угольного треугольника с катетами I н /2 (построение отрезка длиной У 2 
рассматривалось в тексте).

14. Построить на плоскости точки Д(—3, —4), ß(0, 5), С (5, 0), 
D(—2, 6), £ (3, 3), £(—4, 3), G (—6, 6), Н (6, —6).

15. Дана точка А (2, —3). Указать координаты точек, симметричных с А 
относительно оси Ох, оси Оу, начала координат, биссектриссы I—III коорди
натных углов.

16. Показать, что точки А (х, у) и В(—у, —х) симметричны относительно 
биссектрисы II—IV координатных углов.

17. Построить точки по их полярным координатам: А (2, 5л/6), В ( 1, — л), 
С (3, 0), D(|^2, —л/4). Найти декартовы координаты этих точек.

18. Найти полярные координаты точек (заданных декартовыми координа
тами) А (2, 0), В{- 1, 0), С(0, 2), £>(— 1, —1).

§ 2. Степени и корни
•9. Степени с натуральными .показателями. Пусть а — произ

вольное действительное число, а п— натуральное число. Произ
ведение

аа . .. а
п

п сомножителей, равных а, называется n-й степенью числа а 
и обозначается через ап. При этом а называется основанием, 
а п — показателем степени. При /і=1 просто полагают а1 = а. 
Таким образом, степень я" определяется при любых натуральных 
значениях п. Поскольку действие возведения в натуральную 
степень определено через действие умножения, то оно рассмат
ривается как рациональное (арифметическое) действие. Отметим 
некоторые свойства этого действия.

1) При любых натуральных п, /п
а"ат = ап+т. (9.1)

Это следует из записи
аиат = аа ... а-а а ... а = аа ... а — ап+т.

п т п у т

Таким образом, при умножении степеней с одинаковыми основа
ниями показатели степени складываются.

2) Если п > т и а#=0, то

(9.2)
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Действительно, это следует из равенства - 
а" — а'п+і'‘-т = атап~т.

3) При любых натуральных т, п
(ат)" = ат". (9.3)

Действительно, по определению п-й степени числа имеем 
(ат)" — атат . . . ат

п
и по свойству 1)

(û“)n = ß,n + m+ ••• +,п_ Qmn

что и требовалось получить.
Итак, при возведении степени в степень показатели степени 

п еремножаются.
4) (ab)" —a"b". (9.4)

•5) а_ Ѵ'_ а" 
TJ — b¿' (9-5)

Доказательство свойств 4) и 5) предоставляется читателю.
10. Степени с целыми показателями. Свойство 2) п. 9:

установлено при п> т. При п = т или п < т его правая часть 
не определена, но левая часть сохраняет смысл. Это дает повод 
ввести определение' степени с нулевым и целыми отрицательными 
показателями степени.

Нулевую степень числа а=#0 полагают по определению рав
ной единице:

а°=1. (10.1)
Таким образом, равенство (9.-2) становится теперь верным и 

при п = т.
Степень числа а#=0 с отрицательным показателем —k опре

деляется равенством
= (10.2)

Нулевая и отрицательная степени числа 0 не определяются. 
Определение (10.2) делает равенство (9.2) верным и при п < т.

Так, если'm = n + k, то имеем

Нетрудно проверить, что все правила действия возведения 
в натуральную степень, указанные в п. 9, сохраняют силу при 
введенных определениях и при любых целых показателях степени.
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Так, например, проверяем, что

т. е. h для отрицательных показателей степени сохраняет силу 
правило 1) умножения степеней с одинаковыми основаниями.

2-3.35.6-1Пример. Вычислить: 2 зв 6_2 .
Решение. Используем то, что6 = 2-3, и применяем правила 

действий с целыми степенями:
2-3.3s.6i 2-з.35-2‘-3' 2.3’ 02 92 9С 
2-3°.6-2 2-39-2-2.3-2 ~ г-^з7 — z J — ûO.

11. Корни. Если и > 1—натуральное число, а а м Ъ — дей
ствительные числа, причем

ô" = a,
то число b называется корнем /і-й степени из числа а. Таким 
образом, корнем п-й степени из числа а называется каждое число 
b такое, что его чг-я степень равна а.

Действие отыскания корня из числа а называется действием 
извлечения корня /г-й степени из а. Действие извлечения корня 
степени и является действием, обратным по отношению к дей
ствию возведения числа в степень п.

Если п — нечетное число, то, как можно доказать, для любого 
действительного числа а существует единственное значение корня 
степени и (в действительной области; извлечение корней в области 
комплексных чисел рассматривается в п. 18).

Если и — четное, то действие извлечения корня степени II из 
отрицательного числа невозможно, так как четная степень любого 
числа неотрицательна. Можно показать, что для любого поло
жительного числа а корень четной степени /г имеет два значения, 
равных по абсолютной величине и противоположных по знаку. 
Например, числа +3, —3 суть корни квадратные из числа 9. 
Положительный корень четной степени из положительного числа 
называется арифметическим корнем (или арифметическим значе
нием корня). Его единственность видна из такого соображения. 
Если бы имелось два положительных корня Ьг и то одно из 
чисел Ьл, Ьг было бы больше другого, например, ô, > b2. Но тогда 
и ö" > ¿2, т. е. оба числа не могли бы быть корнями степени п 
из одного и того же числа а. Это рассуждение применимо 
и к случаю корней нечетной степени.

Наметим обоснование утверждения о существовании корня а произ
вольной степени из любого положительного действительного числа. Прежде 
всего, может случиться, что корень существует в области натуральных чисел. 
Если это так, то этим задача решается; если в области натуральных чисел 
корня не имеется, то найдутся два последовательных целых числа k и А+!
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такие, что kn < а, (й + 1)п > а. Теперь будем рассматривать десятичные дроби 
вида k,alt где о, = 0, 1, .... 9. Либо среди них имеется искомый корень, 
либо снова получим для некоторого

(Мі)" < а, (/г,а± +0,1)” > а.

Далее будем искать приближение корня в виде дроби с двумя знаками 
после запятой и т. д. Таким путем в принципе можно построить ряд десятич
ных приближений по недостатку и по избытку-для некоторого действительного 
числа, которое и следует принять за значение искомого корня (аналогично 
примеру /2 в п. 6).

Корень степени и обозначается с помощью знака радикала
; при этом для придания символу а вполне определен

ного смысла условимся понимать под (Zа-.
1) единственное значение корня в случае нечетного п (а в этом 

случае—любое действительное число).
2) арифметический корень степени п из а в случае четного п 

(в этом случае а > 0). '
Корень из нуля при любом показателе п равен нулю.
В случае, если мы хотим рассматривать оба значения корня 

четной степени из положительного числа, то пишем если
перед корнем четной степени знак не написан, то всегда имеют 
в виду арифметическое значение корня.

В случае корня степени 2 (квадратного корня) пишут просто 
например, ]/9 = 3. Корень'третьей степени называют куби

ческим корнем.
Если а — произвольное действительное число, то

при нечетном II и __

при четном п (в частности, в случае квадратного корня). Так, 
например,

3/(~зр = _3і но /(ZT37 = I - 31 = 3.
Укажем основные правила действий над корнями; для про

стоты предположим, что числа под знаком корня —положительные.
1) Извлечение корня из произведения. Корень из 

произведения равен произведению корней из сомножителей:

= (11.1)

Доказательство. Для доказательства этого (и дальней
ших) свойства достаточно проверить, что при возведении обеих 
частей равенства (11.1) в степень т получим одно и то же число. 
При этом мы пользуемся соотношением а')”1 —а, непосредст-
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венно вытекающим из определения корня 
('{/ ab)m = ab

m-й степени. Имеем

('i/â = ('J/5Ki/ö)", = ß6,

откуда и вытекает требуемое свойство.
2) Возведение корня в степень. Для возведения корня

в степень достаточно возвести в эту степень подкоренное выра
жение, сохраняя показатель корня.

Это правило записывается так:

(П.2)
Свойство 2) непосредственно вытекает из свойства 1), а также 

может быть проверено возведением обеих частей равенства (11.2) 
в степень т.

корня и з частного. Корень из част
от деления корня из числителя на корень

3) Извлечение 
ного равен частному 
из знаменателя:

/а
V ь 'VI, (П-3)

4) Извлечение корня из степени. Пусть показатель, 
степени т является кратным показателя корня n-.m — nk. Тогда

= = д*, (11.4)
т. е. при извлечении корня из степени показатель степени сле
дует разделить на показатель корня.

Пусть в общем случае т не является кратным п\ выполним 
деление т на п с остатком: m = nq + r. Тогда

{/ал?+' = д?/07. (11.5)

Действительно, применяя уже найденные правила, получим

алч+г = Уапчаг = Д0|/0С .
Пример 1. = ¡/2^872 = 28,7/22=128{/ 4.
5) Извлечение корня из корня. Для извлечения корня 

из корня достаточно перемножить показатели корней, сохранив 
подкоренное выражение:

У "Уа =,пУа. (11.6)

6) Сокращение показателя корня и показателя 
подкоренного выражения на их общий множи
тель. Пусть в выражении пу/ап н. о. д. показателей т и п 
равен k (п. 3). Это значит, что m — kr и n — ks, причем г и s—
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целые взаимно простые числа. Тогда as. Это означает,
что если показатели корня и подкоренного выражения имеют 
общий делитель, то на него их можно сократить, не меняя 
величины корня. Например: 1^/а12 =5'f/a45 = |/й‘.

Обратно, если показатели корня и подкоренного выражения 
умножить на одно и то же число, то корень от этого не изме
нится. Например: ‘¡/аи= ”'■)/а6 4 = 4|/а24.

7) П р и в е д е н и е корней к общему показателю. 
Пользуясь только что установленным свойством, можно два или 
несколько корней приводить к общему показателю, который 
представляет собой н. о. к. показателей всех данных корней.

Это преобразование полезно применять при умножении корней 
с разными показателями.

Пример 2. Упростить произведение ]/2 • / 4 ■ ^/2.
Решение. /2 2 = |/25îs/45/2=|/2ïï=/23=2/2.

Здесь н. о. к. показателей корней равнялось 6; в процессе преоб
разования мы применили также правило 6) сокращения показа
телей степени и корня и правило 1).

Аналогичным образом выполняется и деление корней.

Пример
/36/9 ^2^^

|/24 ^/'2а-32
^22-312 = 3^/2.

12. Степени с рациональными показателями. Степени с дей
ствительными показателями. Будем, как и в п. 11, рассматри
вать только корни из положительных чисел. Мы видели, что 
в случае, когда т делится нацело на п,

y/ä^ = amln.
Обобщая это правило, можно ввести следующее определение 
степени с положительным рациональным показателем p/q-,

аріч=я/аР. (12.1)
В случае отрицательного рационального показателя степени 

—plq полагают (по аналогии со случаем целого отрицательного 
показателя степени)

1 _ __ 1_
аР/9 -ÍZ-P/-7 = (12.2)

На степени с рациональными показателями распространяются 
все правила действий над степенями с натуральными и вообще 
целыми показателями. Для их обоснования достаточно применить 
правила п; 11 действий над корнями. Докажем, например, свой
ство

аРічаР'іч' = оріч+р'іч' .
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Имеем
аР/ч = f/ö? = 11\/ам'.

Так же получим aP'W ^^/сір’ч. Отсюда
, ____ , ____ , ________ рч’+р'ч JL+OL

арічар'/ч' = чу аРч' чу аР'ч =qyаРч'+Р’ч = а чч' —ач ч\
что и требовалось доказать.

Рассматривают также степени положительного числа а при 
произвольных действительных показателях. В основу определе
ния ах при иррациональном % кладется последовательное при
ближение а' рациональными числами. Так, например, для 3’ 2 
следует ^рассмотреть приближения по недостатку и по избытку 
для У 2 и возводить 3 в соответствующие рациональные сте
пени, записывая

Зі <- 31^ < 3'2,
Зі,4 <зі2_<31’5,
З1’« < 3’ 2 < 31,la,

По мере продолжения этого процесса левая и правая части 
неравенств, выраженные бесконечными десятичными дробями, 
будут иметь все большее и большее число совпадающих деся
тичных знаков, которые п будут приниматься за десятичные 
знаки, определяющие иррациональное число З1'2. Более подробно 
рассматривать этот вопрос мы не можем, но отметим, что ах 
имеет действительное вполне определенное значение при а > О 
и любом действительном X.

.Замечание. Извлечение корня нечетной степени возможно 
и из отрицательного числа. Поэтому выражению аР'ч при а < О 
также можно приписать смысл с помощью равенства ар>ч -. сі.р 
в случае, когда несократимая рациональная дробь p/q имеет 
нечетный знаменатель. В случае четного q и для иррациональ
ных значений показателя степень отрицательного основания не 
определяется. Нуль в любой положительной степени равен нулю; 
нулевая и отрицательные степени нуля не определены.

Пример. Произвести действия, пользуясь отрицательными 
и дробными показателями степени: у/8/0 {/3/10.

Решение. у/Х = 23А-3-2А-3,/І.2-4б = 2‘А=.3-,А. =
= 3|/2/Зв.

13. Алгоритм извлечения квадратного корня. Пусть дано про
извольное положительное число А; тогда можно .указать после
довательность арифметических действий, приводящую к вычисле
нию квадратного корня из данного числа с любой заданной
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степенью точности. Эта последовательность действий, описанная 
ниже, получает название алгоритма извлечения квадратного корня.

Предположим вначале для простоты, что данное число — 
целое /п-значное; записываем его в виде схс„. . .ст (см. п. 1). 
Ответим на вопрос, сколько цифр будет содержать целая часть 
арифметического квадратного корня из А. Ответ получается из 
следующего сравнения неравенств для числа и корня из этого 
числа:

Если 1 А < 100, то 1^]/Л< 10,
если 100 А < 10 000, то 10 Ц7Г < 100,
если 10 000^ А < 1000 000, то 100 < 1000,

Таким образом, если А — одно- или двузначное число, то целая 
часть У А—однозначная; если А—трех- или четырехзначное 
число, то целая часть J/А—двузначная и т. д. Вообще, если 
А — m-значное число, то целая часть У А будет (/п/2)-значной 
при четном /и и ((/и + 1 )/2)-значной при нечетном /ті. Практиче
ски это число знаков определяется механически таким образом: 
число А разбивают на «грани» по две цифры, начиная справа; 
при этом последняя левая грань может состоять из одной или 
двух цифр, например:

28'83'67, 2'12'61'52.

Число граней и дает, нам число цифр целой часта У~А.
Следующий шаг состоит в определении первой цифры числа 

/Л; эта цифра сц легко находится в уме, так как для ее оты
скания достаточно помнить квадраты целых чисел от 1 до 9. 
В самом деле, первая цифра У~А зависит только от первой 
(считая слева) грани числа А. Например, У 28'с5с4'с5с„ содержит 
заведомо 5 сотен независимо от цифр с3, с4, с5, с0; У З'02с3'с4с+о(;, 
содержит одну тысячу независимо от цифр с.,, с3, cit с-а, с3, с, 
и т. п. Можно записать

У 28'с3с4'с6с„ = 5й„й3, ..., ]/'3'с2с3'с4с5'свс7 = Ій2й3й4, ...

Покажем, из каких соображений можно находить следующую 
цифру й2 числа У А. Цифра й2 определяется как наибольшая 
цифра, при которой еще выполняется неравенство (k — число 
граней А)

Кл^ + пол+щ-ю*-1
или

Л>йр102* + 2а1а2-103*-1 + й=.102*-2, (13.1)
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откуда, тем более,
А 10^ + 20^'-ІО2*’1,

или
(13.2)

(13.3)
А — (ar lQfty-i

а., On 1П2Л’

Можно было бы находить аг из неравенства (13.1), но решение 
квадратного неравенства является трудоемким; поэтому перехо
дят к простом)' линейному неравенству (13.2), из которого и 
получается условие (13.3) для подбрра Берем наибольшее 
целое а2, удовлетворяющее условию (13.3).

Такое а2 может еще оказаться слишком большим: надо про
верить, выполняется ли и неравенство (13.1); если а2 оказалось 
слишком большим, то уменьшаем его на единицу и снова про
веряем, удовлетворяется ли неравенство (13.1). Таким образом 
подбирается а2.

При этом а2 определяется с использованием лишь первых 
двух левых граней А, остальные грани А на выбор а., не влияют.

Пример 1. /28'83'67 — 5û2îz3, ...; для отыскания а2 имеем 
неравенство (13.3), которое запишется так:

288 367 — 250 000 
а- 2-5-10’ 3,8367.

Наибольшее значение а2 = 3. Проверяем, удовлетворяется ли 
неравенство (13.1):

288 367 >(530)2 = 280 900.

Так как неравенство выполнено, то вторая цифра корня 
равна 3:

У 288 367 = 53^, ...

Пример 2. У 2'12'61'52 = 1п2п3о4, ...; для а2 имеем 
2126 152— 1000000 е „„

Наибольшее возможное значение а2 = 5; но неравенство 

2126 152 > (1500)2 = 2250 000

неверно. Испытываем а2 = 4:
2126 152 > ( 1400)2 = 1960000.

Неравенство выполнено. Итак,
/2126152 = ÏÜÂ, ...
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Замечание. Здесь практически можно было определить 
первые две цифры корня сразу, в уме, так как очевидно, что 
/212= 14, ...

После того как найдены первые две цифры корня а1 и а,,, 
из тех же соображений находят следующие, в том числе и иду
щие после запятой цифры УА. Например, для а3 исходят из 
неравенства

1/7Г>а1-10ё + аг-10*-1-|-а3-10й-2,
получая из него оценку для а.,:

А — (аг 10*-t-û^-lO*-1)2 
2 (ах. 10*Н-аа. 10*-*)-10*-2 ’ И Т' Д-

При практическом извлечении корня все вычисления распо
лагают в некоторой определенной схеме, которую мы напомним 
на тех же примерах у288367 и 1/2126152.

Перед разбором примеров приведем для удобства формули
ровку правила извлечения корня (А. Н. Барсуков, Алгебра, 
изд-во «Просвещение», 1967).

Правило. Чтобы извлечь квадратный корень из данного 
целого числа, разбивают его справа налево на грани, по две 
цифры в каждой, кроме первой (крайней левой), в которой может 
быть и одна цифра.

Чтобы найти первую цифру корня, извлекают квадратный 
корень из первой грани.

Чтобы найти вторую цифру, из первой грани вычитают 
квадрат первой цифры корня, к остатку сносят вторую грань 
и число десятков получающегося числа делят на удвоенную пер
вую цифру корня; полученное целое число подвергают испыта
нию.

Испытание это производится' так: за вертикальной чертой 
корня (налево от остатка) пишут удвоенное ранее найденное 
число корня и к нему с правой стороны приписывают испытуе
мую цифру; получившееся после этой приписки число умножают 
на испытуемую цифру. Если после умножения получится число, 
большее остатка, то испытуемая цифра не годится и надо испы
тывать следующую, меньшую цифру.

Следующие цифры корня находят с помощью того же приема.
Если после снесения грани число десятков получившегося 

числа окажется меньше делителя, т. е. меньше удвоенной най
денной части корня, то в корне ставят 0, сносят следующую 
грань и продолжают действие дальше.

Пример 3. Вычислить: а) У 288 367 с точностью до 0,01; 
б) 126 152 с точностью до 0,1.
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Решение.
/28'83'67 = 536 

25
103 3 8'3

3 3 0 9
1067 7 4 67

7 7 4 69
1066 7 4 67

6 6 3 96
10729 1 0 710'0

9 9 656 1
107389 1 053 90'0 

966 50 1

Примечания. *) Цифра 7 не выдерживает испытания; 
переходим к следующей цифре 6. **) Мысленно дополняем под
коренное число нулями за запятой и сносим следующую нуле
вую грань.

б) j/2'12'61'52 = 1458,1...
1

25 1 Г2
5 1 2 5

24 1 1'2
4 9 6

285 1 66'1
5 1 42 5

2908 23 65'2
8 23 26 4

29161 38 80'0
1 29 16 1

Если подкоренное число выражается десятичной дробью, то 
деление на грани производится от запятой: для целой части 
влево, для дробной—вправо:

381,6428 = 3'81,64'28; 25,741 = 25,74'10; 
в остальном процесс извлечения корня остается тем же.

Упражнения

1. Вычислить:

2, Упростить:

2-2-5М0-4 3_3■ 42• 7-1
а' 2-3-52-10-ь; 3-2-43-7-3-
а) |/ 2Ї87; б) </2?50 ООО.
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3. Упростить:

4. Упростить:

,) УГУГУй; 6) /.//-У
/25 И 2

2У«-р2.5-і___________ 2_.

б)

2Уз_2Уз.зУ’ + 2/3‘ з/- ■
б) ~г,----- --------------------------5Т : / 2 .

2/а-3/48-2.3-'з+3.2Уз ___
5. Вычислить квадратные корь...... з чисел: а) /2753 с точностью до 0,01;
/2,858 с точностью до 0,001; в) /0,0358 с точностью до 0,001.

§ 3. Комплексные числа
14. Основные понятия и определения. В § 1 мьг проследили, 

как при постепенном расширении рассматриваемой числовой обла
сти натуральные числа — целые числа — рациональные числа — 
действительные числа достигается возможность выполнения сна
чала всех рациональных действий над числами, а затем такого, 
например, действия, как извлечение корня из положительного 
числа. Тем не менее и в области действительных чисел не все 
операции, осуществимы. Так, например, во множестве действи
тельных чисел невозможно извлечение квадратных корней из 
отрицательных чисел. Если уравнение х2—1=0 решается в обла
сти рациональных чисел: х=+ 1, а уравнение х2—2 = 0 — в обла
сти действительных чисел: х=±/2, то уравнение х2+1=0 не 
имеет действительных корней. В самом деле, квадрат любого 
действительного числа неотрицателен и при любом х имеем 
х2+1>0. Таким образом, внешне весьма сходные, уравнения 
второй степени X2—1=0, х2+1=0 оказываются весьма различ
ными по своим свойствам: одно из них имеет два решения, 
другое—ши одного! Такое положение может быть устранено 
введением нового вида чисел (комплексных чисел), расширяющих 
множество действительных чисел (подобно тому как множество 
рациональных чисел расширило множество целых чисел и т. д.). 
При этом уже оказывается возможным не только приписать 
смысл корню квадратному из отрицательных чисел, но и вообще 
достичь положения, когда бы все алгебраические уравнения 
имели (в области комплексных чисел) решения.

Для определения комплексных чисел сначала введем некото
рый символ i, который назовем мнимой единицей. Этому символу 
приписывается (постулируется) свойство удовлетворять уравнению 
х2+1 = 0:

і2 + 1 = 0, или /2 =—1. (14.1)
Теперь рассмотрим множество всех двучленов вида

a + W,



58 І'Л. I. ДЕЙСТВИТЕЛЬНЫЕ II КОМПЛЕКСНЫЕ ЧИСЛА [И

где a, b — произвольные действительные числа, и условимся про
изводить над такими двучленами действия сложения, вычитания 
и умножения по обычным правилам алгебры (п. 19) с едннст- 
венным дополнительным условием:

і • і 1.

Так определенное множество выражений а-\-Ьі называется мно
жеством комплексных чисел. Само выражение z — a-\-bi при любых 
a, b называется комплексным, числом.

При этом а называется действительной частью числа а-\-Ы, 
a b—его мнимой частью или коэффициентом при мнимой еди
нице1).

Данное определение необходимо дополнить условием равен
ства двух комплексных чисел:

Два комплексных числа считают равными в том и только 
в том случае, если порознь равны друг другу их действительные 
и мнимые части; это означает, что если al-\-bíi = a1-\-b4, то 

и bl = b„ h, обратно, еслиа^а, и bt — b„, то н‘а1 + Ь1і=
— a2 + b.,ì.

Второе важное'дополнительное соглашение состоит в том, что 
действительные числа рассматриваются как частный случай комп
лексных. Именно, если мнимая часть комплексного числа равна 
нулю, то вместо z = a-\-Q-i пишут просто z = a и не отличают 
такого комплексного числа от действительного числа а.

В частности, комплексное число равно нулю в том и только 
в том случае, когда равны нулю его действительная и мнимая 
части-, это означает, что если а-)-Ьі = 0, то <з = 0 и ¿ = 0 и, 
обратно, если а = 0 и Ь = 0, то и a-\-bi = Q.

Комплексное число, у которого равна нулю действительная 
часть, также записывают коротко в виде z — bi и называют 
чисто мнимым числом. Выражение «мнимое число» обычно при
меняют, чтобы указать, что комплексное число z = a-l-bi не 
является действительным, т. е. имеет ненулевую мнимую часть:

Два комплексных числа а + Ы и а—Ы, действительные части 
которых равны, а мнимые противоположны по знаку, называют 
комплексно сопряженными числами; число, комплексно сопряжен.- 
ное с числом Z, обозначается через и:

z = a-ybi, z=a—bi. (14.2)

Очевидно, что z = z.

1) В некоторых учебниках мнимой частью числа а-\-Ы называют не коэф
фициент Ь, а Ы.
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Термин «мнимое число» свидетельствует о недоверии, с которым вначале 
воспринималось введение в математику этого вида чисел. В дальнейшем комп
лексные числа оказались, однако, чрезвычайно полезными как в самой мате
матике, так и, благодаря важным приложениям, во многих инженерных 
дисциплинах.

15. Рациональные действия с комплексными числами. Уже 
в определении комплексных чисел было указано, что действия 
над ними определяются как действия над алгебраическими дву
членами. Рассмотрим сначала действия сложения и вычитания: 
под суммой (разностью) комплексных чисел zx — a-\-bi, z2 = c-(-di 
понимают такое комплексное число, действительная и мнимая 
части которого представляют собой соответственно суммы (раз
ности) действительных и мнимых частей данных чисел. Обозна
чаются сумма и разность обычным образом, какгх + г2 и гх— z2:

zi + 2ï = (û + c) + (b + d) i, )
z1—z2 = (a—c) + (b — d)i j ( • )

(в полном согласии с правилами действий над двучленами). 
Аналогично находится алгебраическая сумма любого числа сла
гаемых.

Заметим, что при введении обозначения комплексного числа 
z = a + £>¿ мы, строго говоря, использовали знак сложения «+» 
не в. своем прямом смысле: ведь складывать а и Ьі мы в этот 
момент еще не умели. Сейчас, однако, видно, что можно пони
мать комплексное число а-\-Ы как сумму действительного числа 
а — а-\-0-і и чисто мнимого Ы = 0 + Ы:

{а + 0• і) + (0 + Ьі) = (а + 0) + (0 -¡- b) í = а + Ьі.
Пример 1. zx = 2-¡-3¡, z2 =—4 + 7í, z3 = 5—11í; вычислить

Р е ш е и и e. zx—z„ + z3 = [2 — (—4) + 5] -і- [3 — 7 + (—1 і)] і — 
= 11 —15í.

Заметам, что сумма двух сопряженных чисел z = a-j-bì и 
z = a—bi есть число действительное, а разность — чисто мнимое; 
в самом деле, _

Z.+ Z — (а + а) + [¿> + (—£>)] і = 2а,
. z — z = (a—а) + [Ь — (—Ь)]і = 2Ы.

Произведение zxz2 комплексных чисел z1 = a + òt и z2 = c-{-d¿ 
определяется как произведение двучленов (п. 19) с применением 
обычного правила раскрытая скобок:

z^^a + bi) (c + di) =
— ас-(- adi bic + bidi =
— ac-( (ad + bc) i -]- bdi- —
= (ac—bd)-\-(ad + bc)i. - (15.2)
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Пример 2. Вычислить произведение чисел гх =—2 + 4і, 
г2 = 5— Зі.

Решение.
2x22 = (—2 + 4і) (5 — Зі) =

= [(-2) • 5 - 4. (-3)] + [(-2) - (-3) + 5 • 4] і = 2 + 26t.
Заметим, что произведение двух сопряженных комплексных 

чисел есть неотрицательное действительное число; в самом деле,
22 = (я + Ьі) (я—Ьі) =

= [яя—b (—fr)] + [я (—b)+ab] і = a--\-b2. (15.3)

Число V 22 = У а" + b2 = I г | называется модулем или абсолют
ной величиной комплексного числа а + Ы. В частности, когда fr —0, 
число г = я действительное, то 121 = У а- + О2 — I а | — модуль дейст
вительного числа, рассматриваемого как частный случай комп
лексного числа,— есть то же самое, что модуль действительного 
числа в прежнем смысле слова (п. 6).

Очевидно, что |г| = |г|. Равенство (15.3) означает, что про
изведение сопряженных чисел равно квадрату модуля каждого 
из них.

Произведение нескольких сомножителей может быть найдено 
последовательным умножением. Натуральная степень комплекс
ного числа, например (я + fri)2, (а-)-Ы)3 и вообще (я -\-Ы)П; может 
быть найдена при помощи формул квадрата суммы, куба суммы 
(п. 20) и вообще формулы бинома Ньютона (п. 21). При этом 
удобно использовать общее правило для возведения в любую 
натуральную степень мнимой единицы і. Так как

і1 = і, і- — — 1, ї3 =—і, iJ=l, і6 = і4 ■ і = 1 • і = і........
то при возведении і в любую степень можно, не меняя резуль
тата, отбросить бт показателя степени слагаемое, кратное четырем. 
Поэтому для возведения числа і в любую натуральную степень и 
надо найти остаток при делении /г на 4 и возвести і в. степень, 
равную этому остатку.

Пример 3. Найти: а) і08; б) і259.
Решение, а) Имеем 98 = 4-24 + 2; отсюда ¿e8 = ¿2 =— 1; 

б) имеем 259 = 4-64 + 3; отсюда і259 = і3 =—і.
Пример 4. Вычислить (2 + Зі)3.
Решение. Пользуемся формулой куба суммы (20.6):

(2 + Зі)3 = 23 + 3 • 22 - Зі + 3 • 2 • (Зі)2 + (Зі)3 =
= 8 + 36¿ — 54 — 27і = —46 + 9і.

Деление комплексных чисел определим как действие, обрат
ное умножению, результат деления назовем частным. Частное
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от деления zt на z2 (предполагается, что z2#=0) обозначается, 
как обычно, через zjz„ или zr:z2 и, по определению, является 
таким числом z, что zr = z2z.

Покажем, что при z.,^=0 существует вполне определенное 
комплексное число z = zjzt—частное от деления zx на z2. Будем 
искать неизвестное z = x+tz/ нз условия

Zj =z2z.
Обозначив z^a-J-fcí, z2 = c4-dí, получим

а + bi = (с + di) (х + yi) = ex—dy-\- (dx -f- су) і
и, пользуясь определением равенства комплексных чисел (п.14), 
найдем

сх—dy = a, 
dx + cy = b.

Для искомых чисел х, у получилась система двух уравнений 
первой степени с двумя неизвестными (см. пп. 66, 67). Решая 
эту систему, найдем (рекомендуется проделать вычисления по
дробно, пользуясь, например, методом исключения неизвестных 
или определителями)

ас 4-bd be — ad

т. е.
a 4- bl 
с -j- di

ас-j-bd . 
с2 -р d2

be — ad . 
c2 -¡-d2 (15,4)

Так как z2#=0, то и' c24-d2 = |z2|2=/=0, т. е. деление выпол
нимо при любом Z2=7¿=0.

Практически удобней не пользоваться громоздкой формулой 
(15.4), а выполнять деление следующим приемом: для отыскания 
частного Zj/Zj умножаем числитель и знаменатель дроби на одно
и то же число z„ (сопряженное с числом z„). Получаем дробь

г2г2
знаменатель которой равен |г2|2, т. е. уже является действитель
ным числом/

Пример 5. Разделить 2 + 5і на 3 —4і.

Решение. 2- 4-5Í (24-5і)(3 + 4і)_(6-20)+'(8 4-15)і
3— 4і (з_4/)(з+4/) 32-}-42

14 23 .
25+25 t-

В дальнейшем нам окажутся полезными следующие соотно
шения, показывающие, что результат рациональных действий, 
выполненных над числами, комплексно сопряженными с данными, 
сам комплексно сопряжен с результатом тех же действий, выпол
ненных над данными числами:

Zi + Zj^Zj + Z.,), Z^^ÍZjZj), (15.5)



62 ГЛ. I. ДЕЙСТВИТЕЛЬНЫЕ И КОМПЛЕКСНЫЕ ЧИСЛА [16

Выведем, например, вторую из этих формул (доказательство 
первой и третьей предоставим читателю). Пусть даны

z¡ — a + bi, z„ = c + di.
Тогда zt = a—bi, z., — c—di. Находим

2]z., = (а—bi) (с—di) = ас—bd — (be + ad) і 
и '______________

(ZjZ2) = ((ас—bd) (bc-\-ad) і) = ас—bd — (be -\-ad) і.
Из сравнения этих результатов и следует требуемое соотношение.

В заключение заметим, что над комплексными числами вы
полнимы все рациональные действия (кроме деления на нуль), 

причем в результате снова получаются 
комплексные числа. Комплексные числа 
образуют числовое поле — поле ком
плексных чисел.

16. Геометрическое изображение ком
плексных чисел. Тригонометрическая 
форма комплексного числа. Задание 
комплексного числа z = a + bi равно
сильно заданию двух действительных 
чисел a, b—действительной и мнимой 
частей данного комплексного числа. 
Но упорядоченная пара чисел (а, Ь) 
изображается в декартовой прямоуголь
ной системе координат точкой с коорди
натами (а, Ь). Таким образом, эта точка 
может служить изображением и для ком
плексного числа z: между комплексными

числами H точками координатной плоскости устанавливается вза
имно однозначное соответствие. При использовании координатной 
плоскости для изображения комплексных чисел ось Ох обычно 
называют действительной осью (так как действительная часть 
числа принимается за абсциссу точки), а ось Оу—мнимой осью 
(так как мнимая часть числа принимается за ординату точки). 
Комплексное число z, изображаемое точкой М (а, Ь), называется 
аффиксом этой точки. При этом действительные числа изобра
жаются точками, лежащими на действительной оси, а все чисто 
мнимые числа Ы (при а = 0)—точками, лежащими на мнимой 
оси. Число нуль изображается точкой О.

На рис. 8 построены изображения чисел z1 = 2 + 3i, z., = 1, 
z3 — 4í, z4 = —4 + 1, z5 = —2, z0 = —3 — 2í, z7 — —5i, zs = 2 — Зі.

Два комплексно сопряженных числа изображаются точками, 
симметричными относительно оси Ох (точки z1 и z„ на рис. 8).

Часто с комплексным числом г связывают нс только точку /W, изобра
жающую это число, но и вектор ОМ (см. п. 93), ведущий нз О в /И; нзобра-



16] § 3. КОМПЛЕКСНЫЕ ЧИСЛА 63

жение числа z вектором удобно с точки зрения геометрического истолкования 
действия сложения и вычитания комплексных чисел. На рис. 9, а показано, 
что вектор, изображающий сумму комплексных чисел zn z¡¡, получается как

диагональ параллелограмма, построенного на векторах ОУИ,, ОМг, изображаю
щих слагаемые. Это правило сложения векторов известно как правило парал
лелограмма (например, для сложения сил или скоростей в курсе физики). 
Вычитание может быть сведено к сложению с противоположным вектором 
(рис. 9, б).

Как известно (п. 8), положение точки на плоскости можно 
задавать также ее полярными координатами г, ср. Тем самым 
и комплексное число — аффикс точки также определится зада
нием г и ср. Из рис. 10 ясно, чтр г — ОМ = Ух2 + z/2 является 
в то же время модулем комплексного числа г: полярный радиус 
точки, изображающей число г, равен модулю этого числа.

Полярный угол точки М. называют аргументом числа z, изо
бражаемого этой точкой. Аргумент комплексного числа (как и 
полярный угол точки) определен не
однозначно; если ф0 — одно из его 
значений, то все его значения выра
жаются формулой
ср = <р0 + 2kn (£ = 0, ±1, ±2, ...).

Все значения аргумента в сово
купности обозначаются символом 
Arg z.

Итак, всякому , комплексному 
числу может быть поставлена в
соответствие пара действительных чисел: модуль и аргумент 
•данного числа, причем аргумент определяется неоднозначно. 
Напротив, заданным модулю ]z| = r и аргументу ср отвечает 
единственное число z, имеющее данные модуль и аргумент. 
Особыми свойствами обладает число нуль: его модуль равен 
нулю, аргументу не приписывается никакого определенного зна
чения.
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Для достижения однозначности в определении аргумента 
комплексного числа можно условиться, одно из значений аргу
мента называть главным. Его обозначают символом argz. Обычно 
в качестве главного значения аргумента выбирается значение, 
удовлетворяющее неравенствам

О arg z < 2л
(в других случаях неравенствам —л < arg z я).

Обратим еще внимание на значения аргумента действитель
ных и чисто мнимых чисел:

Ґ 0, если а > О, 
arga=\ „( л, если а < 0;

( ~ , если b > 0,

I -у , если b < 0.

Действительная и мнимая части комплексного числа (как 
декартовы координаты точки) выражаются через его модуль и 
аргумент (полярные координаты точки) по формулам (8.3):

a = rcosqp, b = rsin(p, (16.1)
и комплексное число может быть записано в следующей триго
нометрической форме-.

г = г (cos ф -{- i sin cp) (16.2)
(запись числа в виде z = a-\-bi будем называть записью в алге
браической форме).

Условие равенства двух чисел, заданных в тригонометричес
кой форме, таково: два числа Zj и z2 равны тогда и только 
тогда, когда их модули равны, а аргументы равны или отличаются 
на целое число периодов 2л.

Переход от записи числа в алгебраической форме к его записи 
в тригонометрической форме и обратно совершается по форму
лам (8.4): .

г = У a2+b2, cos(p = y
У^а2 + Ь2 ’

, b

Sin ф :

(16.3)

и формулам (16.1). При определении аргумента (его главного 
значения) можно пользоваться значением одной из тригонометри
ческих функций cosq) или sin ф и учитывать знак второй.

Пример. Записать в тригонометрической форме следующие 
числа:

а) 6 — 6і; б) 3í; в) —10.
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Решение, а) Имеем

/• = ]/62+ (—6)3 = 6 J/2, 
6 1 /2

COS ф =

sin ср =

6 ѴТ У 2 2
6____ і_

6 /2 — J/T
К2 

2 ’

откуда <р = 7я/4, и, следовательно,
6 — 6І = 6 К2 ( cos + і sin ) ;

б) r = 3, coscp —0, sincp= 1, ср = я/2;
3ì = 3 (cos у + і sin ;

в) r — 10, coscp = —1, sincp = 0, ср — я;
—10 = 10 (cos л + i sin я).

17. Действия с комплексными числами, заданными в триго
нометрической форме. Формула Муавра. Задание комплексных 
чисел в тригонометрической форме удобно при выполнении над 
числами действий умножения, деления, возведения в степень 
и извлечения корня.

Найдем произведение двух комплексных чисел, записанных 
в тригонометрической! форме; пусть •

2і = rl (cos Фі + і sin фі). za = r2 (cos Фа + 1 s*n фа)-

Получаем
Z1Z2 = rir2 [(cos Фі cos Фа — sin Фі S'n Фа) +

+ і (sin qp! cos cp2 + sin tp., cos cpj].
Выражения, стоящие в круглых скобках, можно упростить 

с помощью известных формул (115.4), (116.1):
cos срх cos <р2—sin фх sin ф2 = cos (<р2 + <р2), 
sin фх COS <р2 + sin <Р2 COS фх = sin (фх + ф2).

Таким образом,
ziza = ''i''a [соз(ф1 + ф2) + ізіп(ф1 + ф2)]. (17.1)

Доказано правило: для умножения чисел, заданных в три
гонометрической форме, их модули надо перемножить, а аргу
менты сложить.

Это правило остается верным для любого количества сомно
жителей.

Пример 1. Найти произведение чисел 
z1=l/2 (cos 25° + і sin 25°), z2 = p/4 (cos 35° +1 sin 35°).

3 В. В. Зайцев и др.
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Р е ш е и II е. zxz., = 3/2 3/4 [cos (25° + 35°) + і sin (25° +. 35°)] ~ 
= 2 (cos 60° + і sin 60°) = 1 + і j/З.

Так как деление—действие, обратное умножению, то легко 
вывести следующее правило: для выполнения деления двух 
комплексных чисел, заданных в тригонометрической форме, сле
дует их модули разделить, а аргументы вычесть-.

[cos^ —ф^ + ізіп  ̂—ф.,)]. (17.2)

П р и мер 2. Найти частное от деления числа 
гт = 6 (cos 110° + і sin 110°) на число z., = 2 (cos 80° + ì sin 80°).

Решение. Находим по формуле (17.2):

£ = 4 (cos 30° + і sin 30=) = + 4 ':-

Используем теперь равенство (17.1) для возведения произ
вольного комплексного числа z = г (cos ф -Н sin ср) в натуральную 
степень п. Для этого придется модуль г этого числа взять мно
жителем п раз и аргумент ф взять слагаемым п раз. Это при
водит к равенству

z" =/•" (cos/іф + г sin/іф). (17.3)
Равенство (17.3) называется формулой Муавра. Из нее сле

дует, что для возведения- комплексного числа в любую натуральную 
степень его модуль нужно возвести в эту степень, а аргумент 
умножить на показатель степени.

Пример 3. Вычислить [3 (cos 43° + і sin 43°)]6.
Решение. В соответствии с формулой Муавра (17.3) пишем: 

[3 (cos 43° + і sin 43°)]4 = 243 (cos 215° + і sin 215°).
Если число г задано в алгебраической форме а + Ы, то для 

возведения его в степень с помощью формулы Муавра надо 
предварительно записать его в тригонометрической форме.

18. Извлечение корня из комплексного числа. Рассмотрим 
задачу извлечения корня натуральной степени п из произволь
ного комплексного (в частности, действительного) числа z; при 
этом будем искать все возможные значения корня, действительные 
и комплексные. Для решения задачи в общем виде используется 
представление комплексного числа z=#0 в тригонометрической 
форме:

z = г (соз(ф0 +2fot) + і sin (ф0 + 2^л)). (18.1)
Здесь мы учли, что аргумент комплексного числа определен 
с точностью до целого числа периодов 2л, так что ф0 — одно из 
значений аргумента (например, 0^фо<2л), а ф0 + 2/гл при 
k = Q, ±1, ±2, ...—совокупность всех значений аргумента 
числа z.
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По общему определению понятия корня (п. 11) число W на
зывается корнем степени п из г, если wn — z. Запишем неизвест
ное w также в тригонометрической форме:

ш = р (cos Ѳ + і sinö). (18.2)
Тогда, применяя форму'лу Муавра (17.3), перепишем равенство 
wn = z в виде

р" (coszîO + і sin /іѲ) = г (cos (tp0 + 2kri) + i sin (ф0 + 2Ал)). (18.3)
Обе части равенства (18.3) суть комплексные числа, заданные 
в тригонометрической форме; условия их равенства, указанные 
в п. 16, дают два соотношения:

рп — г, /гѲ = фо+2Ал. (18.4)
Первое из соотношений (18.4) показывает, что

(так как р > 0 и г > 0, то корень понимается в арифметическом 
смысле). Второе равенство (18.4) выражает тот факт, что аргу
мент tiQ числа w" равен одному из значений аргумента числа г. 
Из этого равенства находимѳ = Уо-Ь2^| (185)
и оказывается, что при разных значениях k получаются, вообще 
говоря, разные значения корня оу.'Обозначим значение Ѳ, соот
ветствующее каждому выбору числа k, через ѲА:

о <p0 + 2foi 
Öa— ñ ■

Будем давать k значения 0, 1, 2, ..., п—1. При этом получим 
0О, Ѳх, ..., Ѳ„_1 и вместе с тем п значений корня

Wk = (/г (eos fp° + 2fejl + і sinфо + 2А:л) . (18.6)

Покажем, что все эти значения различны, а при остальных 
возможных значениях k новых значений корня w уже не полу
чится. Для этого заметим, что разность аргументов ѲА и Ѳг будет 
равна

g _g _ (po-|-2fen <p0 + 2¿n _Qjt ¿ 
k 1 n ñ ' n ’

Числа wk и wt совпадут в том и только в том случае, если k — I 
делится на п нацело. Для й = 0, 1,2, ..., п — 1 разность любых 
двух значений на п не разделится. Если же теперь брать k = n, 
п+ 1, или k = —1, —2, ..., то значения корней wk будут 
повторяться:

W„ :®о- о’„+і = а'1, 
w_2 = wn_2, ...

З*



68 ГЛ. 1. ДЕЙСТВИТЕЛЬНЫЕ И КОМПЛЕКСНЫЕ ЧИСЛА [18

Таким образом, все значения корня степени п получаются из 
формулы (18.6) при & = 0, 1,2, ..., п—1. Корень степени п из 
любого числа, отличного от нуля, имеет в комплексной области 
ровно п различных значений.

В случае 2 = 0 единственное значение [ZÖ также равно нулю; 
для достижения общности формулировки можно говорить, что 
корень степени іг из нуля также имеет п значений, которые все. 
совпадают между собой (и равны нулю).

Пример 1. Найти все значення корней: а) —16; б) р/27?
Решение, а) Записываем —16 в тригонометрической форме: 

—16 = 16 (cos (л + 2/гя) í sin (л + 2йл)).
Теперь

4/------TF і/Тс ! я + 2Лл . . . я+2£л\Wk = •/ — 16 = у 16 ( COS —-------- (- I sin —\ .

При А = 0, 1, 2, 3 получим
ву0 = 2 ( cos -J + i sin-J-) = /2 ( 1 + í), 

ay, = 2 ( cos + i sin J = 1 +1),

ay3 = 2 (cos Ç +1 sin - j/J ( 1 -I-1),

ay3 = 2(cos ^4-tsin^) = j/2 (1—/),

или, вообще,
ИУ=К2 (±1 ± І).

б) 27 = 27 (cos (0 4- 2/гл) 4- í sin (0 4- 2/гл)) ; 
ayÄ=j/27 = 3 ^cos^y 4-tsin^p) ;

ш,=з. », =з(-^+4)-4(-кз+і). 

».Ч-Ç-i)—4(K3+û.

Пример 2. Вычислить: а) V — 8—8)/Зг; б) jZ27¿. 
Решение, а) Находим

r^-yf (_8)^4-(—8 КЗ)2 = 16.
Далее,

coscp = —= —1, sin(p = —Ц^- = —ф = 240°. 

Таким образом,
—8—8 J/3í = 16 [cos (240° 4- 360° k) 4- і sin (240° 4- 360° £)].



18] § 3. КОМПЛЕКСНЫЕ ЧИСЛА 69

Следовательно,
8 —8)/Зі = 2 [cos (60° + 90° /г) + і sin (60° + 90° Æ)].

Отсюда при k = Q, 1, 2, 3 найдем все четыре значения иско
мого корня:

w0 = 2 (cos 60° + і sin 60°) = 1 + VЗі, 
wx = 2 (cos 150° + і sin 150°) = — К 3 4- і, 
wt = 2 (cos 240° + і sin 240°) = — 1 —КЗі, 
йу3 — 2 (cos 330° + і sin 330°) = КЗ — і.

б) Аналогично находим
r = 27, cos ер = 0, sin cp = 1, ер = 90°,

и, следовательно,
27і = 27 [cos (90° + 360° k) + і sin (90° + 360° £)].

Значит,
î/zü= 3 [cos (30° + 120° /г) + і sin (30° + 120° Æ)J, 

и при k = 0, 1, 2 получим _
Wg = 3 (cos 30° + і sin 30°) = * 3 ^3 + -| і,

u»1=3(cosl50° + tsinl50°) = — 
w.j = 3 (cos 270° + t sin 270°) = — 3¿.

Упражнения

1. Выполнить указанные действия:
а) (2 + 3£)(3-2Í) + (2-3í)(3 + 2С); б) ; в)

(l+¿)(3+0 (1-і) (3-і)
J 3-і 3 + i

2. Построить на плоскости точки, изображающие следующие комплексные 
числа: 3-)-2і; 3; 2+4і; Зі; — 1+2і; —4; —2 —Зі; —4і.

3. Записать в тригонометрической форме следующие комплексные числа: 
а) 2 + 2І- б) 2 —2і; в) 6і; г)-5; д) — /З+і; е) —2і; ж) 1—КЗі;

з) sin 48°+ i cos 48°; и) cos 111°— і sin 111°.
4. Выполнить следующие действия:
а) 2 (eos 12°-f- і sin 12°)-4 (cos 37°+ і sin 37°); б) 3 Ç cos у + i sin у jx 

Х5 ^cosy+i sin у у, в) 6 (cos 19°+і sin 19°)-8 (cos 31°+i sin 3I°)X

X (cos 40° + i sin 40°).
5. Вычислить:
a)[3(cosllâ+isinl_l0)]3;6)[11/2(cos90+isin9°)J>;B)[Ip^3(cos6°+isin6°)h1’;

г) (-2 + 2І)4 * * *; д) (/3-і)10; e) (1 (/2-/бі)8 *. ____
6. Найти все значения корней: а) ]/ — 1; б) j/ — 2-¡-2¿; в) j/—16.



Глава II

ТОЖДЕСТВЕННЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ

§ 1. Рациональные алгебраические выражения
19. Алгебраические выражения. Одночлены и многочлены. 

Буквенные обозначения, применяемые в алгебре, дают возмож
ность записать общее правило решения множества однотипных 
задач в виде некоторой формулы. Такая формула показывает, 
какие действия (и в какой последовательности) следует произ
вести над определенными величинами, чтобы получить нужный 
результат. Так, сумма п членов геометрической прогрессии (см. 
(91.2)) задается формулой

где at — первый член прогрессии, a q — ее знаменатель; площадь 
треугольника определяется формулой

где h—высота треугольника, a b — его основание (201.1), и т. д.
Зная числовые значения величин (буквенных параметров) 

в правой части формулы, можно, выполняя указанные действия, 
найти числовое значение искомой величины. Правые части на
писанных формул дают нам примеры алгебраических выражений',
другие примеры алгебраических выражений:

У 2(Ь — с) ' (ax+bt/)3 ’ 4ab ’ а+1 (19.1)

Нет необходимости в строгом определении понятия алгеб
раического выражения: этот термин можно применять всякий 
раз, когда дана запись, указывающая алгебраические действия, 
производимые над.некоторыми числами и буквенными величинами.

Если в записи алгебраического выражения используют только 
рациональные (целые рациональные) действия над буквенными 
величинами, то оно называется рациональным (целым рациональ
ным) алгебраическим выражением. Первые два выражения (19.1) 
рациональны.
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При подстановке вместо букв указанных числовых значений 
данное алгебраическое выражение принимает определенное чи
словое значение (если все действия выполнимы).

Выражение (а + Ь)/(а—Ь) имеет смысл при всех значениях а 
и Ь, не равных между собой, т. е. при <з#=Ь.

. Выражение ]/ ‘2а — 5 +а имеет смысл (везде, если не огово
рено противное, мы ограничиваемся только действительной об
ластью) при а^ъ!г.

Пример 1. Найти значение алгебраического выражения 
(ах + b)/(bx—а) при следующих значениях а, Ь, х:

а) а = 2, & = 3, х= 1;
б) a=i/2, b ——.2, %=jZ4;
в) ¿z = 3, b——3, х= — 1.
Решение.

ох+Ь I 2-1 +3
bx^ä а=2 “3-1 —2-0’ 

1>=3 
А=1

^2-3/; 2ÛX+ÔI
' bx — a\a= pZ 2

Ь^-2 
х=3/1

_2/4_/2
-=0;

в) выражение не имеет смысла, так как знаменатель обра
щается в нуль.

Множество всех наборов числовых значений букв, входящих 
в данное алгебраическое выражение, часто называют областью 
допустимых значений (о.д. з.). В примере 1 области допустимых 
значений принадлежат любые тройки значений а, Ь, х при усло
вии, что Ьх=£а.

Два различных по виду алгебраических выражения могут 
тем не менее иметь равные числовые значения при любых до
пустимых значениях буквенных параметров (и одинаковые о. д. з.). 
Вот примеры такого рода:

а3—Ь3
. Уа2 + 2аЬ + Ь2

(а—Ь) (cp + ab + b2), 
|а + й|,
/х + 1

/ X—1

В таких случаях говорят, что эти алгебраические выражения 
тождественно равны и пишут: ■

а3—Ь3 = (а—Ь) (а2 + ab + b2), 
jZa2 + 2ab + b3 = I a + b |,

_1 _/x+l
y x-1 *—1
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(часто вместо знака е= тождественного равенства употребляют 
просто знак равенства =).

В некоторых случаях о. д. з. двух алгебраических выраже
ний могут различаться, но выражения все же равны при всех 
значениях буквенных параметров, при которых они оба опре
делены. Таковы выражения

а (а +1 ) а2 — 1
а а — 1

В первом случае левое выражение не определено при а=1 
(а правое определено). Во втором случае левое выражение не имеет 
смысла при а = 0, а правое — при а=1, в остальных же слу
чаях они равны. В таких случаях равенства

а2 —1 , а(а+1)_а2 —1
а — 1 — ’ а — а — 1

также часто называют тождественными, подразумевая при этом, 
что буквенные параметры принимают только значения, при ко
торых имеют смысл оба выражения. Вообще, во избежание не
ясности лучше говорить так: «данные выражения тождественно 
равны при значениях буквенных параметров. . .», указывая об
ласть изменения этих параметров, в которой оба выражения 
принимают равные значения. Так, например, мы называем ра
венство

|а I2 — а"
тождеством, подразумевая, что а—действительное число. При 
комплексном а это равенство уже не будет тождеством. Можно 
сказать, что равенство

У аг = а
удовлетворяется тождественно для всех неотрицательных а (оно 
не будет тождеством, если рассматривать все действительные 
значения а).

Одним из основных навыков в области алгебры должно быть 
умение переходить от одного алгебраического выражения к дру
гому, ему тождественному, более простому или удобному. Такой 
переход осуществляется с помощью тождественных преобразова
ний. Практически при выполнении этих преобразований встре
чаются и случаи, когда происходят некоторые изменения о. д. з. 
На это всякий раз необходимо обращать внимание, так как 
иначе может быть допущена ошибка.

Например, при решении уравнения ■
ла +1 X — 1__ J

X X
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«тождественное» преобразование левой части

+ —= х + -+1—- = х+1 (19.2)

дало бы нам «решение» х = 0—значение, при котором исходное 
уравнение теряет смысл. Преобразование (19.2) изменяет о. д. з., 
и, выполняя его, следует исключить значением = 0.

Простейшие алгебраические выражения суть одночлены и 
многочлены. Следующие алгебраические выражения:

За2 b х, ]/"2abc'-‘, xz2,

дают нам примеры одночленов. Вообще, одночленом называют 
выражение, получаемое при умножении числового множителя 
(коэффициента) на один или несколько буквенных сомножителей. 
Обычно при этом буквенные сомножители располагают в порядке 
алфавита, одинаковые сомножители объединяют вместе, пользуясь 
знаком возведения в степень:

abaxbz — a2b2xz.
Произведение нескольких одночленов также есть одночлен.

Многочленом (полиномом) называют алгебраическое выраже
ние, представленное как алгебраическая сумма нескольких одно
членов, например:

Зах—2Ьу + ах + cz2, ab2 + a2b + be2 + b2c -j-ac2 + a2c. (19.3)
Одночлены, отличающиеся только числовым коэффициентом, 

называют подобными-, так, в записи первого многочлена в (19.3) 
подобны одночлены Зах и ах\ такие одночлены можно объединить 
в один одночлен: Зах-\-ах — ^ах. При записи многочлена следует 
произвести это действие, называемое приведением подобных членов.

■ Сумма двух многочленов сама непосредственно является много
членом (в ней следует лишь привести подобные члены). Сформу
лируем также известные правила умножения одночлена на много
член и умножения двух многочленов.

Чтобы умножить одночлен, на многочлен, следует умножить 
на этот одночлен каждый член многочлена-, чтобы умножить много
член на многочлен, следует умножить каждый из одночленов, вхо
дящих в запись одного многочлена, на каждый из одночленов вто
рого многочлена (и взять сумму полученных одночленов с учетом 
правила знаков).

Оба правила вытекают из применения распределительного 
закона умножения относительно сложения (1,6).

Пример 2. 2аЬ(а2 + аЬ-\-Ь2) = 2а3Ь + 2а2Ь2-\-2аЬ3.
Пример 3. (ab—2а—2Ь) (а + Ь) = а2Ь ф-ab2—2а2 — 2аЬ — 2аЬ —

2Ь2 = а2Ь ф- ab2 — 2а2 — 4аЬ— 2Ь2,
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20. Формулы сокращенного умножения. В некоторых часто 
встречающихся случаях применяют формулы сокращенного умно
жения двух многочленов; напомним эти формулы.

а) Квадрат суммы и квадрат разности. Квадрат 
двучлена (бинома) а + Ь можно записать в виде

(а + Ьу = (а + Ь) (а + Ь).
На основании правила умножения многочленов можно рас

крыть стоящие справа скобки, а именно каждый член первого 
бинома умножить на каждый член второго бинома и результаты 
сложить. Получим

(а -[- Ь)2 = a2 + ba + ab + Ь\ 
или после приведения подобных членов

(а + Ь)2 = а2 + 2аЬ + Ь2. , (20.1)
Формулу (20.1) иногда записывают в виде

(а + Ь)2 = а2 + Ь2 + 2аЬ. (20.2)
Заменив в формуле (20.1) (или (20.2)) b на —Ь, получим, 

соответственно, формулы для квадрата разности:
(а— Ь)~ = а- — 2аЬ + Ь2, (20.3)

или
(а—Ь)2 = а2 + Ь2— 2аЬ. (20.4)

Формула (20.2) для квадрата двучлена (бинома) распростра
няется на случай, когда в квадрат возводится любой многочлен 
(полином). Покажем это для случая трехчлена. Имеем

(а + b + с)2 = [(а + Ь) + с]2 = (а + Ь)2 + с2 + 2 (а + Ь) с =
= а2 + Ьг + 2аЬ + с2 + 2ас + 2Ьс =
= а2 т Ь~ + с- + 2ab + 2ас + 2Ьс. (20.5)

Вообще, квадрат алгебраической суммы нескольких слагаемых 
равен сумме квадратов этих слагаемых плюс сумма удвоенных по
парных произведений этих слагаемых (с учетом правила знаков!).

Пример. Раскрыть скобки в выражении (2—Зх—5х2 + х3)2.
Решение. Имеем

(2—Зх—5х2 +х3)2 = 22 + (— Зх)2 + (— 5х2)2 + (х3)2 +
+ 2-2-(—Зх) + 2-2-(—5х2) + 2-2-х3+ 2-(—Зх)-(— 5х2) +

+ 2 • (— Зх) • х3 + 2 • (— 5х2) • х3 = 4 + 9х2 + 25х‘ + х° — 12х—20х2 + 
+4х3 + 30х3—6х4 — 1 Ох5.

После приведения подобных членов запишем ответ:
(2—Зх—5х2 + X3)2 = 4 — 12х— 11X2 + 34х3 + 19х4 — 10х3 + х°.
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б) Куб суммы и куб разности. Чтобы вывести фор
мулу для (а + Ь)3, заметим, что

(a + by = (a + b)2(a + by
Но выражение для (а + Ь)2 уже найдено — (20.2); поэтому 

(a + b)3 = (a2 + b2 + 2ab)(a + b).
Перемножая почленно многочлены, стоящие в правой части 

этого равенства, получим
(а + b)3 = а3 + Ь2а + 2а2Ь + 2аЬ2 + а2Ь + Ь3.

Последний результат можно переписать так:
(а + Ь)3 = а3 + За26 + ЗаЬ2 + Ь3. (20.6)

Заменив в формуле куба суммы (20.6) b через —Ь, напишем 
формулу куба разности:

(a—b)3 = a3—3a2b + 3ab2—b3. (20.7)
В некоторых случаях формулам (20.6) и (20.7) удобней при

дать следующий вид:
(а-\-Ь)3 = а3 + Ь3-уЗаЬ(а + Ь), (20.8)
(а—Ь)3 = а3 — Ь3—ЗаЬ (а.—Ь). (20.9)

в) Разность квадратов. Следующая формула:
(a + b)(a—b) = a2 — b2, (20.10)

легко проверяется умножением двучленов в ее левой части.
г) Сумма и разность кубов. Также рекомендуется 

проверить самостоятельно следующие формулы:
(a+b}(a2—ab + b3) = a3 + b3, (20.11)
(а—Ь) (а2 + ab + b2) = а3 — b3. (20.12)

Трехчлены а2—ab-yb3 и a2-yab + b2 в левых частях равенств 
(20.11), (20.12) часто называют «неполным квадратом» разности 
или суммы соответственно.

21. Бином Ньютона. Под биномом Ньютона понимают формулу, дающую 
выражение степени (а+й)" двучлена aJr b с любым натуральным показате
лем п. Мы можем записать выражения (а + й)" при' п=1, 2, 3 (используя 
формулы п. 20 для квадрата и куба суммы):

(а+й^а+й,
(а+й)2 = а2+2ай+й2,
(а + й)3 = a3 + 3a3b+Зой2 + b3.

Можно подметить некоторую закономерность: при возведении бинома в сте
пень п в правой части формулы получается сумма п+1 слагаемых; каждое 
слагаемое содержит множители а и b в степенях, сумма показателей которых 
равна степени бинома. Для произвольного натурального п мы можем получить 
в правой части равенства, выражающего (a+й)“, слагаемые вида ап, an~1b¡
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а"-262, ..., bn с некоторыми числовыми коэффициентами. Найдем еще 
(а + 6)4, проводя вычисление по некоторой удобной схеме. Именно, запишем

(а + Ь)4 = (а + Ь) (а + Ь)3 = (а + Ь) (а3 + ЗаѢ + 3ab- + Ь9) =
= а (а3 + 3а20+ 3ab2 Ò3) +
+ b (а3 + За-b + Зоб2 + Ь3) =
= а4 + 4а3Ь + 6а262+ 4аЬ3 + Ь*. (21.1)

Мы провели вычисление таким образом, чтобы подобные члены оказались 
записанными одни под другим. Теперь видно, что коэффициенты формулы 
(21.1): 1, 4, 6, 4, 1 получаются из коэффициентов формулы для куба суммы 
следующим путем: записываем коэффициенты формулы для (а 6)3 в две строки 
со сдвигом нижней строки вправо:

13 3 1 —
— 1 3 3 1

и складываем числа, подписанные одно под другим:
14 6 4 1

при этом и получатся коэффициенты формулы (21.1). Совершенно аналогично, 
для получения коэффициентов формулы, выражающей (а + й)°, пишем

1 4 6 4 1 —
— 1 4 6 4 1

1 5 10 10 5 1
Теперь сама формула для пятой степени суммы напишется в виде

(а+è)5 = а3 + 5а4і> + 1 Qa3b- + 10a2ö3 + 5ab4 + b3. (21.2)

Можно весь этот процесс представить с помощью треугольника Паскаля: 
коэффициенты

1

1

5

21
1

1

1

3

10

35

2

6

20

1

3

10

35

1

5

21
1

1
Каждая строка этой таблицы (за исключением первой) начинается и заканчи
вается единицей, любой другой элемент строки равен сумме соседних с ним 
элементов строки, расположенной над ней. Таким образом, таблица заполняется 
сверху вниз. Так. например, строка при я = 5 получается из строки при 
я = 4 по схеме:

1 4 6 4 1
1 ~*5 ~ìo “>0 ~5~" 1

а строка при я = 6—из строки при я = 5 аналогично по схеме 
1 5 10 10 5 1

1 15 20 15 1
К сожалению, по указанной схеме неудобно находить коэффициенты в фор

муле для (a-j-é)n при больших значениях я, так как получить, например,
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десятую строку можно, лишь продолжив таблицу коэффициентов до десятой 
строки. Можно указать и общую формулу для любого из коэффициентов в вы
ражении (a+fe)". Эту формулу мы сообщим здесь без вывода, она может быть 
доказана по индукции.

Первые два коэффициента при о" и в разложении (а + б)" суть 1
и я; следующий коэффициент при л"~2і2 может быть получен по формуле 
л (л— 1) ., „ , л(я—1)(я—2)

12’ с-'іедУІ0Ш'И11"~ ПРИ а'1о — по формуле —-—----- - н т- д- Вооб
ще, коэффициент при an~hb>‘ в выражении (а-f-ö)" равен

я(я—1) ... (л-fe+l) 2 3

Здесь в числителе пишется произведение k последовательных чисел, начиная 
от л, расположенных в порядке убывания. В знаменателе, напротив, сомно
жители 1,2.........k располагаются, начиная от единицы, в порядке возраста
ния. Найдем по этому правилу коэффициенты для (a-j-ö)6:

(п + 6)«=лв + 6а50- 6-5 л’б’-- 6-5-4
'1-2-3 а3Ь3-

6-5-4-3 
'1-2-3-4

6-5-4-3-2
1-23-4-5 о66+

"І'Гг з 4 5 66C=:aC+6Q5& + 15a'l&2+2Qa:i¿:i+ 15a20'l+6'a&6+û°- (2|-4) 

Отметим, что коэффициенты симметрично расположенных (от конца и На
чала) членов всегда оказываются равными.

В общем виде можно записать формулу так:

(а + 6)" = а» + па" - Ч + —а" ...

аЧ>Ч

п(п— 1) (л-
12

~k+V>a"-kb"-}-...-}-b". (21.5)

Эта формула называется формулой бинома Ньютона.
Пример 1. Раскрыть выражение ^2х2+^-^ . 

Решение. По формуле бинома Ньютона находим
Ґ2х’-+ІV =32x10-f-5-l6xs • у+10-8х° • ^- + 10-4xJ • -^ +

+ 5-2х2 • l-+-í = 32xi«>+80x’+80x^ + 40x+^-+A-.

(1 \ 17
a~h % ’ содеРжаш-и“ а в сте'

пени 35/3.
Решение. Член бинома с номером k (считая от начала) содержит про

изведение

ц17- А + 1/

из условия задачи имеем
требуется написать член бинома с номером 5:

] хА-_і ] 17-А+1—^(А-1)
ЦЛй) =2^Та :

17 —й+1—yÂ-j-ÿ=y, откуда k — 5. Поэтому

17-16-15-14-13 
1-2-3-4-5

17-16-15-14-13 
1-2-3-4-5

Тб*11/*2

1
23/«
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22. Разложение многочлена на множители. В некоторых слу
чаях данный многочлен может быть представлен как произведе
ние одночлена на многочлен пли как произведение двух много
членов. В первом случае говорят, что за знак скобок можно 
вынести общий множитель, во втором,— что многочлен разла
гается на множители. Нам. известны некоторые приемы разложе
ния многочлена на множители, в том числе метод группировки 
и применение формул сокращенного умножения. Ограничимся 
разбором нескольких типичных примеров (общего универсально
го метода, чтобы узнать, разлагается ли многочлен на множи
тели и найти их, не имеется).

Пример 1. Разложить на множители х22ху2уг — г2.
Решение. Производим группировку слагаемых:

(х2 — г2) -ф (2ху + 2уг) = (х4-г) (х —z) + 2y(x+z) =
= (x + z) (x—z + 2ij).

Мы применили здесь формулу разности квадратов (20.10) и 
прием вынесения общего множителя за скобку.

Пример 2. Разложить на множители:
а) .г4 4- х2у2 4- у4 ; б) а3-\-Ь3 + с3— ЗаЬс.
Решение, а) Добавим и вычтем выражение х2у2\ тогда 

получим
Xі 4-х2у24- if = г* 4- 2х2у2 4-у4 — х2у2 =

= + У2)2—(л-y)2 = (х2 4- у2—А'У) (х2 4- у2 4- ху)
(применены формулы квадрата суммы (20.1), а затем разности 
квадратов (20.10)). Окончательно:

а-4 -4 х2у2 4- У4 = U'2 4- У2—ху) (х2 4- у2 4- ху).
б) Добавим к нашему выражению и вычтем выражение 

3ab(a~b), чтобы получить куб суммы по формуле (20.8):
а3 4- Ь3 4- с3 — ЗаЬс = а3 -4 Ь3 4- ЗаЬ (а 4- Ь) 4- с3 — ЗаЬс — ЗаЬ (а 4- fr) =

= (а + Ь)3 + с3— ЗаЬ (с4-а4-Ь) =
= (а + Ь+с) [(а+Ь)2 — (a+b)c+c2]— ЗаЬ (а + Ь + с) =
= [(а4-b4~с) (а24- 2аЬ4-fr2—ас—Ьс + с2— ЗаУ)] —

— (а 4- b 4- с) (а~ -4 fr" 4~ с2—ab—ас—Ьс).
В некоторых случаях разложение на множители не удается 

в действительной области, но может быть осуществлено в комп
лексной области. Так, например, а2-4У2 нельзя разложить на 
действительные множители, но

а3-\-Ь2 — а2— (Ьі)2 = (а4-fr') (а—fri).
Сумма четвертых степеней а4 4-fr4 может быть разложена на 

множители так:
а4 4- fr4 — {fl2 4- fr2t) (а2—b2i),
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но она же разлагается и на действительные множители: 
а* + = ß< + b' + 2a2b2 — 2fl2¿2 = (а2 + b2)2 — (j/2ab)2 =

— (ü2 + £>2 + ab ]/2) (а2 + Zr— ab Y2).
23. Дробные алгебраические выражения. Алгебраическое вы

ражение в записи которого наряду с действиями сложения, 
вычитания и умножения используют также деление на буквен
ные выражения, называется дробным алгебраическим выражением. 
Таковы, например, выражения

а -|-------2;1 а
X X-

Х+1 X—1 ’
х2+ох + а2 

(х-ау- (23.1)

Алгебраической дробью мы называем алгебраическое выражение, 
имеющее вид частного от деления двух целых алгебраических 
выражений (например, одночленов пли многочленов). Таковы, 
например, выражения

а2 Ь2 . 6аЬх . ab
а2 —b2’ aô + ох+бх’ 4cd

(и третье из выражений (23.1)).
Тождественные преобразования дробных алгебраических выра

жений имеют по большей части своей целью представить их в 
виде алгебраической дроби. Для отыскания общего знаменателя 
используется разложение на множители знаменателей дробей— 
слагаемых — с целью отыскания их наименьшего общего крат
ного. При сокращении алгебраических дробей может нарушаться 
строгая тождественность выражений: необходимо исключать зна
чения величин, при которых множитель, на который произво
дится сокращение, обращается в нуль.

Приведем примеры тождественных преобразований дробных 
алгебраических выражений.

Пример 1. Упростить выражение

X2 — а2~х+а ' а—х '

Решение. Все слагаемые можно привести к общему знаме
нателю X2 — а2 (удобно при этом изменить знак в знаменателе 
последнего слагаемого и знак перед ним):

2х2 . а X _ 2х2 . а (х—а) х(х+о)_
X2 — а2 ' x-¡-a~l~a— х х2 — а2~^ х2 — а2 х2 — а2

_2х2 + ах — а2 — х2 — ах_ х2 — а2_ j
X2 — а2 X2 — а2

Наше выражение равно единице при всех значениях х, кроме 
х = а и х=—а (при этих значениях оно не определено и сокра
щение дроби ^2 незаконно).
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Пример 2. Представить в виде алгебраической дроби выра
жение

й2 . ab .b3— а2Ь-\-а3 
a(a-{-b) "I” a* 1 — аЬЦ-Ь2 ' a3-}-b3

Решение. За общий знаменатель можно принять выраже
ние а(а3 + Ь3). Находим последовательно:

Ь- , ab .b3 — a2b-\-a3_
а (а + è) ' а2— oft-j-ö2 ' а3-(-й3

b2 (a2 — ab-\- b2) + aba (а-j-ft)+a (b3 — a2b + a3)_tr14-2о2й24-й<_ (g24-й2)2
a (a34-й3) а (а34-й3) а(й3-)-й3)-

Упражнения

1. Найти значения алгебраических выражении при указанных значениях 
параметров:

а)

, 1 / 1 \п-т
і~—7 І п 4—п- \ т „ ,------------------------—------- при і/і = 2, /і=1;1 \т-п г ’ ’

Ч + г

т------п

б)
, д"-+г2-р2\ . р- 
г 2qr pgr при р = 3/2, <7 = 1

р д + г
2. Разложить на множители:
a) х2Ц-хуЦ-х — у — 2; б) а2ЬЦ-аЬ2-]-а2с-\-ас2-гЬ2сЦ-Ьс2-\-2аЬс.
3. Раскрыть скобки в выражении (5х2-|-4х—З)2.
4. Найти разложение степени бинома ^а24-^^ •

5. Вычислить, пользуясь формулой бинома Ньютона, степени комплек
сных чисел: а) (—1 4-2í)3; б) (—3 —2/')5.

6. В разложении ) имеется член, подобный pq\ най

ти п и этот член.
7. Упростить следующие рациональные алгебраические выражения:

а) ТТ7,—: б) (г2-2)(г24-2)4-(22 + 1)2-(г2-1)24-8;х+У х2—ху+уг

В)

Д)

QÖ -- ¿6 а0_|_£0
a2-b2~a2 + b2’

(2/n ——3/г) (2/я 4-3/г)4-(3/л—2n) (3/n-¡-2n)

Г) (т+ѵ) Kx-í/)2 + A'n+ (7-уJ l(x-hy)2-xy];

13 (m— n)

1 1

§ 2. Иррациональные алгебраические выражения

24. Радикалы из алгебраических выражений. Алгебраические 
выражения, в записи которых используются не только четыре 
рациональных действия, но также знаки радикала (из буквен
ных выражений), мы называем иррациональными алгебраическими
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выражениями. Таковы, например, выражения

При определении о.д. з_ иррациональных алгебраических выра
жений следует учитывать, что выражения, Находящиеся под зна
ком радикала четной степени, не должны быть отрицательными. 
При отыскании числовых значений выражения при данных бук
венных значениях параметров корни четной степени понимаются 
в арифметическом смысле.

Пример 1. Найти о.д. з. выражения
Y 2.x—а + ]/ .г + 4а

и его значение при % = 5, а=1.
Решение. О. д. з. определяем из условий 2х—а^О,

х + 4а^0. Находим, что о. д. з. определяется неравенствами 
х~^а12, х^ — 4а. При вычислении значения в заданной точке 
X — 5, а = 1 получаем

Y 2х—а + ]/ % + 4я |х=5 = 1^10— 1 +J/5 + 4 = 3+3 = 6.

При преобразовании иррациональных алгебраических выра
жений используются все правила действий с корнями (гл. I, §2). 
Рассмотрим сначала возможные упрощения выражения типа 
«корень из одночлена» или «корень из частного двух одночленов». 
Будем говорить, что корень приведен к простейшей форме, если: 
1) он не содержит иррациональности в знаменателе, 2) в нем 
нельзя сократить его показатель с показателем подкоренного 
выражения и, наконец, 3) все возможные множители вынесены 
из-под корня. Всякий данный корень может быть приведен к прос
тейшей форме, т. е. заменен тождественно равным ему, но таким, 
который отвечает всем трем перечисленным условиям.

Пример 2. Привести к простейшей форме следующие корни 
(а>0, Ь>0):

Решение, а) Сокращаем на 3 показатель корня и показа
тель степеней каждого из сомножителей подкоренного выра
жения

Выносим из-под знака корня множители а и Ь2:
'В/'7ЇЇ7ГГЇ _Ь2 1/ТГ'Y aBblb =

^ЛёГ=; j/' '
ab2 У ab.
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в) ¡/гбба2^ = £/2W* = f/ 2і ab1 =
= 3/23-2аЬѢ = 2b2 j/2ró . 

Корни, простейшие формы которых отличаются, быть может, 
лишь коэффициентами (числовыми или буквенными), принято 
называть подобными. Например, корни |/я2Ь6 и подоб

ны, так как ?/a2ô° = УаЬ3, = За j/^y = y¿/¿/^

а корни Уа3Ь и У а3Ь3 не подобны, так как У а3Ь — аУаЬ, 
a Уа4Ь3 = а2ЬУЬ.

При сложении и вычитании подобных корней все они приво
дятся к простейшей форме, а затем корень выносится за скобки.

Пример 3. Произвести указанные действия:
Î/8kïïft— ^/256ö2ö10— ]/ü26 ]/у , а > 0, b > 0.

Решение. Приведем каждый из корней к простейшей форме: 
і/81я5/? = За У ab, У256a2ölü = = 2b ¡/ab,

a2b д/~у = а У ab = а У ab.

Теперь находим (все корни оказались подобными)

У8\аЧ> — У256а2010— ]Za2ö ]/"у =3а Уab—2Ь У ab—а У ab = 

= (3a — 2b—a) 2(а-6) У ab .
При вынесении сомножителей из-под знака корня четной сте

пени необходимо помнить, что корень понимается в арифмети
ческом смысле. Так, если знаки а, b не указаны, то следует писать 
не У a3bs = ab3 К ab, а уга3Ь5 = | а | Ь2 У ab. Здесь о. д. з. состоит не 
только из значений а^О, Ь^О, но и из значений а < 0, b < 0. 
Поэтому-

ab2 У ab 
— ab2 У ab

(а>0), 
(а < 0).

Пример 4. Упростить выражение
У X2 + 4xz/ + 4z/2 — У л2 —4л-і/ + 4£/2, х > 0, у > 0.

Находим
У х2 + 4ху + 4г/2 — Ух2—4ху + 4 у2 —

= У (х + 2у)2 — У(х—2у)2 = х-\-2у—\х—2у\.



2_4] § 2. ІІРРЛЦІІОІІЛЛ ЫІЫЕ АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ ВЫРАЖЕНИЯ 83

Возможны следующие случаи:
1) х^2у, тогда х + 2у—\х—2у\ = х-}-2у—х-\-2у = 4у,
2) х<2у; тогда х-\-2у— |х—2у | — 2у4~ х—2у = 2х.
Итак,

/х2 + 4ху + 4 у2 — /х2 - 4ху + 4 у2 =
(х^ 2у^0), 

(2уі> х2>0).
Í 4у 
\ 2х

Если не предполагать заранее, что х^О, у^О, то решение 
примера еще усложнится, так как придется записать ответ в об
щей форме:

К х3+4ху-|- 4у2 — |/ X2—4ху + 4у2 = |х+2у| — |х—2у|,
и затем разбирать четыре возможных случая: 1) х + 2у^0, 
X—2у^0; 2) х + 2у^0, х—2у < 0; 3) х + 2у<0, х—2у^0; 
4) х+2у<0, X—2у < 0. Предоставляем завершить этот разбор 
читателю.

В примере, который мы сейчас решали, подкоренные выраже
ния представлялись как точные квадраты некоторых двухчленов 
очевидным способом. В некоторых случаях такое представление 
подкоренного выражения производится не столь очевидным обра
зом. Так, иногда можно упростить радикалы вида

/ А + ВѴС ,

записав А'-{-ВУС в виде точного квадрата.
Пример 5. Упростить выражение

j/2x2—1+2х/х2—1 .

Решение. Подкоренное выражение перепишем в виде 
2х2— 1 + 2хКх2— 1 —Х-— 1 +2х Ух2— 1 +х2 = (J/ X2— 1 4-х-)2.

Теперь имеем
j/ 2х2 — 1 4- 2х Ух2 — 1 = IX -|- — 1 I •

О. д. з. нашего выражения состоит из интервалов 1^х <оо, 

•— оо<х^—1. Нетрудно заметить, что x-j-Ух2— 1 > 0 прих^ 1, 
■1а при х^—1 х-гР7^'2—1 < 0. Поэтому окончательно имеем 

•(/ 2х2 — 1 4- 2х У^Т = ( ■Ух2— 1 (х^І),
С—Ух2—! (Х<—1).V

Пример 6. Упростить числовые выражения: 
1) -j/3—2 K2“; 2) 10+6/Г.
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Реш-енпе. 1) j/ 3—2| 2 = j/ ()/"2 — l)2 = рЛ2—1;
2) 10+6 ]/3“= У~(Кз" +1 )3 = VТ-І-1.
В последнем случае удается записать подкоренное выражение 

как точный куб.
25. Освобождение от иррациональности в знаменателе дроби. 

При преобразовании дробного алгебраического выражения, в зна
менателе которого записано иррациональное выражение, обычно 
стремятся представить дробь так, чтобы ее знаменатель был рацио
нальным. Если А, В, С, D, ... —некоторые алгебраические выра
жения, то можно указать правила, с помощью которых можно 
освободиться от знаков радикала в знаменателе выражений вида

А А Л Л
{/в" в+с/ТУ’ Кв + с/'о’’ $Ув± %/с~ 11 т' д'

Во всех этих случаях освобождение от иррациональности про
изводится умножением числителя и знаменателя дроби на мно
житель, выбранный так, чтобы его произведение на знаменатель 
дроби было рациональным.

1) Для освобождения от иррациональности в знаменателе дроби 
вида A/У В умножаем числитель и знаменатель на В"~1.

А А ^/в~1 А Ç/b^
“/В j/В {/в»-1 

?/ 4а-с-4а-Ь 4a-b
Пример .. .. ___ — о1 Н л/2ас Zac

2) В случае дробей вида

2аЬ зУ 4аѴ.
А умножаем У в +с Уо JВЦ-C Уо ’

числитель и знаменатель на иррациональный множитель
B — CVD или Y B—C VD

соответственно, т. е. на сопряженное иррациональное выражение.
Смысл последнего действия состоит в том, что в знаменателе 

произведение суммы на разность преобразуется в разность квад
ратов, которая уже будет рациональным выражением.

Пример 2. Освободиться от иррациональности в знаменателе
выражения:

a) ; б) -
У^+ÿ+x 1 У5~ УЗ

Решение, а) Умножаем числитель и знаменатель дроби на 
выражение Ух2А~у2—х. Получаем (при условии, что у#=0) 

ху ху(Ух>+у-—х)
(х-+Уг)~х2

б)

Ѵх*+у* + х ■

* -2ХДДВ=у5+КЗ.
УЛ— У 3 5 — 3

= y(K%2 + í/2-x);
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3) В случае выражений типа
А А

В ±С i/d ’ У в ± С УЪ

знаменатель рассматривается как сумма (разность) и умножается 
на неполный квадрат разности (суммы), чтобы получить сумму 
(разность) кубов ((20.11), (20.12)). На тот же множитель умно
жается и числитель.

Пример 3. Освободиться от иррациональности в знаменателе 
выражений: '

\ 3 1а) 3 Z— > б) 3 3 .
/ 5-І- I / я-2 У b

Решение, а) Рассматривая знаменатель данной дроби как 
сумму чисел /5 и 1, умножим числитель и знаменатель на не
полный квадрат разности этих чисел:

3 _ з(^52-^/~5+і) = э(^25-^б+і)
/б + 1 (/б+l) (^-/б-l-l) (/"б)3 + 1

или окончательно:
з(3/25-У 5+і) ^25- У 5-

б) з7=

/-5+1 6 _ 2_
1 У а2 + % У ab4 У b'¿ Уа2-}- 2 Уab + 4 У ö2

/ä-23/T (/ä)3-(2/I)3 а — 8b

В некоторых случаях требуется выполнить преобразование 
противоположного характера: освободить дробь от иррациональ
ности в числителе. Оно проводится совершенно аналогично.

Пример 4. Освободиться от иррациональности в числителе
¿ У а-г-Ь — У а — b 

дроби — 2Ь

Р е шен и е. Уа+Ь- а — b
2Ь

(a + b) — (a — b) 
2Ь(Уа+Ь+ УІГ^Ь)'

' Уа-\-Ь + У а — b

Упражнения

1. Упростить выражения:

а) х2Ц-4
X2—4 

2х

б)

хѴ __
X -р 1 X — 1

У хттX—1

+ 4
рассмотрев два случая: 1) х>0 и 2) х<0;

х+1 . {х-\- Ух2- 1 _ X- Ух2- 1 _
/х2_ 1 ) ' \Х — Ух2— 1 х+ Кх^ТП У ’
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(^8-3 /~5-3|/з |<5-в) ¡/в + З/ 5

( ^9-/1 /~2-9 )/э\

2. Найти значение выражения: г3—а~г,,Ь~1 (a24-ö2) г+ Ь'^г при
г = а1%Ь~'1г, где а > 0 и b > 0.

3. Освободить от иррациональности в знаменателе следующие выражения:
3/х-/-

а)
2а—1

б) в)Гаа+1+а’ К2+/3-/5’ 3/x¿/+'



Глава III

ЛОГАРИФМЫ

§ 1. Логарифмы по произвольному основанию

26. Определение и свойства логарифмов. В соотношении 
ax = N

может быть поставлена задача отыскания любого из трех чисел 
а, N, X по двум другим, заданным. Если даны а и х, то N на
ходят действием возведения в степень. Если даны N и х, то а 
находят извлечением корня степени X (или возведением в сте
пень 1/х). Теперь рассмотрим случай, когда по заданным а и N 
требуется найти х.

Пусть число N положительно: N > 0, число а положительно 
и не равно единице: а > 0, о=#1.

Определение. Логарифмом числа N по основанию а назы
вается показатель степени, в которую нужно возвести а, чтобы 
получить число УѴ; логарифм обозначается через loga УѴ:

аі°еЛ=УѴ. (26.1)

Таким образом, в равенстве (26.1) показатель степени х нахо
дят как логарифм N по основанию а. Записи

ах = N и x = loga/V (26.2)
имеют одинаковый смысл. Равенство (26.1) иногда называют ос
новным тождеством теории логарифмов; в действительности оно 
выражает определение понятия логарифма. По данному опре
делению основание логарифма а всегда положительно и отлично 
от единицы, логарифмируемое число N положительно. Отрица
тельные числа и нуль логарифмов не имеют. Можно доказать, 
что всякое число УѴ > О при данном основании a(a.>0, a#=l) 
имеет вполне определенный логарифм. Поэтому равенство ах = аУ 
влечет за собой х — у. Заметим, что здесь существенно условие 
ß#= 1, в противном случае вывод х = у был бы не обоснован, так 
как равенство 1Л = P’ верно при любых значениях х и у.
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Пример 1. Найти log2 у .
Решение. Для получения числа х/8 следует возвести осно

вание 2 в степень —3: 2~3= 1/23 = 1/в. Поэтому log2y = —3.
Можно проводить записи при решении таких примеров в следую
щей форме:

Пример 2. Найти logi/39p/3.
Решение. Имеем

9 ^=32.3І/3 = з’/з = (1/з)-’Л; iog1/39 3/3 = -’/3.
В примерах 1 и 2 мы легко находили искомый логарифм, представляя 

логарифмируемое число как степень основания с рациональным показателем. 
В общем случае, например для log2 3, log3 5 и т. д., этого сделать не удастся, 
так как логарифм имеет иррациональное значение. Обратим внимание на один 
связанный с этим утверждением вопрос. В п. 12 мы дали понятие о возмож
ности определения любой действительной степени данного положительного числа. 
Это было необходимо для введения логарифмов, которые, вообще говоря, могут 
быть иррациональными числами.

Рассмотрим некоторые свойства логарифмов.
Свойство 1. Если число и основание равны, то логарифм 

равен единице, и, обратно, если логарифм равен единице, то число 
и основание равны.

Доказательство. Пусть N = a. По ' определению лога.- 
рифма имеем al°sa“ = а = а1, откуда

logaû!==l. (26.3)

Обратно, пусть loga N = 1. Тогда по определению N = al°s<¡N = 
= а1 —а.

Свойство 2. Логарифм единицы но любому основанию равен 
нулю.

Доказательство. По определению логарифма а10^1 = 1 = 
(нулевая степень любого положительного основания равна единице, 
см. (10.1)). Отсюда

Ioga 1 = 0, (26.4)
что и требовалось доказать.

Верно и обратное утверждение: если \ogaN = 0, то УѴ=1. 
Действительно, имеем N = al°saN = a°= 1.

Прежде чем сформулировать следующее свойство логарифмов, 
условимся говорить, что два числа а и b лежат по одну сторону 
от третьего числа с, если они оба либо больше с, либо меньше с. 
Если одно из этих чисел больше с, а другое меньше с, то будем 
говорить, что они лежат по разные стороны, от с.
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Свойство 3. Если число и основание лежат по одну сторону 
от единицы, то логарифм положителен-, если число и основание 
лежат по разные стороны от единицы, то логарифм отрицателен.

Доказательство свойства 3 основано на том, что степень 
ах больше единицы, если основание больше единицы и показатель 
положителен или основание меньше единицы и показатель отри
цателен. Степень меньше единицы, если основание больше единицы 
и показатель отрицателен или основание меньше единицы и показа
тель положителен.

Требуется рассмотреть четыре случая:

а> 1, 
«> 1, 
а < 1, 
а < 1,

N> 1, 
N< 1,

1,
N< 1,

(log„ N > °); 
(loga АА < 0); 
(loga N < 0); 
(logûyv > 0).

Ограничимся разбором первого из них, остальные читатель рас
смотрит самостоятельно.

Пусть a> 1, А/ > 1 ; тогда в равенстве а1ое<Л = N показатель 
степени не может быть ни отрицательным, ни равным нулю, сле
довательно, он положителен, т. е. loga N > 0, что и требовалось 
доказать.

Пример 3. Выяснить, какие из указанных ниже логарифмов 
положительны, какие отрицательны: a) log12 15; б) Iog1000 2;
в) log3il0,8; г) logt/iÿ; д) log0i32,l.

Решение, a) log1215 > 0, так как число 15 и основание 12 
расположены по одну сторону от единицы;

б) logjooo 2 > 0, так как 1000 и 2 расположены по одну сторону 
от единицы; при этом несущественно, что основание больше ло
гарифмируемого числа;

в) log3il 0,8 < 0, так как 3,1 и 0,8 лежат по разные стороны 
от единицы;

г) logy, у >0; почему?
д) log„,3 2,1 <0; почему?
Следующие свойства 4—6 часто называют правилами логариф

мирования: они позволяют, зная логарифмы некоторых чисел, 
найти логарифмы их произведения, частного, степени каждого 
из них.

Свойство 4 (правило логарифмирования произ
ведения). Логарифм произведения нескольких положительных 
чисел по данному основанию равен сумме логарифмов этих чисел 
по тому же основанию.

Доказательство. Пусть даны положительные числа Nlt 
М2, ..., Nk. Для логарифма их произведения напишем определяю
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щее логарифм равенство (26.1):
a^SaNiN,...Nk = N¡N2. . ,Nk.

Отсюда найдем
flloga;V, A'j. . .Nк = я toga 'V.flloga JV,. . . я|оЙо Nk =

— atoga tVi + loga A'3+ . . . +loga A'/;.

Сравнив показатели степени первого и последнего выражений, по
лучим требуемое равенство:

loga Л\Л7а. ■ .Nh=1ogaN1 + \ogaNi + ... + logaA¿ft. (26.5)
Заметим, что условие > 0, . .., Nk > 0 существенно; лога

рифм. произведения двух отрицательных чисел < 0, N2 < 0 
имеет смысл, но в. этом случае получим
loga (А\УѴа) = logo [(— А\) (-ЛС)] = log I N, | • | N21 =

= Ioga I I + loga I jVB|.
В общем случае, если произведение нескольких сомножителей положи
тельно, то его логарифм равен сумме логарифмов модулей этих 
сомножителей.

Свойство 5 (правило логарифмирования част
ного). Логарифм частного положительных чисел равен разности 
логарифмов делимого и делителя, взятых по тому же основанию.

Доказательство. Последовательно находим

а
откуда

[*2 =—± =-------- = а ,uöö " *uBöЛ' 2 а logaos ’

loga^ = logaA\ —loga/V2, (26.6)

доказать.
а в и л о л о г а п и cb м и d о в а н н я

что и требовалось
Свойство 6

пени). Логарифм степени какого-либо положительного числа равен 
логарифму этого числа, умноженному на показатель степени.

Доказательство. Запишем снова основное тождество (26.1) 
для числа Nn-,

aiogaNn — ftn __ (cPogaNy1 —an log„At.

отсюда
loga^ = /iloga^, (26.7)

что и требовалось доказать.
Следствие. Логарифм корня из положительного числа равен 

логарифму подкоренного числа, деленному на показатель корня-.
loge{/A¿=i-logaA¿. (26.8)

^Доказать справедливость этого следствия можно, представив 
N как N1/n и воспользовавшись свойством 6.



26] § 1. ЛОГАРИФМЫ ПО ПРОИЗВОЛЬНОМУ ОСНОВАНИЮ 91

Пример 4. Прологарифмировать по основанию а:
7 / ¿2С3

а) J/ ^5 (предполагается, что все величины Ь, с, d, е положи
тельны);

fi /" ft? с)“б) у (предполагается, что ö + c>0 и d—е>0).
Решение, а) Удобно перейти в данном выражении к дробным 

степеням:
-2 / й'-с3 _  Ь*^
У ~ dV, е‘/7 •

На основании равенств (26.5)—(26.7) теперь можно записать: 
loga 1/5$ = у loga Ь +4 log« С loga d — у log« Є.

б) Имеем

loga = — Є)- ■

Мы замечаем, что над логарифмами- чисел производятся дей
ствия более простые, чем над самими числами: при умножении 
чисел их логарифмы складываются, при делении — вычитаются ит.д.

Именно поэтому логарифмы получили применение в вычисли
тельной практике (см. п. 29).

Действие, обратное логарифмированию, называется потенциро
ванием, а именно: потенцированием называется действие, с по
мощью которого по данному логарифму числа находится само 
это число. По существу потенцирование не является каким-либо 
особым действием: оно сводится к возведению основания в сте
пень (равную логарифму числа). Термин «потенцирование» можно 
считать синонимом термина «возведенение в степень».

При потенцировании надо пользоваться правилами, обратными 
по отношению к правилам логарифмирования: сумму логарифмов 
заменить логарифмом произведения, разность логарифмов—лога
рифмом частного и т. д. В частности, если перед знаком логарифма 
находится какой-либо множитель, то его при потенцировании 
нужно переносить в показатель степени под знак логарифма.

Пример 5. Найти N, если известно, что 

loga N = 4 log« ¿7-у log« С.

Решение. В связи столько что высказанным правилом по
тенцирования множители 2/я и 1/3, стоящие перед знаками лога
рифмов в правой части данного равенства, перенесем в показатели 
степени под знаками этих логарифмов; получим

loga N = log« Ьг'> — log« сЧ
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Теперь разность логарифмов заменим логарифмом частного: 

iogu м = 1оёа^я ;
отсюда

д/_ ьі/" У/ - V b2c'¿ ■
У~с с ’

для получения последней дроби в этой цепочке равенств мы пре
дыдущую дробь освободили от иррациональности в знаменателе 
(п. 25).

Свойство 7. Если основание больше единицы, то большее 
число имеет больший логарифм (а меньшее—меньший); если ос
нование меньше единицы, то большее число имеет меньший лога
рифм (а меньшее—больший).

Это свойство формулируют также и как правило логарифми
рования неравенств, обе части которых положительны:

При логарифмировании неравенств но основанию, большему 
единицы, знак неравенства сохраняется, а при логарифмировании 
по основанию, меньшему единицы, знак неравенства меняется на 
противоположный (см. также п. 80).

Доказательство основано на свойствах 5 и 3. Рассмотрим 
случай, когда д> 1. Если /V > М > 0, то N/M > 1 и, логариф
мируя, получим

loga log0/V —logaAÍ > 0
(a и N/М лежат по одну сторону от единицы). Отсюда 

logaN > loga М.
Случай а < 1, в котором из N > М > 0 следует logaiV < logaAÍ, 

читатель разберет самостоятельно.
27. Логарифмы по различным основаниям. Модуль перехода. 

Здесь мы установим некоторые свойства, относящиеся к логариф
мам по различным основаниям. Для удобства продолжим нуме
рацию свойств п. 26.

Свойство 8. При возведении основания в некоторую (нену
левую) степень логарифм делится на этот показатель степени:

\oga„N = MOgaN. (27.1)
Доказательство. Пользуясь основным тождеством (26.1), 

находим последовательно
М / „\log nN " loff nN hr }°er,NN = (a") a —a an n N = a “ ,

откуда
n log N

fl'*
log N

■ a a un logan N = loga N,
T. e. loga„ÏV = — loga N, что и требовалось получить.



27] § 1. ЛОГАРИФМЫ ПО ПРОИЗВОЛЬНОМУ ОСНОВАНИЮ 93

Следствие. При возведении основания и числа в одну и ту 
же (ненулевую) степень логарифм не изменяется.

Доказательство. Последовательно применяя свойства 8 
и 6, находим

loga„/V" = \ogaN" = ^п loga/V = logaN.

Пример 1. Выразить через логарифм по основанию 3:
log./, 7 + 2 1 og9 49 — logrT ÿ .

P e ш e н и е. Имеем
log./з 7 + 2 1 ogQ 49 — log)Ty = logs - 7 + 2 log3 7 + Iog^/, 7 =

= — log3 7 + 2 log3 7 + 2 log3 7 = 3 log3 7 = log3 343.

ne’/s + log,. 27 + log1!581 
Пример 2. Вычислить 20 s
Решение. Перепишем данное выражение, сведя основания 

логарифмов к 5:
25’/«-log. з’+./з iog6 з. = 25J/2 + iog5 з~і/з =

= 5i+iogs3 ”/’ = 5.з-*"/3== 5/9
8127/3

Свойство 9. Если а, N положительны и оба не равны еди
нице, то

loga УѴ logA,a= 1. (27.2)
Доказательство. Напишем основное тождество

+°Єф N = Д/'
и прологарифмируем обе его части по основанию N (это воз 
можно, так как УѴ=+1, N > 0), применив свойства 4 и 1:

logay\Z-logA.a = logA,7V= 1.
Свойство 9 доказано.
Следующее важнейшее свойство дает общее правило перехода 

от логарифмов с основанием а к логарифмам с другим основа
нием Ir.

Свойство 10. Имеет место следующее равенство-.
= log+V 

loga b ’log¡, УѴ (27.3)

которое также в силу свойства 9 пишут в виде
log6 И = loga И ■ logb а. (27.4)

Коэффициент в формуле (27.3) называют модулем пере
хода от логарифмов по основанию а к логарифмам по основанию Ь.
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Доказательство. Напишем снова основное тождество 
b'ogbN = N

и прологарифмируем обе его части по основанию а:
iog6 N • loga b = log« N.

Отсюда прямо вытекает требуемое равенство (27.3).
Пример 3. Упростить выражение logba-logt. ô-logac. 
Решение. В силу (27.4) и (27.2) имеем

logb а • 1 ogc b ■ loga с = logc а ■ loga с = 1.

Упражнения
1. Найти:
a) log5 25; б) log)Z_ 64; в) log,,— *£/а; г) logo3 ¿/ô7.

2. Найти а, если:
а) loga 15 = — 1; б) Ioga 8 = 2; В) logI/a 12 = ’/2; г) log >п-

д) loga_381= —2.
3. Найти N, если:
а) log3 N = 3; б) log>A УѴ = —4; в) log01 N = — 2; г) log121 У = !/,;

Д) l°g3 Гд Л7 = 4; e) logj Л' = —0,5.
4. Вычислить:

log З
а) 8 1 2 ; б) 729,/í+1°8» 4.
5. Прологарифмировать:
а) 8 р/4 по основанию 2; б) р/агЬ : у/ab* (а > 0, b > 0) по основанию 3;

в) Yа Vі V°-: V“ по основанию а.

6. Потенцированием найти /V, если:
1 5 1а) loga ^=4- Ioga т~ -g loga П’ б) loge Л'=— log2 8 — 2 log2 /З.

7. Выразить в виде логарифма по основанию 2:

log4 a+ logg j/a -j- log>/3 a /a + 1/Ioga 8.

8. Вычислить: Iogfl2 6/log^— yf b .

§ 2. Десятичные логарифмы

28. Характеристика и мантисса десятичного логарифма. Деся
тичным логарифмом числа называется его логарифм по основа
нию 10. Кроме общего обозначения log10 N для десятичных лога
рифмов обычно применяют сокращенное обозначение lg N.

Десятичные логарифмы широко применяются в приближенных 
вычислениях; в связи с этим имеются подробные и весьма точные 
таблицы десятичных логарифмов. Читателю известны четырехзнач
ные таблицы В. М. Брадиса, применяемые при изучении лога
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рифмов в школьном курсе математики. Об использовании таблиц 
функций вообще говорится специально в п. 220.

Для пользования таблицами десятичных логарифмов и для 
их применения к приближенным вычислениям нам потребуются 
некоторые свойства и понятия, относящиеся к десятичным лога
рифмам.

Рассмотрим все числа вида 10", где п.— целое число:
...; ІО"3 = 0,001; 10~2 = 0,01; 10-1 = 0,1; 10°=1; Ю^Ю;

102 = 100; 10:,= 1000; . . .
Будем говорить, что эти числа представляются единицей с нулями 
(с последующими нулями, если п > 0, и с предшествующими ну
лями, если п < 0). Из определения логарифма видно, что эти 
числа имеют целые десятичные логарифмы: lg 10" = п. Удобно 
сформулировать следующее правило:

Десятичный логарифм числа, представляемого единицей с ну
лями, равен числу нулей в этом числе, если оно есть единица с 
последующими нулями, и числу нулей с противоположным знаком, 
если оно есть единица с предшествующими нулями.

Например:
lg 0,0001 = — 4, lg 0,01= — 2, lg 1000 = 3, lg 1 000 000 = 6.
Десятичный логарифм любого числа, не равного целой степени 

десяти, является числом дробным (вообще говоря, иррациональным).
Напомним, что всякое число (рациональное или иррациональ

ное) однозначно разлагается на сумму своей целой части и дробной 
части (см. пп. 4, 6). При этом целой частью данного числа назы
вается наибольшее целое число, не превосходящее данного; дроб
ная часть любого числа заключена между нулем и единицей:

3,176 = 3 + 0,176; —2,143 = —3 + 0,857 = 3,857.
Введем теперь следующее.
Определение. Для любого положительного числа целая 

часть десятичного логарифма называется характеристикой, а 
дробная часть—мантиссой этого логарифма.

Характеристику логарифма любого положительного числа 
можно найти точно, и делается это с помощью простого правила. 
Действительно, пусть дано число N > 0; тогда можно указать 
такие две степени числа 10 с последовательными целыми показа
телями п и /г+1, между которыми находится данное число N:

\0n^N < 10"+1.
Прологарифмируем эти неравенства по основанию 10: 

п <1 lg N < п + 1
в соответствии со свойством 5 логарифмов (п. 26). Отсюда сле
дует, что целая часть, т. е. характеристика lg N, равна п:
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lgM = n, ... Многоточием обозначены неизвестные десятичные 
знаки мантиссы, т. е. дробной части IgM. При этом в случае 
п < 0 применяется искусственная форма записи IgM (п. 4).

Для формулировки соответствующего правила рассмотрим два 
случая: М > 1 и М < 1.

Пусть М > 1 (десятичный логарифм IgM в этом случае поло
жителен). Обозначим через Іг число цифр в записи целой части М. 
Ясно, что в этом случае

Ю^^М <10*. (28.1)
Например, для М = 378,6 (трехзначная целая часть)

102<378,6 < ІО3.
Логарифмируя неравенства (28.1), получаем

k — l<lgM</¿ (28.2)
и видим, что характеристика IgM равна /г—1 (например, харак
теристика логарифма 378,6 равна 2).

Итак, характеристика десятичного логарифма числа, большего 
единицы, на единицу меньше количества цифр его целой части.

Например:
lg3,524 — 0, ...; lg47,01 = 1; ..., Ig936,3 = 2, ...

Пусть теперь положительное число М меньше единицы: 
0 < М < 1. Тогда IgM по свойству 4 из п. 26 будет отрицатель
ным числом: числа Ми 10 в рассматриваемом случае лежат по 
разные стороны от единицы.

Запись числа М начинается в этом случае с нуля целых; за 
этим нулем может следовать еще несколько нулей перед первой 
отличной от нуля цифрой числа. Если число нулей перед первой 
ненулевой цифрой (включая и нуль целых) равно I, то

10~г <М < ІО-1'“11. (28.3)
Например:

ІО-1 <10,32 <10°=1,
10“2^0,032 < ІО“1,
10"3^0,0032 < ІО“2,

Неравенства (28.3) показывают, что
-Z<lgM <—(Z—1), (28.4)

т. е. характеристика логарифма IgM равна —I.
Итак, характеристика десятичного логарифма положительного

числа, меньшего единицы, равна взятому со знаком минус числу 
нулей в данном числе, предшествующих первой значащей цифре, 
включая и нуль целых.

Например:
lgO,3052= 1, ...; lgO,0587 = 2, ...; lg0,0096 = 3, ...
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Мы выяснили, что характеристика десятичного логарифма 
числа определяется непосредственно по виду самого числа, если 
оно целое или представлено в виде десятичной дроби. Для опре
деления характеристики, таким образом, не нужны никакие вы
числения (и таблицы). Что же касается мантиссы, то она, как 
правило, берется из таблиц (например, из таблиц Брадиса). При 
этом следует пользоваться одним замечательным свойством ман: 
тиссы: если в логарифмируемом числе перенести запятую на любое 
количество знаков влево или вправо, то мантисса десятичного 
логарифма от этого не изменится (изменится только характери
стика логарифма). В самом деле, перенести в числе запятую — 
это значит умножить его на некоторую целую (положительную 
или отрицательную) степень числа 10. Например, при переносе 
запятой на 2 знака вправо число умножится на 102 = 100, а при 
переносе запятой на 2 знака влево оно умножится на 10_2 = 1/100. 
Пусть

lg /V = п-\-т,

где п — характеристика, а т — мантисса этого логарифма. После 
переноса запятой в числе N на k знаков получится число N ■ 10±А 
(верхний знак относится к случаю переноса запятой вправо, а 
нижний — к случаю переноса запятой влево). На основании пра
вил логарифмирования (п. 25) имеем

lg (М • 10±*) = lg N ± k lg 10 = lg N ± k.

Ho k—целое число, так что прибавление ±k к Ig N может 
отразиться лишь на его характеристике:

lg ( А7 -10±ft) =n+m±k— (п ± /г) + т.

Из рассмотренного можно заключить, что если числа записаны 
с. помощью одних и тех же и одинаково расположенных цифр 
и отличаются одно от другого только местоположением в них 
запятой, то десятичные логарифмы таких чисел имеют одну и 
ту же мантиссу (но, конечно, разные характеристики!). Таковы, 
например, числа 42,59, 4,259, 0,4259, 0,04259 и т. д.

В качестве примера найдем без таблиц разность lg28,76 —
— lg 0,002876.

Логарифмы, из которых составлена данная разность, отли
чаются лишь характеристиками, а мантиссы у них одинаковы и 
при вычитании взаимно уничтожаются. Поэтому искомая раз
ность логарифмов равна разности их характеристик: lg 28,76 —
— IgO,002876=1—(—3) = 1 +3 = 4. Этот пример можно решить 
и так:

lg 28,76 - lg 0,002 876 = lg = lg 10 000 = lg 10' = 4.

4 В. В, Зайцев и др.
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29. Применение десятичных логарифмов к вычислениям. Как 
уже было указано выше, над логарифмами чисел производятся 
более простые действия, чем над самими числами: умножение за
меняется сложением, деление—вычитанием, возведение в степень— 
умножением на показатель степени и т. д. В сочетании с нали
чием удобных таблиц десятичных логарифмов это позволяет широко 
использовать десятичные логарифмы для упрощения вычислений.

Пример 1. Вычислить с помощью таблиц: а) 0,37-43,2-0,94; 
б) 1/^ZÖ?343.

Решение, а) Обозначим искомое число через х. С помощью 
правила логарифмирования произведения (26.5) найдем

lg* = lg 0,37 -i-lg 43,2 +lg0,94.

Логарифмы в правой части равенства найдем по таблицам, запи
шем в столбец и сложим:

lg 0,37 = 1,5682 
+ lg 43,2= 1,6355 

lg 0,94 = ï ,9731 
lg х= 1,1768.

Дадим пояснение к тому, как получена характеристика: 
в конце действия сложения мантисс получаются две целых и 
одна десятая. Ясно, что одну десятую мы оставляем мантиссе — 
так определяется ее первая цифра, а две единицы отдаем харак
теристике: 1 + 1 +Í + 2= 1. Теперь по найденному lgx из таблиц 
получаем X— 15,03. Характеристика lgx оказалась равной 1, 
а она, как известно, на единицу меньше числа цифр в целой 
части логарифмируемого числа. Поэтому в числе 1503, взятом из 
таблиц, мы и отделили два знака целой части.

б) Используя правила логарифмирования степени н корня 
(п. 26), найдем

lgO,34= 1,5315 
хЗ

2,5945
:5

1,7189.

Мы получили lg 0,343. Характеристика Î найдена так: в про
межуточном результате характеристика 2 получилась от сложе
ния 3-1=3 и 1 (которая «набежала» от умножения первой цифры 
5 мантиссына 3); далее, число 2 на 5 не делится без остатка; 
поэтому к 2 мы прибавили 3 = —3, а чтобы не изменить лога
рифма, тут же прибавили 3 к мантиссе.
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Далее,
lg : 0,0000

1,7189
lgx = 0,2811,

откуда х = 1,911.
Пользуясь десятичными логарифмами, можно также находить 

логарифмы чисел по произвольному основанию. Рассматривая 
свойства логарифмов, мы ввели в п. 26 понятие модуля пере
хода. Именно, модулем перехода от логарифмов по основанию а 
к логарифмам по основанию b названо число logba = 1 /logflb, явля
ющееся множителем пропорциональности между логарифмами с 
основаниями а и Ь:

log6A¿-Iogú/V

Если теперь 
основанию b

Ioga Ô ’
положить здесь а= 10, то логарифм числа N по 

выразится через десятичные логарифмы чисел N и Ь:

logb 7Ѵ : Ig/V (29.1)lg 6

Итак, мы получили следующее правило: для вычисления 
недесятичного логарифма по таблице десятичных логарифмсв 
нужно десятичный логарифм данного числа разделить на деся
тичный логарифм данного основания.

Число 1/lgfí является модулем перехода от логарифмов по 
основанию а к логарифмам по основанию 10 (к десятичным ло
гарифмам).

Пример 2. Найти a) log.,5,2; б) log0S 03 7,98.
Решение, а) В соответствии с формулой (29.1) запишем:

i с о Іе5,2 loga 5,2 = .

Найдем lg 5,2 и lg3 из таблиц Брадиса и получим

log3 5,2: 0,7160 
:0,4771 •

Разделить у этой дроби числитель на знаменатель (чтобы получить 
ответ в виде десятичной дроби) можно «вручную», а можно опять- 
таки с помощью таблиц. Обозначим для этого '

„_0,7160 
0,4771 -

Далее найдем
lg 0,7160 = 1,8549 

— lg 0,4771 = 1,6786
lg Л = 0,1763.

Отсюда А = log3 5,2 = 1,501.
4*
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б) Имеем
ba 7 98 - -lg 7’98-0'9020 
iub0,m'.y° lgO.993-1,9939 '

Представим знаменатель этой дроби в естественной форме: 
1,9969 = — 1 +0,9969 = —0,0031,

и, таким образом, найдем
logn,„937,98 = 0,9020

'0,0031.

(отрицательность логарифма объясняется тем, что число 7,98 и 
основание 0,993 лежат по разные стороны от единицы (свойство 
4 п.26)). Чтобы выполнить деление с помощью таблиц логарифмов, 
положим

0,90205=1 logo,093 7,98 j 0,0031
Отсюда

lg 0,9020 = 1,9552 
lg 0,0031 = 3,4914

lg ß = 2,4638.
Найдем теперь, что ß = 290,9 и, следовательно, 

logo,993 7,98 = —290,9.

Упражнения

1. Вычислить с помощью логарифмических таблиц: 
а) 0,734-0,0481-2,54; б) Jbg - ; в) 1

Д)
j/ö8,11

-0,71-.
/ 0,63
2. Найти:
a) log23; б) logo,si2.7.

3,796 0,57 ’ 5,821 г) 5,733:0,912;



Г л а в.а IV

ФУНКЦИИ И ГРАФИКИ

§ 1. Общие сведения о функциях

30. Величина. Числовые множества. При изучении природы и 
в трудовой деятельности человеку приходится иметь дело с мно
гими разнообразными величинами. К ним, в частности, относятся 
длина, площадь, температура, время, сила, скорость и т. д. Во
обще под величиной обычно понимают объект, который может быть 
охарактеризован числом в результате измерения, т. е. в резуль
тате сравнения с объектом той же физической природы, принятым 
за единицу измерения.

В тех или иных физических процессах могут участвовать 
несколько величин, причем одни из них могут изменять свои 
числовые значения, а другие нет. Первые из них будем называть 
переменными, а вторые — постоянными, хотя такое разделение 
величин более или менее условно.

Для математики свойственно абстрагироваться от физической 
природы рассматриваемых величин; величина характеризуется 
множеством принимаемых ею числовых значений. Если это мно
жество сводится к одному-единственному значению, то величина 
называется постоянной-, если множество ее значений состоит более 
чем из одного элемента, то величина называется переменной. 
Здесь и дальше мы ограничим себя действительными величинами, 
множества значений которых состоят исключительно из действи
тельных чисел.

Множество значений, принимаемых переменной величиной, 
называется ее областью изменения.

Приведем несколько примеров. Число сторон-многоугольника 
может иметь значения 3, 4, 5, ... Частное от деления числа, 
не равного нулю, на модуль этого же числа может принимать 
только два значения: +1 и —1. Квадрат действительного числа 
может быть равен любому неотрицательному числу.

Вообще, область изменения переменной величины X может быть 
произвольным числовым множеством. .Если величина принимает
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только натуральные значения 1, 2, 3, то ее называют цело
численной переменной. Часто приходится рассматривать перемен
ные, множество значении которых представляет -собой некото
рый (конечный или бесконечный) интервал числовой оси.

Уточним в связи с этим понятие интервала (пли промежутка).
Пусть а, b—два действительных числа, причем а<Ь. Тогда 

можно рассматривать следующие виды интервалов.
Открытым интервалом (а, Ь) называется множество действи

тельных чисел X, удовлетворяющих неравенствам а<.х<Ь, т. е. 
совокупность всех точек числовой оси, лежащих строго менаду 
точками а и b (концы исключаются). Интервал (х0— /г, х0 + /г) 
длины 2/г с серединой х„ называется окрестностью (/і-окрестностыо) 
ТОЧКИ Х„.

Замкнутым интервалом пли сегментом [а, і»] называется мно
жество действительных чисел X, удовлетворяющих неравенствам 
«^x^Z?, т. е. совокупность всех точек, расположенных между 
а и Ь, включая а и Ь.

Иногда рассматриваются полуоткрытые интервалы [«, Ь) и (а, Ь], 
соответственно определяемые неравенствами а^х < Ь, а < х^.Ь.

Бесконечный интервал (а, оо) определяется как множество 
действительных чисел X, удовлетворяющих неравенству X > а; 
в случае неравенства х^а бесконечный интервал обозначают 
[а, оо). Вся числовая ось также может рассматриваться как бес
конечный интервал и обозначаться через (—оо, оо).

31. Определение функции. Геометрия, механика, физика, раз
личные области науки и техники дают нам множество примеров, 
когда рассматриваемые в том или ином вопросе переменные вели
чины находятся в зависимости, так что значение одной из величин 
определяет значение другой. Площадь круга полностью опреде
ляется величиной его радиуса: S = nR~. Скорость точки, движу
щейся равноускоренно, зависит от времени по закону ü = ü0 + ííZ. 
Давление идеального газа при постоянном объеме Го изменяется 
в зависимости от температуры: P=RT/V0. Во всех указанных 
примерах, несмотря на различие смысла входящих в них вели
чин, есть нечто общее: задание значения одной из двух рассмат
риваемых переменных величин определяет значение второй вели
чины. Такого рода зависимости между двумя переменными 
называют функциональными зависимостями.

Сформулируем определение понятия функции: переменная у 
называется функцией переменной х, если каждому значению х 
(из некоторой области X изменения х) поставлено в соответствие 
по определенному закону значение у. При этом х называется 
независимой переменной (иногда аргументом), а область ее изме
нения X — областью определения (или существования) функции у. 
Множество значений, принимаемых у при изменении х, называется, 
как обычно, областью изменения у.
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В принятом определении функции существенны два момента: 
во-первых, в нем указана область изменения X независимой пере
менной А', и, во-вторых, в нем требуется наличие определенного 
правила соответствия между у
и А.

Тот факт, что у есть функция 
от а, выражают в записи так:

(произносится: «игрек есть эф от 
икс»). Буквой f в этом равенстве 
обозначен именно закон соответ
ствия между А и у.

Схематически можно изобразить это так: будем рассматривать 
две числовые оси а и у (рис. 11); пусть X — область определения 
функции y — f(x). Каждой точке а из этой области ставится в 
соответствие некоторая точка оси у (закон соответствия / условно 
изображается стрелкой).

Значение функции í/ = /(a), соответствующее определенному 
значению A = Aj из области определения функции, обозначается 
так:

í/i = /U'i) или Уі = у\х=Хе

Пример 1. Функция задана равенством f (а) = j- (и оп
ределена при всех значениях а).

Найти: а) /(1); б) /(]/2/2); в) f (а); г) ¿(2/х).
Решение, а) /(і) = -у^р-=у; б)

В) НЛ=^-. r)/(i)-(WTT=3$4'

При одновременном рассмотрении нескольких различных функ
ций используют различные буквы для обозначения каждого из 
законов соответствия, например:

y = f(x), y = F(x), y = g(x), г/ = ф(х).

Две функции считают равными (совпадающими), если их области 
определения совпадают и значения при любых одинаковых зна
чениях аргумента равны.

Пример 2. Функции /(а) = 2 и <р (а) = 1 + sin2 а + cos2 а 
совпадают; нет необходимости обозначать их разными буквами f 
и ф.

Пример 3. Функция / (х) = х и функция ф(а) = (]/а)2 раз
личаются: первая определена на всей оси, вторая — только при 
а^О, хотя в этом случае они равны: при х^О имеем (У^х)2 = х.
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32. График функции. Способы задания функций. Для графи
ческого представления функции y = f(x) используем декартову 
прямоугольную систем)' координат (рис. 12). Каждой точке х 
оси Ох из области определения функции / (х) отвечает значение 
y = f(x) и, вместе с тем, точка плоскости с координатами (х, / (х));

при изменении X эти точки 
образуют график функции. 
Точное определение таково: 
графиком функции (относи
тельно данной системы коор
динат) называется множество 
точек плоскости, абсциссами 
которых служат значения ар
гумента X, а ординатами— 
соответствующие им значения 
функции y = f(x).

Для графика функции 
y = f(x), изображенного па 
рис. 12, показаны точки с 
абсциссами х, х0, х\; их ор
динаты соответственно равны

у, у0, 0. График показан на интервале [о, fr); то, что точка 
х = Ь исключена, условно показано стрелкой в правом конце кри
вой линии — графика функции // = / (х).

График функции дает удобное и наглядное представление о ее 
свойствах, и ниже уделено много внимания методам построения 
графиков функций.

Определение функции не дает указания на то, в какой форме 
задан закон соответствия между значениями аргумента и зависи
мой переменной; практически привычной формой задания этого 
закона является для нас запись функциональной зависимости 
в виде некоторой математической формулы, например:

ÿ=4x3; г/ = У9— хг; y = sin2x; г, = !іії±П.

В этом случае говорят, что функция зарана_аналитическим выра
жением. При этом термин «аналитическое выражение» имеет при
близительно тот же смысл, что и «алгебраическое выражение», 
с той разницей, что при записи аналитического выражения 
не ограничиваются только алгебраическими действиями (т. е. 
рациональными действиями и операцией извлечения корня), но 
пользуются, например, такими действиями, как логарифмирова
ние, отыскание синуса или тангенса данного значения аргумента 
и т. п. Вообще, при определении новой математической операции 
для нее вводится специальный символ, который в дальнейшем 
уже можно использовать для записи аналитического выражения.
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Для функции, заданной аналитическим выражением, область 
определения может состоять только пз значений Л', входящих 
в о. д. з. этого выражения. Область определения функции ока
зывается в этом случае частью области допустимых значений ана
литического выражения, задающего функцию, или совпадает с этой 
областью. Например, площадь 5 круга, как функция радиуса R, 
задается выражением S = nR2. Область определения этой функ
ции по смыслу дела есть 0 < 7? < оо; взятое же само по себе 
аналитическое выражение я А*2 определено при всех значениях R. 
Если функция задана аналитическим выражением относительно 
аргумента х и область определения не указана, то подразумевают, 
что область определения совпадает с о. д. з. задающего ее выра
жения.

Иногда функция задается разными аналитическими выраже
ния^! и в разных частях области определения. Самый простой 
пример: будем рассматривать | х | как функцию от х. Тогда

[ X при X 0,
Iх' \—X при X < 0.

Можно записать |х| ив виде | х | = ¡Лх2. Вообще, одна и та же 
функция может быть задана различными способами и в разных 
видах.

/І Кроме аналитического способа задания применяют графичес- 
•/кое и табличное задание функций. Если функция задана графи

ком, то можно по чертежу находить значения у, отвечающие дан-
,ным значениям х, разумеется, приближенно.
И/ Табличный способ задания функции заключается в том, что 
/для избранных значений аргумента х, обычно отстоящих друг 

от друга на некоторую постоянную величину — шаг таблицы, ука
зываются соответствующие значения у (с определенной степенью
точности). Небольшой фрагмент таблицы может выглядеть так:

X У X и

0,10 34,21 0,16 43,37
0,12 36,43 0,18 48,14
0,14 39,52 0,20 54,62

В данном примере шаг таблицы равен 0,02.
Графическое и табличное задание функций часто возникает

в результате проведения измерений, опытов, применения самопи
шущих приборов.

Для многих функций, заданных аналитически, также состав
лены таблицы, облегчающие применение этих функций (таблицы
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квадратных и кубических корней, таблицы логарифмов, триго
нометрических функции и др.). Необходимо приобрести навыки 
в пользовании таблицами функций (см. п. 220).

В восемнадцатом и в начале девятнадцатого века математики представляли 
себе функцию только с точки зрения ее аналитического выражения. Лишь 
в первой половине девятнадцатого столетия некоторыми математиками, в том 
числе великим русским ученым Н. И. Лобачевским, было сформулировано 
современное определение функции: существенным является наличие закона 
соответствия, а не возможность представить его «формулой». В частности, 
допускается и словесное описание закона соответствия: например, f(x) = [x]— 
целая часть х определяется как «наибольшее целое число, не превосходящее х».

33. Элементарное исследование поведения функции. Система
тическое и полное исследование функций составляет одну из глав
ных задач области математики, называемой математическим ана
лизом. В элементарной математике также рассматривают простей
шие вопросы, связанные с исследованием функций. При этом 
под исследованием функции понимают установление ряда ее 
свойств. Итогом такого исследования может быть построение 
графика функции. В связи с этим вспомним некоторые понятия, 
относящиеся к функциям.

а) Нулем (или корнем) функции [ (х) называется такое зна
чение аргумента х, при котором функция обращается в нуль. 
Графически нули функции суть точки пересечения ее графика 
с осью Ох (например, точка xt на рис. 12).

б) Функция f (х), область определения которой симметрична 
относительно начала отсчета О (например, является сегментом 
[—а, я]), называется четной, если для любого х из ее области 
определения выполнено равенство

Ң-х) = /(х). (33.1)
График четной функции симметричен относительно оси Оу 

(рис. 13), так как вместе с точкой (х, f (х)) ему будет принад
лежать и симметричная точка (—х, /(х)). Обратно, если график 
симметричен относительно оси Оу, то функция — четная.

в) Функция /(х), область определения которой на оси J?x сим
метрична относительно ңачалгуО,.называется нечетной, если для
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любого х из ее области определения выполнено равенство
7(_х)- —/(х). (33.2)

График нечетной функции симметричен относительно начала 
координат, так как вместе с любой его точкой (х, / (х)) ему при
надлежит и симметричная точка (—х, —/(х)) (рис. 14). Обратно, 
если график функции симметричен относительно О, то функция — 
нечетная.

Примеры четных и нечетных функций: 
у = х\ у = х*, y = cosx, y=ig2x (четные функции);
Í/ = X, у—Xs, y—sinx, у = ig-| (нечетные функции).
Многие функции, например у = хг+х, z/ = sinx + cosx

не являются ни четными, ни нечетными функциями.
г) Функция называется возрастающей в некотором промежутке, 

лежащем в ее области определения, если для любых двух зна
чений Xj, х2 из этого промежут
ка из неравенства Xj < х2 следует 
f (Л'і) < f (А'г) (большим значениям 
аргумента отвечают большие зна
чения функции). Если ИЗ Xj <
<х2 следует лишь неравенство 
/(М)^/(х2), то функция назы
вается неубывающей. Аналогично, 
убывающей называется функция, 
для которой из Xj < х2 следует 
f (м) > / (х2)> а невозрастающей — 
функция, для которой при хх<
< х2 выполняется неравенство f (xj^ f (х2). Интервал, на кото
ром функция убывает или возрастает, называется интервалом 
монотонности функции. Так, например, для функции, график 
которой изображен на рис. 12, интервалами монотонности служат 
интервалы (я, х0) и (х„, Ь) (на первом из них функция монотонно 
возрастает, на втором — монотонно убывает).

Функция г/ = |х|+х, которая также может быть задана парой 
равенств

(0, X < 0,
Í 2х, х 0,

является неубывающей функцией на всей числовой оси. Она 
возрастает на положительной полуоси (рис. 15).

д) Точка х0 называется точкой максимума (минимума') функ
ции y = f (x), если функция определена в самой этой точке и 
в некоторой окрестности точки х0 выполняется неравенство

f (*о) > / (х) (для максимума), 
f(xo)^f(x) (для минимума).
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На рис. 16 точки жп ж., суть точки максимума, а точки ж2, 
х}—точки минимума функции. Максимум функции — ее наиболь
шее значение по сравнению с «соседними» точками слева и справа, 
но не обязательно по сравнению с отдаленными точками. Прак

тически, если находятся интер
валы монотонности, то на их 
стыке часто обнаруживаются 
точки максимума пли миниму
ма, как на рнс. 16. Термин «эк
стремум» функции объединяет 
понятия максимума и минимума: 
точки ж,, ж2, Л'з, ж4 суть точки 
экстремума функции /(ж).

е) Прямая линия называется 
асимптотой графика функции, 
если график функции неограни
ченно сближается с этой прямой

при удалении точки графика в бесконечность. На рнс. 17, а пря
мые ж=1 и у = 0 — асимптоты графика функции. На рис. 17,6 
показан график с асимптотой и = х (биссектриса первого коорди
натного угла).

При исследовании функции необходимо ответить на следую
щие вопросы.

1) Область определения функции; 2) область изменения функ
ции, т. е. область ее значений; 3) нули функции; интервалы зна
копостоянства функции (т. е. интервалы, в которых функция

Рнс. 17.

положительна или отрицательна); точка пересечения графика 
с осью Оу (если функция определена при ж = 0); 4) свойства сим
метрии графика функции (четность или нечетность функции); 
5) интервалы возрастания и убывания функции; 6) точки макси
мума и минимума функции; 7) асимптоты графика функции.
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у=f(u}=f(= Ffä

Рис. 18.

Разумеется, не Есегда мы можем элементарными средствами 
получить точный ответ на все вопросы. Напротив, иногда возни
кают и другие, дополнительные вопросы различного содержания. 
Здесь указана примерная схема, которой мы в общих чертах 
придерживаемся при исследовании
функции и построении ее гра
фика.

34. Сложная функция. Поня
тие сложной функции, или функ
ции от функции, определяется 
следующим образом. Пусть и =
= ср (а)— некоторая функция от 
а; рассмотрим другую функцию 
y — f (ц) такую, чтобы ее область 
определения совпадала пли хотя
бы имела общую, часть с областью значений функции и = у(х). 
Тогда можно рассматривать у — f (и) — f (ср (а)) как функцию от а: 
задание а определяет ы = ф(а), а значение и, если оно попадет 
в область определения функции y = f(u), определит у. Таким 
образом, в конечном счете заданием а определяется значение у, 
т. е. у становится функцией а. Заданная таким способом функция 

í/ = /(«) = /(<P (*)) = ^М
называется сложной функцией от а (заданной через посредство 
промежуточного аргумента и).

Пример. Функция у — ]/эіпа естественно представляется 
как сложная функция так: у —У и, и = sin а.

Схематически сущность понятия сложной функции поясняется 
рис. 18.

Следует заметить, что термин «сложная функция» указывает на способ 
задания этой функции, а не на какие-либо ее особые свойства. Любую функ
цию при желании можно представить как сложную функцию. Например, для 
функции у=х можно записать у—'\/.'fi или

í/=j/«, ц=х3,

т. е. представить ее как сложную функцию.

35. Обратная функция. Рассмотрим функцию y = f(x), областью 
определения которой служит, например, сегмент [а, Ь] (рис. 19), 
а областью изменения — сегмент [с, сі]. Функция y = f(x) ставит 
каждой точке сегмента [а, Ь] в соответствие некоторую точку 
сегмента [с, d], Для изображенной на рис. 19 функции (благо
даря тому, что она монотонна) можно установить и обратное 
соответствие: каждому значению у0 из сегмента [ç, d] соответст
вует единственное значение а0 из сегмента [а, Ь] такое, что у0 — 
= /(х0). Тем самым а можно рассматривать как функцию от у
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с областью определения [с, d] и областью изменения [а, Ь]. 
Функцию х = g(y) назовем обратной по отношению к функции 
у = f (х) (можно эти две функции назвать взаимно обратными').

При схематическом изображении взаимно обратные функции 
f и g представятся стрелками, как показано на рис. 20. При 
этом, однако, существенно, чтобы данному у могло отвечать лишь

одно значение х такое, что 
у = f (Л')> тогДа мы и пишем: х = 
= g(y). Записи у = f (х) и X = g (у) 
имеют здесь равнозначный 
смысл: x = g(y) в том и только 
в том случае, если y = f(x).

Поэтому пары чисел (х, у), определяемые любым из двух соот
ношений z/ = /(x) и x = g(y), будут одними и теми же. Это озна
чает, что графики функций у — f (х) и x — g (у) совпадают. Первая 
из этих функций имеет своим аргументом переменную X, изме
няющуюся на сегменте [«, Ô], вторая — переменную у с областью 
изменения аргумента [с, d]. Следует заметить, что во втором 
случае мы значения аргумента изображаем на оси ординат, а 
значения функции — на оси абсцисс. Такое изображение является 
непривычным и потому менее удобным. Представим себе, что 
произойдет, если теперь и для обратной функции X = g(y) мы 

‘станем значения аргумента обозначать через х и изображать на 
оси Ох, а значения функции будем обозначать через у и изобра
жать на оси ординат (напомним, что мы условились обозначать 
для разных функций разными буквами законы соответствия, сим
волизируемые здесь буквами f и g-, зависимые же и независимые 
переменные для разных функций допустимо обозначать одинаково). 
При таком изменении обозначений запись обратной по отношению 
к у — f (х) функции будет уже иметь видг/ = ^(х).

Теперь график функции y = g(x) будет получаться из графика 
У — f (х) (или x = g(y)) с помощью преобразования зеркальной 
симметрии относительно биссектрисы первого—третьего коорди
натных углов (рис. 21). В самом деле, пусть точка (х0, уа) лежит 
на графике данной функции; тогда точка (г/0, х0) с переставлен- 

' ными координатами должна лежать на графике обратной функции. 
Но такие две точки расположены симметрично относительно 
указанной биссектрисы (п. 8), а отсюда и следует наше утвер-
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жденне: графики двух взаимно обратных функций расположены 
симметрично относительно биссектрисы I—III координатных 
углов.

Пример. Найти функцию, обратную по отношению к функ
ции у = $\/х—1.

Решение. Из равенства, определяющего данную функцию, 
выразим х через у.

x-¿$2.

В последнем равенстве поменяем местами 
выражение для функции

(х-Н)3 
У 64 ’

X и у и получим

обратной по отношению к данной функции.
Внесем некоторые уточнения в понятие обратной функции.

Мы начали рассматривать вопрос об обратной функции на при
мере функции, заданной графиком на рис. 19. Эта функция моно
тонна всюду в области определения. Именно этим обусловлен 
тот факт, что каждой точке уа из сегмента [с, d] функция х = 
= g (у) ставит в соответствие только одну точку х0 из сегмента 
[а, Ь]. Но для функции, не являющейся монотонной, это может 
не выполняться. В самом деле, на рис. 22 на сегменте [о, Ь] 
показан график немонотонной функции y — f(x). По этой при
чине имеются значения у, которым соответствуёт не единствен
ная точка сегмента [я, Ь]\ так, точке у0 отвечают три точки х0, 
Xj, х2 такие, что ¿/„ = / (л-0), І/п = /,(М). Уо = f (хг). В силу этого 
функция г/ = /(х), рассматриваемая на сегменте [я, Ь], не имеет 
обратной функции, если, конечно, не обобщать понятие функции, 
вводя «многозначные функции». Если наряду с функцией /(х), 
определенной на сегменте [я, fc], рассматривать функцию, опре
деленную только на интервале монотонности функции f (х) (напри
мер, [я, с], [с, d] пли [d, b]) и совпадающую с f (х) на этом
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интервале, то у этой новой функции уже будет существовать 
обратная функция. С этим вопросом мы встретимся в п. 41 при 
изучении функции у = Кх и в пп. 130—133 при изучении обрат
ных тригонометрических функций.

36. Функции нескольких переменных. Схема представления 
зависимостей величин в природе с помощью функций одной пере
менной является очень упрощенной; в действительности значения 
данной интересующей нас величины зависят от многих факторов 
(определяются значениями ряда других величин). Возьмем в каче
стве примера уравнение состояния идеального газа

PV = RT.
Это уравнение связывает три (вообще говоря, переменные) вели
чины: давление Р, температуру Т, объем В. Если ограничиться 
изучением изотермических процессов (Т — То = const), то можно 
будет объем считать функцией давления:

V = f(P) = ^.

Если рассматривать изобарические процессы (Р = Рп — const), 
то придется уже объем считать функцией температуры:

Ѵ = Ф(П=т?.‘
го

и т. д. В общем же случае объем V надо рассматривать как функ
цию двух переменных Р, Т:

V = F(P, Т) = %.

Дадим определение функции двух переменных (случай функ
ции большего числа переменных трактуется аналогично). Величина 
г называется функцией двух переменных х, у (принимающих зна
чения в некоторой допустимой области изменения, называемой 
областью определения функции z = f(x, у)), если каждой паре 
значений X, у (из этой области) отвечает по некоторому закону 
единственное значение г.

Поскольку пара значений аргументов х, у может быть изо
бражена точкой плоскости, то область определения функции 
удобно изображать на плоскости.

Пример. Функция задана аналитическим выражением:
а) z = V'x + V^ÿ\ б) 2=xlg(l—X2 —г/2);

найти ее область определения (т. е. о.д. з. соответствующего вы
ражения) и изобразить ее графически.

Решение, а) Функция определена при х^О, у^О. Соот
ветствующая область — четвертый квадрант (включая ограничива
ющие его лучи координатных осей), рис. 23, я.
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б) Здесь 1—х1— г/2>0, или х2 + //2< 1. Это условие опреде
ляет множество точек, расстояние которых от начала О меньше

Рис. 23.

единицы. Такие точки заполняют внутренность круга с центром 
в 0 и радиусом, равным единице (точки окружности в область 
не входят), как показано на рис. 23,6.
Упражнения

1. Найти область определения следующих функций:

б) </=/^36; в)у=3/ї=й; г) у= /Ї2ПТТТ
2. Найти функции, обратные по отношению к следующим функциям:

. 3 ,. 2х—1
а) і' = Тз-ГТ; б) í/ = TZ¡-0--*3+1 ’
3. Показать, что функция у=5л -j- 3 

2x775 совпадает со своей обратной функ

цией.
4. Записать в виде сложных функций (введя промежуточный аргумент 

и — <р (х)) следующие функции:
a)y = tgVnx; б) y = (log,x)3.
5. Найти область определения функций и изобразить ее графически: 
а) г= + ¿г-—4; б) г = lgx+ lg (у— 1).

§ 2. Элементарные функции

37. Обзор элементарных функций. В элементарной математике 
по большей части рассматриваются функции, которые могут быть 
аналитически заданы с помощью рациональных действий (сложе
ние, вычитание, умножение и деление), выполняемых над числами 
(константами) и перечисленными ниже так называемыми основ
ными элементарными функциями, а также с помощью образования 
сложных функций. Основными элементарными функциями усло
вимся считать следующие:

I) степенные функции у = хк, где /г — любое действительное 
число;



114 ГЛ. IV. ФУНКЦИИ И ГРАФИКИ [37

II) показательные функции у — ах, где а — любое положитель
ное число, отличное от единицы: а > 0, я=/=1;

III) логарифмические функции y — \ogax, где а—любое поло
жительное число, отличное от единицы: а > 0, 1;

IV) тригонометрические функции
í/ = sin.r, z/ = cosx, I/—IgA", y = ctgx;

V) обратные тригонометрические функции
у — arcsin X, у = arccos х, 
z/=arctgx, у = arcctg х.

Функции, получающиеся из основных элементарных функций 
перечисленными выше операциями (из которых особенно важна 
операция образования сложной функции), будем называть элемен
тарными функциями. Так, например, элементарными являются 
функции

=У 2 + sin X ’

У=1о§з(№-+ 5Л'), 
y-arctg2f-^ + ctg8.v)

и т. п.
Выделим некоторые особенно важные виды элементарных функ

ций.
Функции, образуемые применением к аргументу только трех 

целых рациональных действий, называют целыми рациональными 
функциями (ц. р.ф.). Их также называют многочленами или по
линомами от переменной х; любая ц. р.ф. записывается в виде 

у = РП(х) = аЛх" + а1х',~1 ф...-'Га„. (37.1)
Если ао=^0, то она называется ц. р.ф. или полиномом степени п. 
Линейную ц. р. ф.

у = ах~-Ь (37.2)
называют просто линейной функцией.-, квадратичную ц. р.ф.

у = ах- + Ьх + с (37.3)
— квадратным (или квадратичным) трехчленом.

Дробно-рациональной функцией (д. р. ф.) называют функцию, 
которая требует для своего образования выполнения рациональ
ных действий (включая деление). Таковы, например, функции

Вообще, д. р. ф. представляется как частное отделения двух ц.р.ф.:

У
р„ (*) _ айх" + ахх"-1 + ... +

б0х'»+М/й-1+...+Ѵ
(37.4)
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В простейшем случае, когда числитель и знаменатель — ли
нейны, функция имеет вид

ax-¡-b 
сх + dУ- (37.5)

и называется дробно-линейной функцией.
Если, кроме рациональных операций, для образования функ

ции применяется еще извлечение корня целой степени (т. е. воз
ведение в рациональную степень), то такую функцию мы назы
ваем алгебраической иррациональной функцией. Примеры алгебраи
ческих иррациональных функций:

У = і/ = х + 2/Т^; iZ = /l±/X.

Все перечисленные до сих пор виды элементарных функций 
называются алгебраическими функциями.

Показательная функция, логарифмическая функция, степенная 
функция при иррациональном показателе степени называются 
трансцендентными функциями-, также трансцендентными считают 
и тригонометрические функции. Сам термин «трансцендентный» 
означает «превосходящий» (в смысле превосходящий силу алге
браических методов). Тригонометрические функции изучаются в 
главах VIII—XII; здесь мы рассмотрим некоторые алгебраиче
ские и трансцендентные функции (логарифмическую и показа
тельную).

38. Линейная функция. Линейной функцией мы назвали функ
цию вида (37.2):

у — ах + Ь. (38.1)
При ô = 0 она принимает вид

у = ах. (38.2)
В этом случае говорят, что у прямо пропорционально х (с коэф
фициентом пропорциональности а); равенство (38.2) задает пря
мую пропорциональную зависимость между х и у.

Отметим простейшие свойства функции у = ах~. 1) функция 
определена при всех значениях х; 2) график функции проходит 
через начало координат (при х = 0 имеем г/ = 0); 3) функция не
четная, график ее симметричен относительно начала координат, 
так как а-(—х) =— (ах).

Чтобы построить график функции у —ах, проведем через на
чало координат прямую линию под углом ф к оси Ох (угол от
считывается от оси ,Ох против часовой стрелки; см. п. 8) таким, 
что tgq) = a.

Докажем, что эта прямая и является графиком функции. Для 
этого следует установить два положения: 1. Любая точка этой 
прямой есть точка графика функции. 2. Любая точка графика 
функции лежит на построенной нами прямой.
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Возьмем любую точку прямой, отличную от начала коорди
нат (точка /Ил(х0, г/0) на рис. 24, о). Имеем для нее

^ = tgcp = a, т. e. y0 = ax„
*vo

— точка лежит на графике функции. Обратно, если для неко
торой точки Мо (л'„, //о) выполнено равенство у0 — ах„, т. е. уаІха —
— tg ф, то прямая, соединяющая эту точку с началом координат,

наклонена к оси Ох под углом <р, т. е. совпадает с построенной 
нами прямой.

Таким образом, график функции у = ах есть прямая, прохо
дящая через начало координат под углом <р (где tg ср — а) к оси 
Ох. В связи с этим коэффициент а прямой пропорциональности 
называют также угловым коэффициентом прямой, служащей гра
фиком нашей функции. При а > 0 прямая располагается в I и 
III квадрантах (угол ср острый; рис. 24,о), при а < 0 она рас
полагается во II и IV квадрантах (угол ф тупой; рис. 24,6), при 
а = 0 прямая совпадает с Ох.

Для построения графика линейной функции (38.1) сравним ее ' 
с функцией (38.2) и заметим, что при любом значении х вели
чина у, т. е. ордината графика линейной функции у — ах-}-Ь, 
получится из ординаты графика функции у = ах прибавлением 
одного и того же слагаемого Ь. Отсюда ясно, что графиком функ
ции (38.1) будет служить прямая линия, параллельная линии 
у = ах, служащей графиком функции (38.2). Эта прямая полу
чается из прямой у = ах сдвигом на |£>| единиц вверх при ¿> > 0 
или вниз при b <0. При х = 0 имеем у = Ь\ величина b показы
вает, в какой точке график пересекает ось ординат (рис. 25).

Доказано, что графиком линейной функции является прямая 
линия, поресекающая ось Оу в точке с ординатой b и наклонен
ная к оси Ох под углом, тангенс которого равен а.
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Справедливо и обратное утверждение: всякая (не параллельная 
оси Оу) прямая на плоскости является графиком линейной функ
ции (38.1).

Величины а и b называются, соответственно, угловым коэф
фициентом и начальной ординатой прямой, служащей графиком 
линейной функции (38.1). При а>0 линейная функция возрас 
тает, при а<0— убывает, при а = 0 является постоянной.

Для фактического построения графика у = ах-\-Ь с данными 
числовыми значениями коэффициентов а и b используем то, что 
прямая линия определяется любыми двумя своими точками.

Пример 1. Построить графики следующих линейных функ-

функции найдем ее точки пересечения с осями координат. 
Чтобы найти точку пересечения с Оу, полагаем в уравнении пря
мой А' = 0 и находим у = 2х—3 |А._0 = —3. Аналогично, полагая 
у —О, получаем абсциссу х — 3/2 точки, в которой прямая пере
секает ось Ох; через полученные точки (0, —3) и (3/2, 0) прово
дим прямую (рис. 26).

б) В этом случае прямая проходит через начало координат 
0(0, 0) и для ее построения достаточно найти еще одну точку. 
Положим, например, х — 1, при этом у = —2; значит точка 
А ( 1, —2) принадлежит искомому графику. Построим прямую, 
проходящую через точки А и О, она и является графиком данной 
функции (рис. 26).

в) В этом примере ß = 0. Графиком функции служит прямая, 
параллельная оси Ох. В данном случае она удалена от этой осп 
на одну единицу масштаба и лежит под ней (рис. 26).

Произвольная прямая, не параллельная оси Оу, является 
графиком некоторой линейной функции. Если прямая парал
лельна оси Оу и пересекает ось Ох в точке с абсциссой х = а,
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то все точки прямой имеют такую же абсциссу; прямая опреде
ляется уравнением

х = а, (38.3)
не содержащим у.

Можно вообще рассмотреть произвольное уравнение первой 
степени (линейное уравнение) относительно X и у:

Ах + Ву + С =0. (38.4)
Такое уравнение называется общим линейным уравнением. При 
£=,¿=0 оно, по существу, определяет у как линейную функцию х: 

í/ = —J, т-е- У = ах + Ь, где а = — Ь= — ^.

Если функция у = /(х) задана уравнением F (х, у) — 0, связывающим х 
и у, которое не разрешено относительно у, то говорят, что функция задана 
в неявном виде-, уравнение (38.4) задает линейную функцию в неявном виде.

Если ß = 0, то считаем Л#=0 и находим 
Л%4~С = 0, X — — -д ,

т. е. получаем уравнение прямой, параллельной оси Оу. Окон
чательный вывод: общее линейное уравнение (38.4) всегда опреде

ляет на плоскости прямую линию (пред
полагается, что А и В одновременно 
нулю не равны).

Пример 2. Построить прямые, 
заданные следующими уравнениями: 
а) 2.ѵ4-Зу-6 = 0; б) Зх+15 = 0.

Решение, а) Определим точки 
пересечения данной прямой с осями 
координат. Для этого в уравнении 
положим сначала .г —0, азатем у = 0. 
Найдем точки (0, 2) и (3, 0) и проведем 
через эти две точки прямую (рис. 27).

б) В уравнении отсутствует член с у. Поэтому оно задает 
прямую, параллельную оси ординат. Находим х =—5 и строим 
прямую, параллельную оси ординат, расположенную. слева от 
этой оси и отстоящую от нее на 5 единиц масштаба (рис. 27). 

39. Квадратичная функция у—ах2. Рассмотрим функцию
У = (39.1)

установим ее простейшие свойства и построим график этой функции.
1. Функция определена при всех значениях х; значения функ

ции неотрицательны: она равна нулю при х = 0 и положительна 
при любых других значениях х. Следовательно, график функции 
проходит через начало координат и располагается выше оси Ох
(имея с ней общую точку 0(0, 0)).
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2. Функция четная: (—х)2 = х2; график функции симметричен 
относительно оси Оу. Поэтому достаточно построить его для х О 
и затем зеркально отразить относительно Оу.

3. При х^О функция у = хг — возрастающая; действительно, 
при 0^х1<х2 имеем х2 < х2, т. e. yL<.y2. Для отрицательных 
X, т. е. в интервале (—оо, 0], функция убывает. Всего имеем 
два интервала монотонности:

1) интервал убывания (—оо, 0],
2) интервал возрастания [0, + оо).
Точка 0(0, 0)—точка минимума функции. В ней функция 

принимает свое наименьшее значение, равное нулю.
4. Для правильного изображения графика функции полезно 

рассмотреть более подробно характер ее изменения («поведение») 
при X, весьма близких к нулю, и при весьма больших х.

Если X принимает, например, большие положительные зна
чения, скажем х = 10, х = 100, х= 1000 и т. д., то у также быстро 
растет (при X оо функция у = х2 также стремится к бесконеч
ности). При этом у растет не только в абсолютном смысле, но и 
по отношению к х. Именно, находим
из у = X2

(39.2)

откуда видно, что с увеличением X от
ношение у/х растет неограниченно, стре
мится к бесконечности. Поэтому гра
фик функции поднимается вверх (впра
во) весьма круто (рис. 28).

При очень малых х, например при 
х = 0,1, X —0,01, х = 0,001, у прини
мает, соответственно, еще более быстро убывающие значе
ния 0,01; 0,0001; 0,000001, малые не только «абсолютно», но 
и по отношению к X (что видно из того же равенства (39.2)). 
Геометрически это означает, что наклон хорды, соединяющей 
точку (х, у) графика с точкой (0, 0), при малых х будет очень 
мал: график подходит к началу координат, тесно сближаясь с 
осью Ох, «касаясь» оси Ох (рис. 28).

Для более точного изображения графика составим еще неболь
шую табличку значений функции, например:

.V 0 Vä і 2

Í/ = X2 0 '/i і 4
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Полученные на рисунке точки соединим плавной линией с уче
том общих, установленных выше свойств функции.

Графики функций у = ах2 имеют такой же характер; при а > 0 
ординаты графика функции г/ = й.ѵ2 отличаются множителем а от 

ординат графика функции у = х2. При
„i а<0 получается график, симметрично

расположенный с графиком у = | а | х3
я=2 относительно оси Ох.

а=-2
Рис. 29.

На рис. 29 показаны графики функ
ций у = ах- при а= I,1/,, 2, — 1, —х/2, —2.

Напомним, что график функции ви
да у = ах'2 называется параболой-, ось 
симметрии графика называется осью 
параболы (здесь она совпадает с осью 
Оу), точка пересечения параболы со 
своей осью—вершиной параболы (здесь 
вершина совпадает с началом коорди
нат).

Функции более общего вида (37.3) 
(квадратные трехчлены) изучаются в 
п. 45.

40. Степенная функция у = хп. Рас
смотрим теперь функцию

у = х" (40.1)

при любом натуральном п. В случае п=\ и п — 2 получаются 
уже знакомые функции: линейная у = х и квадратичная у = х2, 
графиками которых являются прямая (биссектриса I—III коор
динатных углов) и парабола.

Можно также рассмотреть и несколько более общий случай 
функций вида у—ахп. Их графики получатся из графиков функ
ций у — х" аналогично тому, как параболы у = ах'2 получались 
в п. 39 из параболы у = х'2.

Можно указать на некоторые общие свойства рассматриваемых 
функций. Все они принимают нулевое значение при х = 0 (их 
графики проходят через начало координат). При четном n = 2k 
функция у = х" = х2к четная, так как (—х)2к = х2к. График симмет
ричен относительно оси Оу. Если п — нечетное, /і = 2£+1, то и 
функция нечетная, так как (—х)2А-+1 =— х2А+1. В этом случае 
график симметричен относительно начала координат.

Для х^О функции (40.1) все являются возрастающими. При 
этом, чем больше показатель п, тем больше значения х" для 
х> 1; напротив, при 0<х<1 функции с большим показателем 
степени п принимают меньщие значения. Для х = 1 все функции 
у = Хп принимают значения, равные 1.
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Вот табличка, поясняющая это на примере отдельных значений:

рис. 30. При /г = 3 и п = 4 они соответственно называются пара
болами третьей и четвертой степени (парабола третьей степени 
называется также кубиче
ской параболой).

41. Обратная пропор
циональная зависимость.
Степенная функция с ра
циональным показателем 
степени. Начнем с исследо
вания степенной функции 
у = X* в случае k = —1:

У=~^ (4M)

пли с несколько более об
щей функции:

г/ = - (т#=0) (41.2)

(в этом случае говорят, 
что X и у находятся в об
ратной пропорциональной
зависимости, а число т называют коэффициентом обратной про
порциональности). Равенство (41.2) записывают также в симмет
ричной относительно X и у форме:

ху = т. (41.3)
Таким образом, произведение величин, находящихся в обратной 

пропорциональной зависимости, постоянно и равно коэффициенту 
пропорциональности.
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Проведем исследование функции (41.2) в случае т > 0.
1) Областью определения функции (41.2) служит вся ось Ох, 

кроме точки х = 0: эта область состоит из двух бесконечных 
открытых интервалов (—оо, 0) и (0, -Eoo).

2) Функция не обращается в нуль. Если х > 0, то (в силу 
т > 0) и у > 0, для отрицательных х функция также принимает 
отрицательные значения. Областью изменения функции является 
множество всех действительных чисел, кроме нуля.

3) Функция (41.2) нечетна (докажите); ее график симметричен 
относительно начала координат. Достаточно поэтому рассмотреть 
лишь ту его часть, которая соответствует интервалу (0, +оо).

График функции (41.2) обладает и симметрией относительно 
биссектрис координатных углов. Покажем, например, его сим
метрию относительно биссектрисы I—III углов. Запись (41.3) 
совершенно симметрична относительно X и ;/; поэтому, если точка

(хп Уу) лежит на графике функции, то и симметричная с ней 
точка Л42(х2, г/2), имеющая координаты -ѵ2 = х/1, у., = х1, лежит на 
том же графике; из равенства х1у1 — /п следует

Х2У2 = Z/Л = т.

Это соображение применимо всякни раз, когда соотношение между х и у 
можно представить в форме, симметричной относительно X и у, т. е. в виде 
F (х, у) = 0, причем функция F (х, у) удовлетворяет условию F (у, x} = F (х, у).

4) При X > 0 функция (41.2) убывающая; действительно, из 
0 < X, < х2 следует /ц/хх >/?г/х2, т. е. ¿/, > у.,. Функция является 
убывающей и в интервале (—оо, 0) (проверьте самостоятельно). 
Было бы ошибкой тем не менее считать функцию убывающей во 
всей области определения: в точке х = 0 она не определена, 
имеется два интервала ее монотонности: (—оо, 0) и (0, +оо), 
в каждом из которых она убывает.

5) Изучим характер изменения у при условии, что х прини
мает все большие положительные значения (стремится к беско
нечности). Ясно, что у = т/х при этом будет приближаться к 
нулю, оставаясь все же положительным. Графически это озна
чает, что кривая приближается (при движении точки вправо) к осп 
абсцисс, оставаясь выше оси абсцисс. Ось Ох является асимпто
той графика обратной пропорциональности.

Если, напротив, заставить х приближаться к нулю, оставаясь 
положительным, то у будет неограниченно возрастать (стремиться 
к бесконечности). График имеет и вторую асимптоту—ось Оу 
(последнее ясно также из наличия асимптоты Ох и симметрии 
относительно прямой у = х). Кривая, соответствующая разобран
ному случаю т > 0, показана на рис. 31, а; случай т < 0 рас
сматривается аналогично, график изображен на рис. 31,6.

Кривая, служащая графиком обратной пропорциональной 
зависимости, называется равнобочной гиперболой. В обоих слу-
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чаях т > 0 и т < О гипербола состоит из двух отдельных 
частей, называемых ветвями гиперболы. Гипербола имеет оси

симметрии (здесь они совпадают с биссектрисами координатных 
углов), две асимптоты (они совпали с координатными осями),

На рис. 32 показаны графики функций у=\/хп при /г = 2, 
/г. = 3; исследование этих функций предоставляется читателю.

В качестве примеров степенных функций с дробными пока
зателями степени рассмотрим у = f/х и у = ]ґх.

Функцию y= 'j/x можно рассматривать как обратную по 
отношению к у = х3; поэтому можно построить ее график как 
кривую, симметричную с кубической параболой у = х3 относи
тельно биссектрисы I—111 координатных углов (рис. 33). Ясно,
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что и не зная правила, относящегося к графикам взаимно обрат
ных функции, мы могли бы переписать уравнение y=f/~x в 
равносильном виде х = у3 и строить график функции х = у3 как 
кубической функции от у.

В случае функции у = ]^х область определения — полу
ось х>0. И здесь можно применить правило, относящееся к

рассмотрим функцию у = х2 во всей ее области определения 
(—оо, +оо), то она не будет монотонной и не будет иметь 
обратной функции. Возьмем, однако, функцию г/ = .ѵ2, ограничив 
область изменения х положительной полуосью (рис. 34). Теперь 
функция у — х~ монотонна (на всей полуоси х^О) и имеет 
обратную функцию у — ^х, график которой показан на том же 
рис. 34.

Покажем еще график функции г/=р/х2, называемый часто 
полу кубической параболой.

Проведем краткое исследование функции.
1) Область определения — вся числовая ось.
2) Функция неотрицательна и обращается в нуль только при 

х-Q-, график функции проходит через начало координат и ле
жит выше оси абсцисс.

3) Функция четная, ее график симметричен относительно- 
оси Оу.

4) Функция монотонно возрастает при положительных х 
(и монотонно убывает при отрицательных х, что. видно, на
пример, из симметрии графика относительно Оу).

5) При неограниченно растущем х функция также растет 
(стремится к бесконечности), но медленнее, чем х; равенство 
у=і/х2 влечет за собой у/Х= ì/f/x, т. е. при х—> + оо отно
шение у/х уменьшается, приближаясь к нулю. Это означает, что 
хорда, соединяющая точку (0, 0) с любой точкой (х, р/х2), на
клонена к оси Ох по мере удаления точки в бесконечность под 
все более острым углом (рис. 35), график поднимается полого.
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Исследуем еще вид кривой вблизи начала координат. Здесь 
при малых значениях х отношение у/х= показывающее
наклон хорды, весьма велико, кривая входит в начало коорди
нат, тесно приближаясь к оси Оу (касаясь оси Оу). График на 
рис. 35 построен с учетом этого исследования и с использова
нием отдельных точек (0, 0), O/g, 7.,), (1, 1), (8, 4).

Аналогичными приемами могут быть исследованы функции 
у — хк с любыми рациональными показателями степени.

42. Показательная функция. Функция вида

У = ах (42.1)

при а > 0, называется показательной функцией.
Исследуем эту функцию.
1) Областью определения функции (42.1) служит вся ось 

абсцисс, т. е. бесконечный интервал (—оо, -¡-со).
2) Функция (42.1) не является ни четной, ни нечетной.
3) Функция у = ах положительна при всех значениях аргу

мента, поэтому ее график весь располагается выше оси абсцисс. 
Если я> 1, то ах > 1 при %>0 и ах < 1 при х<0. Напротив, 
если а < 1, то ах < 1 при х > 0 и ах > 1 при х < 0. В любом 
случае ax¡x=0=l. График проходит через точку (0, 1) на осп Оу.

4) Если а > 1, то функция у — ах монотонно возрастает; если 
а < 1, то она монотонно убывает. Действительно, пусть, напри
мер, а> 1. При Xj > X, имеем

yY—у., = ах' — ах-- = ах* (а*> ~ — 1 ) ;

в этом выражении оба множителя положительны и г/, > у.,. Ана
логично доказывается убывание функции в случае а< 1.

5) Пусть я> 1; как мы видели, функция у — ах возрастает; 
можно показать, что при этом ее значения потере возрастания % 
становятся сколь угодно большими. График функции круто под
нимается вверх при движении точки А' по оси абсцисс вправо.

Если теперь заставить переменную точку х двигаться без 
ограничений по осп Ох влево, то при этом значения функции 
(42.1) будут становиться все меньше и меньше, оставаясь, однако, 
положительными. По мере .неограниченного движения точки X 
по оси Ох влево график функции (42.1) будет сверху все ближе 
и ближе подходить к оси Ох. Ось Ох является горизон
тальной асимптотой графика функции (42.1), как показано на 
рис. 36,а.

В случае а < 1 функция у = ах, как уже отмечено, убывает; 
по мере возрастания а- ее значения быстро приближаются к 
нулю — ось Ох является асимптотой графика функции. Отрица
тельным значениям X теперь соответствуют значения функции,
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большие единицы, с увеличением модуля X (х—> — оо) функция 
растет, стремится к бесконечности. График показательной функ
ции при а < 1 показан на рис. 36, б.

Чем больше основание а> 1, тем круче поднимается график 
функции у = ах вправо и тем быстрее приближается к асимптоте

при движении точки 
зательных функций

Заметим,i/i <

влево. На рис. 37 показаны графики пока- 
у = ах при значениях основания а —2, 3, 

что графики у=2х и у = (1/2)х (или у = Зх и 
г/ = (1/:,)А') соответственно симмет
ричны относительно оси Оу. Дей
ствительно, у=(1/2)А’ можно за
писать как у = 2_А; если точка 
(х, у) принадлежит графику функ
ции г/ = 2х, то точка (—X, у), симмет
ричная ей относительно оси Оу, 
лежит на графике у = 2~х.

3 а м е ч а н и е. Исключение из чис
ла значении основания а чисел <7 = 0, 
<7=1 и отрицательных значении а объ
ясняется следующими обстоятельствами. 
При <7 = 0 выражение вида 0-ѵ определе
но при X > 0 и в этом случае тождест
венно равно нулю. При <7=1 выраже
ние Ia" определено при всех X, но снова 

имеет постоянное значение (тождественно равно единице). Для отрицательных 
<7 возможно возведение в целую степень X = 77 или в рациональную степень 
x = pìq с нечетным знаменателем ç; ах имеет смысл в случае <7 < 0 лишь при 
указанных сравнительно «редких» значениях а. Поэтому <7 = 0 и <7=1 исклю
чают из определения показательной функции в силу того, что эти случаи 
неинтересны (приводят к постоянным), а а < 0 — в силу того, что область до
пустимых значений X не является «сплошной», а состоит из «разрозненных» 
точек. Само аналитическое выражение ах в указанных случаях сохраняет 
смысл и может встречаться в решении задач. Например, для выражения хУ 
точка х = —1, у — — 1 входит в о.д.з.
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43. Логарифмическая функция. Функция вида
z/==logflx, (43.1)

где а > 0 и а=7^1. называется логарифмической функцией.
Чтобы построить график логарифмической функции, проще 

всего заметить, что она является обратной функцией для пока
зательной функции. Действительно, если г/-= loga X, то х~ау , и 
обратно. Функции £/ = logu% и у — ах— взаимно обратные функ
ции, их графики расположены зеркально-симметрично относи
тельно биссектрисы I—III координатных углов.

Этим мы и воспользовались при построении на рис. 38 гра
фика логарифмической функции z/=logßx по известному (изобра
женному здесь пунктиром) графику показательной функции

у — ах (рис. 38, а относится к случаю а> 1, а рис. 38, б — к слу
чаю 0 < а < 1).

Отметим, что графики логарифмических функций в обоих 
случаях расположены правее сси ординат Оу, поскольку лога
рифмическая функция определена лишь для положительных 
значений независимой переменной х. При всяком основании а 

1 или 0 < а < 1 ) графики проходят через точку (1, 0).
Число % = 1 служит нулем логарифмической функции у — logax 
при любом а.

При а>1 логарифмическая функция (43.1) является возра
стающей функцией, при 0<а< 1—убывающей.
Упражнения

1. Построить графики функций:
а) і/ = Зл-)-6; б) у=—2х —8; в) í/ = 3x; г) у — —4.
2. Построить прямые, заданные уравнениями:
а) 4х-|-3z/-¡- 12 = 0; б) 2л—10 = 0; в) х+у = 0; г) х— Зу—9.= 0.
3. Построить графики следующих функций:
а) б) д = х5; в)у = 2*;г) у = (і/3)ѵ; д) у = log1/¡s х; е) ÿ = log3x.
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§ 3. Преобразование графиков
44. Параллельный сдвиг графика. Во многих случаях гра

фики функций могут быть построены путем некоторых преобра
зовании уже известных графиков других функций более простого 
вида. Так, если известен график функции у = /(%), то можно 
построить графики функций вида

У — / Сѵ) + ß і У = f (* + а) •
1) Построение графика функции у = / (,ѵ)ß (сдвиг 

графика в направлении оси ординат). Вспомним, что график 
линейной функции у = ах + Ь получался из графика функции

направлении оси Оу (см. рис. 25). Точно так же ясно, что 
ординаты графика функции y = /(x)4-ß получаются из ординат 
графика функции y = f(x) прибавлением постоянного слагаемого ß, 
т. е. для получения графика y = /(.v) + ß наД° весь график 
y = f(x) переместить параллельно оси Оу на |ß| единиц вверх 
или вниз, смотря по знаку ß (рис. 39).

2) Построение графика функции у = /(х + а) (сдвиг 
графика в направлении оси абсцисс). Пусть по графику функции 
у — f (х) нужно построить график функции y = f(x + a). Эту за
дачу можно решить переносом графика функции y — f(x) на |а| 
единиц масштаба влево, если а > 0, и вправо, если а < О 
(рис. 40).

Поясним это на следующем примере. Рассмотрим функцию 
у — (х-b I)2 и сравним ее график с графиком функции у = х2. 
Одни и те же ординаты мы получим, если для функции 
у=(х-[-1)2 будем брать абсциссы на единицу меньшие, чем для 
у — х2. Абсциссы всех точек графика у = х2 следует уменьшить 
на единицу, т. е. сдвинуть график у = х2 влево на одну единицу 
масштаба (рис. 41, а). '
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По таким же соображениям видно, что график функции 
у = (х— 2)а получится из графика функции у = х2 сдвигом на две 
единицы вправо (рис. 41,6).

Оба сдвига — в направлении осей Ох и Оу — могут применять
ся одновременно. Так, для построения графика функции у — 
— (х — 2)2—1 следует график функции у = хг снести на две

оси Оу вниз (рис. 41, б).
Пример. Построить графики функций: а) у = (х + 2)3-)- 1 ; 

б) і/ = 2 + К%—3.

Решение, а) График функции у = (х + 2)3 + 1 получится из 
известного графика функции у = х3 (рис. 30) сдвигом на две 
единицы влево и на одну единицу вверх (рис. 42, а).

б) Решение понятно из рис. 42, 6. Область определения функ
ции здесь—бесконечный интервал [3, оо).

5 B. В. Зайцев и др.
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В некоторых случаях вместо сдвига графика пользуются переносом на
чала координат (п. 8, рис. 6). Покажем, как это делается, иа примере функ
ции у = (х— 2)2— 1, график которой уже был показан на рис. 41, в.

Возьмем точку 0' (вершину параболы) с координатами (2, —I) (рис. 43) 
и перенесем в нее начало координат; при этом связь между старыми и но

выми координатами по формулам (8.1) 
будет такая: х — 2 = х', z/Д-І =(/'. В 
новых координатных осях уравнение па
раболы у = (х— 2)2—1 примет простей
ший' вид г/'=х'2; парабола строится 
уже по ее новому уравнению непосред
ственно относительно новой системы 
координат.

45. График квадратного трех
члена. Квадратным трехчленом мы 
назвали целую рациональную 
функцию второй степени (37.3):

у = ах2 + Ьх + с, (45.1)
где ß=#0. Докажем, что графиком квадратного трехчлена 
является парабола, получаемая параллельными сдвигами (в на
правлениях координатных осей) из параболы у = ах2. Для этого 
приведем выражение (45.1) путем простых тождественных пре
образований к виду

г/= а (х 4-а)2 + ß. (45.2)

Соответствующие преобразования, записанные ниже, известны 
как «выделение точного квадрата»:

ь-у — ах2 + Ьх + с — а ( х2 + — х ) с = а х2 + — х , 4д3

( , , b — ai Xs-у 1 2а

62 .
—Й + С- 

-4ас
4а (45.2')

Мы привели квадратный трехчлен к виду (45.2); при этом
ó2 — 4ас

4а (45.3)a = É, ß:

(эти выражения не следует запоминать, удобней всякий раз вы
полнять преобразование трехчлена (45.1) к виду (45.2) непо
средственно).

Теперь видно, что график трехчлена (45.1)—парабола, равная 
параболе у —ах2 и получаемая сдвигами параболы у = ах2 в на
правлениях осей координат на а и ß (с учетом знака а и ß) 
соответственно. Вершина этой параболы помещается в точке 
(—а, ß), ее осью служит прямая х = — а. При а>0 вершина— 
наинизшая точка параболы, при а < 0 — наивысшая.

Пример. Построить графики функций: а) г/ = 2х2 + 4х—6; 
б) у = —х24-4х.
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Решение, а) Преобразуем квадратный трехчлен: 
г/=2х2 + 4х—6 = 2(х + I)2 — 8.

Вершина параболы—точка 0' (—1, —8), ось — прямая х =—1. 
Вершина здесь — наинизшая точка графика (минимум и наимень
шее значение функции получаются при х = —1). Наметим еще 
точки пересечения графика с осями координат: при х = 0 имеем 
у = —6. Если г/ = 0, то Хі = —3, %2=1. По указанным данным 
парабола построена на рис. 44,а.

б) На рис. 44, б показан график второй функции у=—х2+4х== 
=—(х—2)2 + 4.

Проведем теперь исследование квадратного трехчлена, т. е. 
выясним его свойства в зависимости от числовых значений коэф
фициентов а, Ь, с в его выражении (45.1).

Обозначим в равенстве (45.2') величину № — 4ас через d:
У=а(х+'ІУ~Ѣ (45-4)

d = b2— 4ас называется дискриминантом квадратного трехчлена. 
Свойства трехчлена (45.1) (и расположение его графика) опре
деляются знаками дискриминанта d и старшего коэффициента а.

1) а > 0, d < 0. Вершина графика 0' (—&/(2а), ■—d/(4a)) 
лежит выше оси Ох, поскольку '—d/(4a) > 0; так как а > 0, то 
график расположен выше вершины О'; он лежит в верхней полу
плоскости (t/>0; рис. 45, а).

2) а<0, d<0. Вершина О'(—Ь/(2а), —d/(4a)) лежит ниже 
оси Ох и является наивысшей точкой графика. Парабола распо
ложена в нижней полуплоскости (г/ < 0; рис, 45,6).

3) а > 0, d > 0. Вершина О' лежит ниже оси Ох, парабола 
пересекает ось Ох в двух точках хх, х2 (рис. 45, в).
5*
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4) а<0, d > 0. Вершина 0' лежит выше оси Ох, парабола 
снова пересекает ось Ох в двух точках хп х2 (рис. 45,г).

5) а > 0, d = 0. Вершина лежит на самой оси Ох, парабола 
расположена в верхней полуплоскости (рис. 45, 9).

6) а < 0, d = 0. Вершина снова лежит на оси Ох, но парабола 
расположена в нижней полуплоскости (рис. 45, е).

Выводы. Если d < 0, то график функции весь лежит либо 
выше (при а>0), либо ниже (при а < 0) оси абсцисс. Функция 
у = ах2 + Ьхе с d < 0 знакопостоянна. Если d = 0, то положение 
отличается лишь тем, что вершина параболы лежит на оси Ох 
(функция знакопостоянна, но в одной точке обращается в нуль).
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Если d > 0, то функция- знакопеременная (график частью лежит 
ниже, частью выше оси Ох). Квадратный трехчлене d > 0 имеет 
два корня (нуля) ха. При а > 0 он отрицателен в интервале 
между корнями (рис. 45, б) и положителен вне этого интервала. 
При а < 0 он положителен в интервале между корнями 
(рис. 45, г) и отрицателен вне этого интервала.

Все эти сведения будут использованы в теории квадратных 
уравнений и при решении квадратных неравенств (пп. 61, 79).

46. График дробно-линейной функции. Так же как построение графика 
квадратного трехчлена полностью сводится к построению графика квадратич
ной функции у = ах2, исследование дробно-линейной функции (37.5)

Í/ = ^Z^ (с 5*0, ad-bejiO) (46.1)

и построение ее графика сводятся к построению графика обратной пропорцио
нальности (равнобочной гиперболы). Именно докажем, что график функции 
(46.1) получается параллельным сдвигом графика функции y = k/x вдоль осей 
Ох и Оу. Для этого приведем тождественными преобразованиями выражение 
(46.1) к виду

Рассмотрим два случая: а/0и а = 0.
1) Пусть а / 0. Тогда

(46.2)

ах-\~Ь
i ьJÇ-j----

а 1 а
be—ad

ex -j-d c . d
■4—c

i dX+T I dx-\— 1 c
T. e. мы привели выражение у к виду (46.2) при

d о а , be—ad
а=—, ß = —, к =---- s—с с с2

(запоминать эти формулы не нужно).
2) Если а = 0, то преобразование проводится еще проще:

b b/c k
— —ex 4- а x+- X +a

Пример. Построить графики функций:
3x4-1л 2 *+lа) * = £ГГз; б) У==7+3: в) У = 2х—5'

Решение, а) Перепишем у в виде у- 7в

График получается из графика функции у-
'х4-3/а ‘

- сдвигом влево на 3/4 еди
ницы; его асимптотами будут прямые у = 0 и х — —3/4; для построения гра
фика использована также точка его пересечения с осью Оу: х = 0, у—2/3. 
График изображен на рис. 46, а.

ТЛ Х 4" 1 X-J-3-б) Имеем у = _=_з
X 4 6

Асимптоты графика — линии х=—3 и y—ì; точки пересечения с осями 
координат: (0, 1/3) и (—1, 0). График построен на рис. 46,6.

в) График показан на рис. 46. в.
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Замечание. Условие ad — be Q (46.1) имеет простой смысл: если 
ad—bc=0, то числитель и знаменатель в записи формулы (46.1), задающей 
функцию, пропорциональны и при всех значениях х —d/c функция сводится 
к постоянной: у = а/с. Этот случай естественно исключить.

47. Преобразование симметрии. Сжатие и растяжение графика. 
Если имеется график функции y = f(x), то нетрудно построить 
графики функций у = — f(x), y = f(—х), у =— f (—х). Эти гра
фики будут симметричны с графиком функции í/ = /(x) относи
тельно оси Ох, оси Оу, начала координат соответственно. Рас
смотрим каждый случай отдельно.

1) у — '—f (х); точки этого графика будут симметричны сточ
ками графика функции z/ = /(x) относительно оси Ох (каж
дой точке (х, / (х)) отвечает точка (х, — /(%)), симметричная 
с ней).

2) У = f ('—х)', в этом случае область определения функции 
y = f(—х) состоит из точек оси Ох, симметричных с точками 
области определения функции у = f (х) относительно начала коор
динат. Например, функция у = ]ґх определена при х^О, функ
ция же у = Ѵ—X определена при x=sC0. Графики функций 
У= f (х) и y — f(—х) состоят из попарно симметричных относи
тельно оси Оу точек (х, /(х)) и (—X, /(х)).
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3) у = — f(—х); точки этого графика будут соответственно 
расположены симметрично точкам (х, /(х)) графика y = f(x) 
относительно начала координат.

На рис. 47 показан график некоторой функции y = f(x) и 
графики функций г/ = —- /(%), y = f(—x), у =—

По графику функции y = f(x) можно также построить график 
функции вида

y = af(x), а = const =И=0.
Положим для определенности а > 0 (случай а < 0 сведется 

к случаю положительного а после преобразования симметрии 
рассмотренного только что).

Ясно, что график функции г/ = а/(х) получится из графика 
функции у = f (х) умножением всех ординат на одно и то же 
число а (так получались, например, графики функций у = ах2 
по графику функции у = хг). Если а> 1 (например, а —2, как 
на рис. 48), то можно сказать, что график растягивается в а раз 
в направлении оси Оу. При а < 1 (на рис. 48 показан случай 
а = 1/2) «растяжение» в а раз удобней назвать сжатием (в l/а раз).

Наконец, покажем еще, как по графику функции y = f(x) 
найти график функции z/ = /(ax). Пусть*сначала а>1. Тогда 
точкам графика y = f(x) с координатами (х, у) можно поставить 
в соответствие точки графика í/ = /(ax) с теми же ординатами у 
и абсциссами х/а в а раз меньшими, чем абсциссы х графика 
У = Ї(Х)- Так, в случае а = 2 мы будем получать равные значе
ния функций y = f(x) и z/ = /(2x), выбирая для второй вдвое 
меньшие абсциссы, чем для первой. При 0 < а < 1 действие деле
ния абсцисс X на а приведет не к уменьшению (сжатию), а к уве
личению (растяжению) абсцисс. На рис. 49 показаны график
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некоторой функции y = f(x) (заданной на сегменте [а, Z?]) и гра
фики функций y = f(2x), y = f(x/2). Заметим, что сама область 
оси Ох, в которой задана функция y = f(x), соответственно рас
тягивается или сжимается.

Рассмотренные преобразования могут осуществляться одновре
менно в разных сочетаниях. Так, чтобы по графику функции 

y = f(x) построить график
y=f(2x)

1 1 1

I
1
1

1
1
1
1

1
I
1

2а а а. 
2

0 b
2

b

Рис. 49.

2b

Рис. 50.

функции у = —3 f (2х), сле
дует выполнить преобра
зования: 1) сжатия в на
правлении Ох в два раза,
2) растяжения в направ
лении оси Оу в три раза,
3) отражения относитель
но оси Ох.

Преобразования сжа
тия (растяжения) в нап
равлениях осей Ох и Оу 
встретятся, например, при 

построении графиков некоторых тригонометрических функций

48. Построение графиков функций у = \f(x) |, у =/(] х |), 
У — f/Сх |)|- Если дан график функции z/ = /(x),to легко можно 
получить и графики функ
ций г/ = Ц(х)|, # = /(|х|),
У = I f (I *Р I- ,

1) ясно, что 
область определения у этой 
функции та же, что и у 
функции y = f(x). Если для 
данного хзначение/(х)  ̂О, 
то ординаты обоих графи
ков совпадают, графики
имеют общую точку. При f (х) < 0, в силу определения модуля (п. 6), 
I / (х) | —— f (х) и точки графиков симметричны относительно 
оси Ох. Таким образом, все точки графика .функции y = f(x), 
лежащие выше оси абсцисс и на ней, принадлежат также и гра
фику функции y = \f (х) |; все точки графика функции y = f(x), 
лежащие ниже оси абсцисс, нужно зеркально отразить относительно 
этой оси, чтобы получить точки графика функции y=\f(x) |, 
соответствующие тем же абсциссам (рис. 50).

2) Для построения графика функции у = Ң\х\) заметим, что 
при всех х^О будет |х| = х и, значит, /(|х|) = /(х). Таким 
образом, все точки графика функции y = f(x), расположенные 
в правой полуплоскости, будут принадлежать также и графику 
функции y = f(\x\). Далее, функция у = f (| х |)—четная (п. 33).
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В самом деле, |—х| = |х| и, значит, f (|—х|) = f (| х |). Поэтому 
для построения графика функции у = f (| х () по графику функции 
y = f(x) нужно сохранить без изменения часть данного графика, 
расположенную в правой полуплоскости, и зеркально отразить

Рис. 53.

ее относительно оси ординат (при этом часть графика y = f(x), 
расположенную в левой полуплоскости, нужно отбросить). Соот
ветствующая иллюстрация дается на рис. 51.

3) Для построения графика функции у = | f (| х |)| следует после
довательно перейти от графика функции y = f(x) к графику функ
ции y = f(\x\), а затем от него — к графику г/ = |/(|х|)|. Пример 
показан на рис. 52.

Пример 1. Построить графики следующих функций: а) у—х— 1 ;
б) í/ = |x— 11; в) z/=|x| —1; г) z/=||x|—1|.
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Решение. Каждая из заданных функций определена на всей 
оси абсцисс. В качестве основного возьмем график функции у=х—1 
и из него подходящим преобразованием получим все другие тре
буемые графики.

а) График линейной функции у = х— 1 изображен на рис. 53, а.
б) Для построения графика функции у = | х—1| следует часть 

графика функции у = х— 1, лежащую ниже оси Ох, зеркально 
отразить в оси Ох (рис. 53,6).

в) В соответствии с общим правилом построения графика 
функции y — f(\x\) по графику функции y = f(x) поступаем так:

Рис. 54.

берем график функции у = х—1; часть его, лежащую левее оси Оу, 
отбрасываем, а часть, лежащую правее оси Оу, зеркально отра
жаем в оси Оу. В результате получаем график функции у = 1x1—1 
(рис. 53,б).

г) Пользуясь уже имеющимся графиком функции у = | х | — 1, 
получаем график ÿ = ||x|—11, как показано на рис. 53,г.

Пример 2. Построить графики следующих функций:
а) у = х2—4х + 3; б) у = |х2—4х + 31; в) у = х2—4|x| + 3; 
Г) 1/ = |х2—4|х| + 3|.
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Решение. Каждая из данных функций определена на всей 
оси абсцисс. В качестве основного возьмем график функции 
у = х2—4х + 3. а) Перепишем выражение, задающее функцию,

в виде у— (х—2)2—1; график функции—парабола с вершиной 
(2,-1) (рис. 54, а).

б) График функции у = | х2—4х + 3| показан на рис. 54,5.
в) Заметим, что функцию у = х2—41 х | 3 можно представить

в виде г/=|х|2—4|х| + 3 (так как х2 = |х|а); график этой функ
ции изображен на рис. 54, в.
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г) График функции у = \х2—41 х |_+ 31 показан на рис. 54, г.
Пример 3. Построить графики следующих функций: 

а) z/ = log3(x—3); б) у= log., (4х— 12); в) у = 2 log3(х— 3); 
г) у=\ log3 (х—3)|; д) у = log., | х—3 |.

Решение, а) График функции y = log, (х—3) получается 
из графика у = log3x сдвигом на три единицы вправо. На рис. 55, а 
показаны оба указанных графика.

б) Записываем функцию в виде

у = log,, (4х—12) = log3 4 + log3 (х—3) = 2+ log3 (х—3).

Ее график получается из графика y=log3(x—3) сдвигом на две 
единицы вверх (рис. 55,6).

в) График y = 21og3(x—3) получается растяжением в направ
лении оси Оу в два раза (рис. 55, б) из графика y = log3(x—3).

г) y = |log, (х—3) ); построение понятно из рис. 55, г.
д) y=log3jx—3|; построение понятно из рис. 55,6.
49. Сложение графиков. Иногда функция, график которой 

должен быть построен, представляется как сумма двух простей
ших функций, графики которых нам знакомы или легко могут 
быть построены. В этом случае можно применить прием графи
ческого сложения ординат этих графиков (для краткости говорят 
просто о сложении графиков). Покажем этот прием на примерах.

Пример 1. Построить график функции у = х3—2х + 2.
Решение. Можно представить данную функцию как сумму 

функций у = х3 и у~—2х + 2, графики которых нам хорошо 
знакомы. Они изображены на рис. 56 тонкими линиями: это — 
прямая у=-—2х + 2 и кубическая парабола у = х3'. Далее произ
водится суммирование ординат: к ординатам точек кубической 
параболы прибавляются (с учетом знака!) ординаты точек пря
мой. При выполнении этой операции удобно пользоваться мери
тельным циркулем; следует использовать наиболее важные и 
характерные точки каждого из графиков (в нашем примере — 
вершину 0(0,0) параболы, точки пересечения прямой с осями 
и т. д.).

Итогом построения служит график, показанный жирной ли
нией. Мы можем многое сказать о функции: она имеет максимум 
и минимум, обращается в нуль в одной точке и т. д. Положение 
этих характерных точек ее графика мы могли бы найти прибли
женно по чертежу.

Пример 2. Построить график функции у=2х—2х.
Решение. График данной функции можно получить сложе

нием графиков показательной функции у = 2х (п. 42) и линейной 
функции у =—2х (п. 38). Это сделано на рис. 57.

График пересекает ось Ох в точках х— 1, х = 2, являющихся 
нулями функции у = 2х—2х.
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Обратим еще внимание на то, что прямая у =—2х является 
асимптотой графика (так как при х, стремящемся к минус беско
нечности, разность между значениями функций у=2х—2хиу=—2х 
стремится к нулю). Из построения видно, что функция имеет

точку минимума, найти её точное положение для нас затрудни
тельно.

Пример 3. Построить график функции у = хг—Xі. 
Решение. График может быть построен вычитанием ординат

графика у = Xі из ординат графика у = х2 (рис. 58). В данном

У
Ѵ=ХЧ1/ІА>=хг

А./ 0 \l,O) æ

\y=xî-x‘t

Рис. 58.

случае полезно дополнить это построение некоторым общим ис
следованием свойств функции у = х-—X4. Ясно, что функция 
определена для всех значений х и является четной. Она обра
щается в нуль при х = 0, х=±1. Как видно из построения гра
фика методом вычитания, следует ожидать у функции наличия 
двух точек максимума. В данном случае их нетрудно найти;
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преобразуем выражение функции:

Теперь видно, что наибольшее значение í/ = 1/4 функция имеет 
при %= ±1/1^2. Точка % = 0 является точкой минимума данной 
функции (но значение функции в этой точке, равное нулю, не 
есть ее наименьшее значение).

Упражнения

1. Построить графики функций: у = х3 + 2; у = (х—I)3; í/ = 2a'+ 1.
2. Построить графики функции: а) (/ = х2— 6х + 1 ; б) у=х— 4х2.
3. Построить графики функций:
а) У = х'2+5х+6; б) у = | х3+5х + 61; в) ÿ=x2 + 51 х | + 6; 

г) У = |х2 + 5 IX 1 + 61.
4. Построить графики функций:
а) У — logg (*+2); б) у= log3 (Зх+6); в) у = 3 log3 (х+2); г) // = | log3 (х+2)|> 

Д) y=Iogs|x+2|: е) у=| log3 |х+2 11.
5. Построить график функции í/ = x3 + 3~-v.

§ 4. Некоторые сведения о рациональных функциях
50. Целые и дробные рациональные функции. Деление много

членов. В п. 37 мы определили понятия целой и дробной рацио
нальной функции от х; ц. р.ф. степени п задавались в виде

Рп (х) — аохП + а1хп~1 + • • • а„, (50.1)

а д. р.ф.— как частное от деления двух ц. р.ф.:
п / S Рп № = о0хп + аіХп-14- ,,, 4-а,,

k > Sm(x) Ь^+b^-^+...+b^ (50.2)

Ц. р.ф. определена при всех значениях аргумента, а д.р.ф. 
не определена только в нулях знаменателя.

При сложении, вычитании, умножении и делении рациональ
ных функций вновь получаются рациональные функции. Здесь 
мы остановимся на вопросе о делении двух целых рациональных 
функций (или о делении двух многочленов от х).

Напомним сначала определение частного и остатка при делении 
натуральных чисел (п. 6): если а и ¿—два любых натуральных 
числа, то всегда можно найти два других числа q и г такие, что

а — bq + г
иг<Ь. Число q называется частным, а г—остатком при деле
нии а на Ь.

Весьма сходным образом мы определим теперь частное и ос
таток при делении двух многочленов. Пусть

Рп (*) = аохп + а^-1 + ... +ап
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(50.3)

5,л (*) = Ьохт + Ь,хт-1 +...+Ьт
i—два произвольных, многочлена. Назовем два других много
члена Q (х) и R (х), удовлетворяющие условиям:

1) Рп М = Sm (х) Q (X) + R (х),
2) степень R (х) меньше степени Sm (х),

соответственно частным и остатком при делении многочленов 
Р„(х) и S,„(x). Заметим, что, вместо условия «остаток меньше 
делителя» в случае чисел, для многочленов вводится условие 
«степень остатка меньше степени делителя».

В этом определении подразумевается, что равенство (50.3) 
имеет тождественный характер: если произвести действия умно
жения и сложения многочленов в его правой части, то полу
чится многочлен с теми же коэффициентами при соответствующих 
степенях X, что и у Р„(х).

Пример 1. В записи
X3 + 3 = (х2 — X + 1)(х+ 1) + 2

х+1—частное, а 2—остаток от деления х3 + 3 на х2—х+1.
Пример 2. В записи

х4—1 = (хг—1)(ха+1)

х2+1— частное от деления х4—1 на х2—1, а остаток равен нулю
Определение. Говорят, что многочлен Рп (х) делится на 

многочлен Sm (х) нацело, если существует многочлен Q (*) такой, 
что

Рп W = Sm (х) Q (х)
(иначе: остаток при делении Р„(х) на S,„(x) равен нулю).

Следует поставить вопросы: всегда ли для двух многочленов 
Р„(х) и Sm(x) существуют частное и остаток, единственным 
ли образом определены частное и остаток? Не приводя доказа
тельства, даем ответ на эти вопросы: каковы бы ни были два 
многочлена Р„(х) и Sm(x) (Sm(x) + 0), существуют единственным 
образом определенные многочлены Q (х), R (х), являющиеся част
ным и остатком при делении Рп (х) на 5т(х).

Так как, очевидным образом, степень многочлена-произведе
ния равна сумме степеней многочленов-сомножителей, то нетрудно 
сделать вывод: при п т степень частного от деления Рп (х) на 
Sm(x) равна разности степеней іг—пѵ, при п < т частное тож
дественно равно нулю; в последнем случае

P„(x) = SOT(x).0 + P„(x), т. е. Р(х) = Р„(х) 

(аналогично тому, как при делении 5 на 7 получим: 5 = 0-7+ 5).



144 I Л. IV. ФУНКЦИИ И ГРАФИКИ |50

При п^гп наше утверждение о степени Q (х) выясняется из 
сравнения степеней многочленов в обеих частях равенства

Pn(x) = Sm(x)Q(x) + R(x).
Так как степень R(x) по определению меньше т, то она также 
меньше степени Sm (х) Q (х). Степень S,„ (х) Q (х) должна равняться 
степени Рп(х), откуда степень Q (х) равна п—т.

Напомним на примере метод деления многочленов (деление 
«углом»).

Пример 3. Найти частное и остаток при делении
(х) = 2х4 + 11х3 +6х2 — 21х—2 на S2(x) = xa + 3x—4.

Решение.
Р, (х) = 2х4 + 11х3 + 6х2—21х—2 Xa +3х—4 = S2(x)

— 2х4+6х3 — 8х2 2х2+ 5х—-1 = Q (х)
5х3+ 14ха—21х—2 
5х3+15х2 — 20х

■—Xa—X —2 
— Xa — Зх + 4

2х—6 = R (х).
Ограничимся пояснением первых шагов: делим старший член 

делимого на старший член делителя; получаем 2х2. Умножаем 
делитель на 2х2 и результат подписываем под делимым. Вычитаем 
подписанный результат из делимого и снова делим старший член 
разности на старший член делителя ... Процесс заканчивается, 
когда очередной остаток при вычитании имеет степень, меньшую 
степени делителя (или просто равен нулю).

Таким образом,
2Х4 + 1 Іх3 + 6х2 — 21х—2 = (х2 + Зх—4) (2ха-(-5х— 1) + 2х—6.

S. (X) Q (X) Д(х)

Если обе части равенства P (x) = S(x) Q (х) + R (х), определя
ющего частное и остаток от деления Р (х) на S (х), разделить 
почленно на 5 (х), то получим равенство

Р(-ѵ) _
S(x) <3 (*Н

R(x)
S(x) ’

представляющее дробную рациональную функцию в виде 
Р(х) Х

суммы целой части Q (х) и дроби , у которой степень числи
теля меньше степени знаменателя (правильная рациональная дробь). 
Это сходно с разложением числовой дроби (рационального числа) 
на целую и дробную части.
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51. Схема Горнера. Теорема Безу. Рассмотрим более подробно процесс де
ления многочлена Р„(х) на линейный двучлен вида х — а. В этом случае де
ление упрощается и может быть проведено по специальной схеме, называемой 
обычно схемой Горнера.

Запишем основное равенство, определяющее частное и остаток, в случае 
делителя вида х — а; частное имеет степень п— 1, а остаток — нулевую сте
пень, т. е. просто является числом:

ûoxn + aiX"-l+ .. .+а„ = (х — а) (&ох"_1-(-&іХл-2+ . . .+&„-і) + г. (51.1)
Как уже указывалось, это равенство — тождественное, многочлены в его левой 
и правой частях совпадают; раскрыв скобки, получим равенства, выражающие 
совпадение коэффициентов при одинаковых степенях х:

flo = ^o>
а1 = — або + г?!, 
а2 =— aöj + ö2,

on_j = —aô„_2H- 
ап = — «&„_!+г.

Отсюда последовательно находим
Ьд = ûo> 
bi = ві+ а&о. 
ô2 = a2+«ôi>

6„-i = an-i + aí>»-2. 
r = a„ + ab„ _i.

Вычисление коэффициентов частного и остатка располагают в такой 
таблице:

“о “1 а2 • ап — 1 a«

а = 60 afeo + aj а6і + а2 aôn_2 + o„_i aô„_1 + aft = r

Верхняя строка таблицы заполняется сразу; в нижней строке помещаются ко
эффициенты частного и остаток; она заполняется постепенно, слева направо. 
В каждой клетке нижней строки записывается сумма коэффициентов из верх
ней строки и умноженного на а результата, записанного в соседней слева 
клетке нижней строки.

Пример 1. Выполнить деление многочлена х3 + 4х2 — Зх+5 на х—2 по 
схеме Горнера.

Решение. Составляем таблицу:

1 4 —3 5

2 1 6 9 23

Частное равно х2-(-6х-|-9, остаток /- = 23.
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Пример 2. Разделить, пользуясь схемой Горнера, многочлен х4 + 6х2— 
— 5х —3 на двучлен х+1.

Здесь а =—1. В остальном решение выполняется так же;

1 0 6 —5 —3

—1 1 —1 7 —12 9

Частное равно х3—х2+7х—12, остаток равен 9.'
Замечательно, что остаток от деления многочлена на двучлен 

X—а может быть найден независимо от выполнения деления, 
без отыскания частного. Действительно, положим в равенстве

Рп (х) = (х—а) Q (х) + г
х = а. Так как равенство тождественное, то оно удовлетворится 
и мы найдем

P„W = r.
Остаток от деления многочлена Рп(х) на двучлен вида х—а 

равен значению многочлена при х = а:
Г ~ Р>1 (А')|х=а-

Как следствие отсюда вытекает
Теорема Б е з у. Многочлен Рп (х) делится без остатка на 

двучлен X—а в том и только в том случае, когда а—корень 
многочлена.

Пример 3. Найти остаток от деления многочлена х3 + 6х2 — 
— 2х + 5 на двучлен х—3 (не выполняя деления).

Решение. Значение остатка находим так:
х^ + бх2—2х + 5|х=3 = 27 + 54 — 6 + 5 = 80,

Пример 4. При каком значении X многочлен 
Р (х) = Xі + 6х" + Хх 4~ 6

разделится на х + 2 нацело?
Решение. Для того чтобы деление выполнялось нацело, в 

силу теоремы Безу необходимо и достаточно, чтобы число ■—2 
было нулем многочлена. Имеем

16 + 24—+2 + 6 = 46—2Х,
откуда находим: многочлен разделится на х + 2 нацело, если 
Х=23 (и только при этом условии).

Пользуясь теоремой Безу, легко выяснить, при каких усло
виях выражения вида (<з + 0)

хп—ап, хп + ап
будут делиться на х—а, х + а без остатка.



52] § 4. НЕКОТОРЫЕ СВЕДЕНИЯ О РАЦИОНАЛЬНЫХ ФУНКЦИЯХ 147

1) хп—ап делится на х—а при любом п. Действительно,
хп—ап \х=а = ап—а“ = 0,

откуда делимость вытекает в силу теоремы Безу.
2) хп—ап делится на х + а при четном п и не делится при 

нечетном п. Действительно, находим
I 0, если п— четное,— (—ay<_an=¿

1 k ' (—2ал, если п— нечетное,

откуда и следует наше утверждение.
3) хп-\-ап делится на х + а при нечетном п и не делится при 

четном п\ хп-\-ап не делится на х—а ни при каком п.
Доказательство аналогично и предоставляется читателю.
52. Нули многочлена. Разложение многочлена на множители. 

Ц. р.ф. или многочлен можно рассматривать не только при дей
ствительных значениях X, но и при любых комплексных значе
ниях г; в самом деле, все действия, необходимые для получения 
значения многочлена

Рп(2) = а02л + а12',-1+... +о„, (52.1)

имеют смысл при любом комплексном 2 (мы сохраним обозна
чение X для действительной части 2 = х+г//). Разумеется, при 
этом и значения, принимаемые многочленом, будут, вообще го
воря, комплексными числами. Однако вполне возможно, что при 
некоторых комплексных (мнимых) значениях 2 многочлен не 
только будет иметь действительные значения, но может обра
щаться в нуль. В дальнейшем, в гл. V, изучая алгебраические 
уравнения, мы будем искать все их корни, а не только дейст
вительные. Поэтому полезно сейчас рассмотреть вопрос о значе
ниях многочлена Рп (г) при комплексных значениях 2.

Даламбером была сделана попытка доказать, а Гауссом окон
чательно доказано важное предложение:

Всякий многочлен степени п 1 имеет в комплексной области 
хотя бы один корень.

Это предложение, устанавливающее существование корня мно
гочлена (быть может, не действительного), носит название основ
ной теоремы, алгебры. Теорема эта верна даже и для многочле
нов с комплексными коэффициентами, но мы ограничиваемся 
только случаем многочленов с действительными коэф
фициентами. Доказательства теоремы Гаусса мы привести не 
можем.

В п. 15, говоря о комплексно сопряженных числах, мы от
метили, что сумма, разность, произведение чисел, комплексно 
сопряженных с данными, комплексно сопряжены, соответственно,
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с их суммой, разностью, произведением. Отсюда вытекает утвер
ждение:

Значения многочлена (52.1) при комплексно сопряженных зна
чениях г, г сопряжены ліежду собой.

До к а з а те л ь ст в о. Значения Рп (г), Р„(г), выражаемые ра
венствами

Рп (z) = aozn + a1zn~1+ . .. 4-а,,,
Pn(z) =aozn + a1z'-l+ ... 4-а„,

будут сопряжены, так как получаются одинаковыми действиями 
над сопряженными числами. В самом деле, ак—действительные 
коэффициенты, и они, следовательно, сами себе сопряжены: 
а0 — а0, а1 = а1, ..., ап = ап. Поэтому можно написать

Рп (г) = айгп 4- ... + а„,

и из сравнения Р„(г) и Р„(г) получим Pn(z) = P„(z).
Следствие. Если многочлен Р„ (г) имеет комплексный корень 

z = a4-ßi (ß=#0), то и сопряженное число а—ßt является его 
корнем. ____

_В самом деле, если Р„ (a4-ßt)=0, то и Р„ (а — ßt)=P„ (ct4-ßt)= 
= 0 = 0. Пусть теперь а—действительный корень многочлена
(52.1). По теореме Везу разделим Pn(z) на z—а и напишем

(г) = (г—a) P-n-Az)-
Если п ^2, то многочлен /эп_1 (z) также обязан иметь корень. 

Может случиться, что число а снова является его корнем. Тогда 
повторим деление Pn-1(z) на (z—а) и получим

Рп ^ = (г-а):Рп.г(г).
Пусть, вообще говоря, деление на (г—а) нацело удается выпол
нить k раз, но уже не удается в (k+ 1)-й раз. Тогда а мы на
зываем k-кратным корнем многочлена Рп (z) и пишем

Рп(г) = (г—a)kPn_k(z).

Многочлен P„-k(z) здесь уже не делится на (г—а) нацело. Если 
&=1, то корень а называется однократным или простым-, если 
é> 1, корень называется кратным.

Может быть, многочлен Pn~k (г) также имеет действительный 
корень ß (кратности /). Тогда мы напишем

Рп (z) = (г—а)* (z — ß)1 Р„ _ k _, (г)
и продолжим этот процесс до исчерпания всех действительных 
корней Рп(г). Если при этом в записи

Рп (г) = (г—а)* (z — ß)\ . .P„, (г) (52.2)
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= 0 и, следовательно, последний множитель Рп, (г) — константа, 
то процесс привел нас к отысканию всех корней многочлена и 
разложению многочлена на линейные множители. Сравнение сте
пеней даст нам при этом

п — k +1 + ...,
т. е. сумма кратностей корней равна степени многочлена. Говорят 
проще, что многочлен имеет столько корней, какова его степень 
(считая каждый кратный корень столько раз, какова его крат
ность).

Может, однако случиться, что на некотором шаге в записи
(52.2) многочлен положительной степени РПі (г) уже не имеет 
ни одного действительного корня. Тогда, в силу основной тео
ремы алгебры, он имеет комплексный корень о + і'т (т#=0). Вместе 
с тем он имеет и корень о — іт. Нетрудно было бы распростра
нить теорему Везу и на случай деления на двучлен z—а с мни
мым а. Многочлен должен делиться поэтому на z— о—іх и на 
z — o-j-tT. Для того чтобы не вводить эти мнимые сомножители 
в разложение многочлена на множители, можно, вместо после
довательного выполнения деления на z—о—іх и z—о ¿-¿г, раз
делить P„,(z) сразу на произведение
(z — о — іх) (z — o + ix) = (z—о)2 + т2 =

= z2 — 2az + г2 + a2 = z2 + pz + q,
которое уже оказывается квадратным трехчленом с действитель
ными коэффициентами (и отрицательным дискриминантом: d = 
= р2—4q = 4o2—4т2—4о2 = —4т2 < 0). В результате в записи 
разложения Рп (г) на множители появятся множители вида г2 + 
+ pz + <7 (снова однократные или повторяющиеся):

P„(z) = (z—a)*(z —ß)z. . .(z2 + pz + q)m. . .Po, (52.3)
где последнее частное Ро—число. Сравнение коэффициента при 
zn в левой и правой частях равенства (52.2') покажет, что Р0=а0. 
Поэтому окончательно разложение многочлена с действительными 
коэффициентами на действительные множители имеет вид

Рп(х) = а0 (х—a)k. . .(x* + px + q)m... (52.4)
Вывод: многочлен с действительными коэффициентами разла

гается в произведение (повторяющихся или нет) линейных двучле
нов вида X—а и квадратных трехчленов вида хг-\-рх-\-у. Число 
всех корней многочлена с учетом их кратности равно его сте
пени п.

Пример. Число X = 1 является корнем многочлена 
P(x) = 3xJ—4х3 + 1.

Указать кратность корня х= 1 и разложить Р (х) на множители
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Решение. Применяя схему Горнера для деления многочлена 
на X—1 (можно обойтись и без схемы Горнера, выполнив деле
ние обычным способом, как в п. 50):

3 —4 0 0 1

1 3 — 1 — 1 —1 0

Таким образом, частное равно За3—а2—х—1:
Р (а) = (а— 1) (За-3—а2—а-— 1).

Получаем частное За2 + 2а-)-1 и еще раз делим его на х—1:

3 2 1

1 3 5 6

Теперь остаток отличен от нуля, поэтому окончательно 
Р (х)= (х— І)2 (Зх2 + 2х + 1),

где За2 + 2а + 1 уже не делится на а—1 без остатка. Корень 
а == 1—двукратный корень многочлена. Трехчлен Зав + 2а-[-1 
имеет комплексно сопряженные корни (см. п. 59), так как его 
дискриминант отрицателен: d = 22—4-3-1 = >—8 < 0. Разложение 
на множители, записанное в форме (52.4), имеет вид

Р(а) = 3(а-I)3 <а2 + -|а + {).

Упражнения

1. Разделить многочлен Р (х) =х3 — Зхг+2х — 1 на многочлен S(x) = x2— 
s— 4х+5, найти частное Q (х) и остаток R (х).

2. Проверить, делится или не делится многочлен xÉ + 2x4 — 3x3 + x2-[-2x—3 
на двучлен: а) х —2; б) х— 1; в) х+3; г) х+2.

3. Определить коэффициенты а и b многочлена х3 + 2хв + ох-}-Ь, если 
И8ВѲСТН0, что он без остатка делится на двучлен х—1, а при делении на 
двучлен х+1 дает остаток, равный 6.

4. Многочлен х4 —2х3+2х —1 имеет корень х=1. Какова кратность этого 
корня? Разложить многочлен на множители.



Глава V

УРАВНЕНИЯ

§ 1. Общие сведения об уравнениях
53. Уравнение. Корни уравнения. Многие задачи приводятся 

к решению следующего вопроса: Дано равенство
Л(х) = /2(х), (53.1)

левая и правая части которого являются алгебраическими выра
жениями, содержащими неизвестную величину х (или функциями 
от %). Требуется найти все те значения х, которые удовлетворяют 
равенству (53.1) (т. е. значения х, подстановка которых в равен
ство (53.1) обращает его в верное числовое равенство). Равенство 
(53.1) называют в этом случае уравнением с одной неизвестной х. 
Множество значений х, при которых определены обе части урав
нения (53.1), называют областью допустимых значений (о. д. з.). 
Каждое значение х, удовлетворяющее уравнению (53.1), называется 
его решением или корнем. Ясно, что всякий корень уравнения 
принадлежит о. д. з., множество корней уравнения составляет 
часть о. д. з. (уравнение может и не иметь корней, тогда говорят, 
что множество его решений пусто'). Основная задача состоит 
в том, чтобы найти все корни данного уравнения, т. е. множество 
его решений.

Для придания точного смысла задаче решения уравнения сле
дует еще указать, в какой числовой области (числовом поле) ищутся 
его решения. Как правило, подразумевается, что требуется найти 
все действительные решения уравнения, но для важнейшего класса 
уравнений, называемых алгебраическими (п. 55), ставится задача 
отыскания всех их комплексных решений, в том числе, конечно, 
и действительных.

Приведем несколько примеров, поясняющих сказанное.
Пример 1. Уравнение Л'2—х = 0 имеет в качестве о. д. з. всю 

числовую ось, множество его решений состоит из двух корней 
А'і = О И Х2 = 1.

Пример 2. Уравнение х2 + 4 = 0 в действительной области 
не имеет решений. В комплексной области оно имеет два реше
ния: a1 = 2í, х2 = <—2í.
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X? 1
Пример 3. Уравнение y5r¡—х—1 = 0 удовлетворяется при

всех допустимых значениях х, т. е. при х=/= 1.
Пример 4. Уравнение х+5=х+3 не удовлетворяется ни 

при каком значении х. ^Множество его решений пусто.
54. Равносильные уравнения. Пусть даны два уравнения:

Л(Х) = /2(Х), (54.1)
ФіМ = Ф2(Л')- (54.2)

Уравнение (54.2) назовем следствием уравнения (54.1), если каж
дый корень уравнения (54.1) является также корнем уравнения
(54.2), иначе говоря, если множество корней уравнения (54.1) 
входит во множество корней уравнения (54.2).

Пример 1. Рассмотрим два уравнения:
х+1 = 3, х3 + 2х+1 = 9

(второе, как легко заметить, получено возведением обеих частей 
первого уравнения в квадрат).

Второе уравнение является следствием первого; в самом деле, 
число 2 есть единственный корень первого уравнения и, как 
легко проверить, является корнем также и второго уравнения; 
между тем число (—4) служит корнем второго уравнения, но не 
является корнем первого уравнения. Итак, по определению, вто
рое уравнение есть следствие первого уравнения.

Переход от одного уравнения к другому, являющемуся его 
следствием, удобен, если это новое уравнение проще решить. 
В этом случае, найдя все его корни, мы подстановкой этих кор
ней в исходное уравнение проверим, какие из них ему удовлет
воряют, и тем самым найдем все его решения. На этом приеме 
основано, например, решение некоторых иррациональных урав
нений (п. 70).

Еще более существенным является понятие равносильности 
двух уравнений.

Два уравнения называются равносильными (или эквивалент
ными), если каждое из них является следствием другого. Иными 
словами, уравнения называются равносильными, если множества 
их корней в точности совпадают. Ясно, что два уравнения, по
рознь равносильные третьему, равносильны друг другу.

Если два уравнения не имеют корней (множества их решений 
пусты), то их также естественно считать равносильными: все 
уравнения, не имеющие решений, равносильны между собой.

В процессе решения уравнений часто производятся действия, 
в результате которых данное уравнение заменяется другим (обычно 
более простым), ему равносильным. Такой переход от одного 
уравнения к другому может выполняться на основе следующих 
утверждений.
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Теорема 1. Если к обеим частям уравнения прибавить вы
ражение (функцию), имеющее смысл во всей о. д. з. данного урав
нения, то получится уравнение, равносильное данному.

Иначе говоря, если дано уравнение
Л(х) = Л(х), (54.3)

то уравнение
М*И<Р (х) = /2(х) + ф(х), (54.4)

где ер (х) имеет смысл в о. д. з. уравнения (54.3), равносильно 
уравнению (54.3).

Доказательство. При каждом числовом значении х = х0 
из о. д. з. равенство

fi (*о) + Ф (*о) = Л М + Ф (х0)
будет иметь место в том и только в том случае, когда имеет 
место равенство

fi (*„) = h Uo);
множества решений для обоих уравнений совпадают, уравнения 
равносильны. В частности, если не имеет решений одно из них, 
то не имеет решений и другое.

Из теоремы 1 вытекает правило о возможности переносить 
члены уравнения из одной части в другую (с надлежащей пере
меной знака). Так, уравнение (54.3) всегда можно записать 
в равносильной ему форме:

Л(*)—ЛМ=°- (54.5)
Равносильность уравнений (54.3) и (54.5) следует из теоремы 1 

(достаточно к обеим частям уравнения (54.3) прибавить—/2(х)), 
но можно обосновать ее и прямо, исходя из определения равно
сильности уравнений. Если х0 — некоторое значение х, входящее 
в о. д. з. обоих выражений f±(x) и /2(х), то равенство Л(х0) = 
= /2(х0) будет выполняться тогда, и только тогда, когда будет 
выполняться равенство f1(x0)—f2(xe) — O (два числа равны, если 
их разность равна нулю, и обратно).

Если обозначить /у(х)— f, (х) через /(х), то уравнение (54.5) 
сведется к виду

/(х) = 0. (54.6)
В дальнейшем, как правило, мы будем уже рассматривать урав
нение в этой форме, т. е. с нулевой правой частью._

В порядке предостережения против необдуманного применения теоремы 1 
приведем один простой пример. Уравнение

' x+-=l (54.7)
1 X X

может быть (перенос членов из одной части в другую) записано в равносильной
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форме:

Однако уже «естественное» упрощение, состоящее в приведении подобных чле
нов l/х и —1/х, дает уравнение

х = 0,
не равносильное исходному: оно имеет корень х = 0, который не принадлежит 
о. д. з. уравнения (54.7) и не является его корнем. Конечно, незаконным здесь 
был не перенос члена из правой части в левую, а приведение подобных членов, 
в результате которого изменилась о. д. з. уравнения.

Теорема 2. От умножения обеих частей уравнения на от
личное от нуля число а или на выражение <р (х), которое при всех 
допустимых значениях х имеет смысл и не обращается в нуль, 
образуются уравнения, равносильные данному уравнению.

Так, умножив обе части уравнения (54.3) на а или на ф(х), 
получим уравнения

а (х) = а f„ (х)

Ф (х') Л (х) = ф (х) Л (х),

каждое из которых равносильно уравнению (54.3).
Доказательство этой' теоремы сходно с доказательством 

теоремы 1 и предоставляется читателю. Следует также заметить, 
что при проведении преобразований частей уравнения после ум
ножения на множитель ф (х) часто происходит изменение о. д. з. 
и может нарушиться равносильность уравнений.

Практически в процессе решения уравнений иногда приходится 
производить и умножение на выражения ф (х), могущие обращаться 
в нуль при некоторых значениях х. Тогда уравнение

Ф (х) Д (х) = ф (х)/2 (х) (54.8)
будет иметь нули функции ф(х) своими корнями (хотя исходное 
уравнение (54.3) могло и не иметь таких корней). Корни урав
нения (54.8), не являющиеся корнями уравнения (54.3), называют 
посторонними корнями, и при записи ответа они должны быть 
отброшены.

Появление посторонних корней возможно и при возведении 
частей уравнения в одну и ту же степень, как это случилось 
с рассмотренным выше уравнением х+1 = 3: по возведении его 
в квадрат образовалось уравнение х2 + 2х+1=9, корень (—4) 
которого оказался посторонним для исходного уравнения.

Вообще, в процессе решения уравнения часто трудно соблюсти 
требование равносильности; наиболее важно не терять корней 
уравнения, т. е. от данного уравнения переходить к таким урав
нениям, которые являются его следствиями. Возможные посто
ронние корни могут быть отброшены после проверки их подста
новкой в исходное уравнение.
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В связи с этим обратим внимание на прием решения уравнений 
путем разложения их левой части на множители. Пусть в урав
нении f(x) = Q левая часть представляется в виде произведения 
f (%) = ф (х) яр (х) и уравнение принимает вид

Ф (х) яр (х) = 0.
Множество корней этого уравнения является объединением 

множеств корней двух отдельных уравнений:
<р (х) = 0 и яр (х) = 0

(действительно, произведение ф(х)яр(х) будет обращаться в нуль 
при тех и только тех значениях х, при которых обращается в нуль 
хотя бы один из сомножителей ф (х), 1р(х)). Поэтому исключи
тельно грубой (хотя часто допускаемой учащимися) ошибкой яв
ляется «сокращение» обеих частей уравнения на их общий мно
житель. В записи

Ф (X)(х) = ф (х)(х) (54.8)
ни в коем случае нельзя отбрасывать ф (х), а следует рассуждать 
так: переносим члены в левую часть уравнения и выносим ф (х) 
за скобки:

ф W Ui (х)] = 0.
Теперь видно, что решениями нашего уравнения (54.8) будут как 
корни уравнения Л(х) = /2(х), так и корни уравнения ф(х) = 0.

Пример 2. Решить уравнение х3 + 1 = х2 + х.
Решение. Разложим обе части уравнения на множители:

(х+ 1) (х2—х+ 1) = (х+ 1) X.
Перенесем все члены в левую часть уравнения и вынесем за 
скобки общий множитель:

(х+1) (х2 —2х + 1) = 0,
или

(х+ 1) (х— I)2 = 0.
Ясно, что корнями служат значения хх = —1 и х3=1. 

55., Системы уравнений. Рассмотрим пару равенств
Í Ңх, У) = 0,
1 ф (X, у) = О, (55.1)

левые части которых являются алгебраическими выражениями 
(функциями) относительно двух переменных X, у. Мы скажем, что 
они составляют систему двух уравнений с двумя неизвестными х, у, 
и будем решать задачу об отыскании всех таких пар значений х, у, 
которые обращают (одновременно) оба уравнения системы в вер
ные числовые равенства. Каждая такая пара значений х, у на
зывается решением системы. Решить систему — значит найти все
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ее решения. Так как пара чисел (х, у) изображается точкой на 
координатной плоскости, то точку с координатами (х, у) также 
называют решением системы (55.1).

Аналогично, можно систему трех уравнений с тремя неизвест
ными записывать в виде

' f (х, у, z) = О,
• ф (х, у, г) = О, 

k Ф (х, y,z) = O

(в большинстве задач число уравнений бывает равно числу вхо
дящих в них неизвестных, хотя в принципе это не обязательно). 
Ее решениями служат уже тройки чисел (%, у, z).

Уравнения, составляющие систему, обычно объединяют фигур
ной скобкой; этим выражается, что они рассматриваются совместно.

Некоторое уравнение F (%, у) = 0 называется следствием си
стемы (55.1), если оно удовлетворяется всеми решениями системы 
(55.1). При решении систем из них, как правило, приходится 
выводить уравнения, являющиеся их следствиями. Например, если 
даны уравнения (55.1), то и уравнения, полученные их сложением:

f(x, г/) + ф(х, г/) = 0,
или вычитанием:

f(x, г/)—ф(х, ÿ) = 0,
будут их следствиями. На этом основан, в частности, наиболее 
распространенный метод решения систем уравнений—метод исклю
чения неизвестных. Он состоит в том, чтобы получить уравнение, 
являющееся следствием системы (55.1), но уже не содержащее 
одной из неизвестных, т. е. уравнение с одной неизвестной X 
(или у). Поясним сущность процесса исключения неизвестной 
примером.

Пусть дана система
/ х2 + 2у —2 = 0,

X — 3г/ + 3 —0 { >

с двумя неизвестными. Если первое уравнение умножить на 3, 
а второе на 2 и сложить полученные уравнения, то получим 
уравнение

3%2 + 2х = 0, или %(3% + 2) = 0, (55.3)

не содержащее у. Оно будет следствием системы (55.2); действи
тельно, если точка (%„, у„) удовлетворяет обоим уравнениям (55.2), 
то она удовлетворит и уравнению (55.3). Фактически это означает, 
что абсцисса этой точки х0 удовлетворяет уравнению (55.3) (так 
как ординаты у уравнение не содержит).

В данном простом примере видно, что уравнение (55.3) имеет 
два решения: ^ = 0 и х2 = — 2/3. При х = 0 оба уравнения (55.2)
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дают у = \, а при х =— 2/3 получаем у — 1^- Решения системы 
(55.2)—точки (0, 1) и (—2/3, 7„).

56. Графическое решение уравнений. Если уравнение дано 
в форме

/(%) = 0, (56.1)

где f(x)—функция ОТ А', то корни уравнения А = АП А = А„, ... 
будут абсциссами точек пересечения графика функции с осью Ох 
(нулями функции /(а)). Если изображен график функции /(а), 
то корни уравнения находятся из чертежа (с известной степенью 
точности). Поэтому в случае, если уравнение (56.1) решить ал
гебраическими методами трудно, можно приблизительно опреде
лить его корни, построив график функции y—f (а). Обычно удобней, 
однако, представить уравнение (56.1) в виде

= Ж (56.2)

где /у(х), /2(а)—функции, графики которых проще графика /(а).
Значения действительных корней уравнения (56.2) прибли

женно можно получить, взяв абсциссы точек пересечения графиков 
функций £/=/і(а) и y = f2(x). В самом деле, если графики функ
ций y = fi(x) и y = f2(x) пересекаются в точке с абсциссой а0, то 
ординаты Л(а0) и ДДХр) точки пересечения будут также равны, 
т. е. будет иметь место равенство f1(x0) = f2 (а0). Это и означает, 
что число а„ удовлетворяет уравнению (56.2).

Если графики функций у = Л(а) и у = /2(х) не пересекаются, 
то это означает, что уравнение (56.2) действительных корней не 
имеет.

Пример 1. Решить графически уравнение а3-)-а—1=0.
Решение. Можно было бы строить график функции 

):(х) = х3 + а—1 и искать его точки пересечения с осью абсцисс.
Значительно проще, однако, представить уравнение в виде 

А3 = — А + 1

и построить графики двух функций: у = х3 и у=—x¿- 1 (рис. 59). 
Графики пересекаются только в одной точке, данное уравнение 
имеет единственный действительный корень ^«0,7.

Графический метод используется также и при решении систем 
двух уравнений с двумя неизвестными. Для этого по каждому 
из уравнений системы строят соответствующую ему линию и на
ходят по чертежу абсциссы и ординаты точек пересечения этих 
линий.

Пример 2. Решить графически систему уравнений

f А2 — А—у — 2 = 0, 
i г/2 —4х = 0.
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Решение. Уравнения системы перепишем так:
г/ = л2—х — 2, 
if = 4%.

Первое из них является уравнением параболы, ось которой 
параллельна оси ординат (п. 45). Можно сообразить, что и вто-

параллельна оси абсцисс (рис. 60). Эти параболы пересекаются 
в двух точках: А и В. Отсюда следует, что данная система имеет 
два действительных решения. Одно из них можно найти, отыскав 
координаты хА и уА точки А. Из чертежа находим, что хл=1, 
Уа = — 2. Это решение (1, —2) найдено точно. Найдя координаты 
хв 11 Ув точки В, читатель отыщет приближенно еще и решение 
(*в> Ув) данной системы.

Упражнения

1. Решить графически уравнения:
а) 2-ѵ = х2; б) x=-l=|1og2(x+l)|.
2. Решить графически систему уравнении 

х~+у = $,
ху—і.

§ 2. Алгебраические уравнения с одной неизвестной

57. Число и кратность корней. Алгебраическим уравнением 
степени п с одной неизвестной х называется уравнение вида 

Рп(х)==аохпА-а1хп~1 + ...+«„ = 0 (йо^0) (57.1)
(т. е. уравнение /(.ѵ) = 0, в левой части которого стоит ц. р. ф 
степени п ОТ Л').
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Для алгебраических уравнений принято ставить задачу оты
скания всех (вообще говоря, комплексных) корней уравнения. 
Так как корнями уравнения (57.1) являются нули (корни) мно
гочлена в его левой части, то можно использовать сведения 
о целых рациональных функциях и их корнях (п. 52). Утверж
дения, приведенные в п. 52, формулируются применительно 
к уравнению (57.1) следующим образом:

1) Каждое уравнение степени п имеет по меньшей мере один 
корень в комплексной области. Если каждый корень учитывать 
с его кратностью, т. е. считать за столько корней, какова его 
кратность, то число корней уравнения равно его степени п. При 
этом говорят, что х — а.—корень кратности k, если левая часть 
уравнения делится на (х—а)А нацело, но не делится нацело на 
(х—а)*+1.

2) Если уравнение (57.1) имеет комплексный (мнимый) корень
x = ö-\-ix, то и комплексно сопряженное число х = о—іх является 
корнем уравнения (кратности обоих сопряженных корней оди
наковы). (

На протяжении столетий главной задачей алгебры было указание правил 
решения алгебраических уравнений. С древности известны формулы для реше
ния уравнений первой и второй степени. Итальянскими математиками эпохи 
Возрождения (Кардано, Тарталья, Феррари) были найдены формулы для ре
шения уравнений третьей и четвертой степени (они громоздки и не имеют 
большого практического значения). Попытки решения «в радикалах» (т. е. 
с применением действия извлечения корня) уравнений степени выше четвертой 
были в общем случае безуспешны. Уже в XIX веке в работах Руффини, 
Абеля и Галуа было установлено, что не только для корней общего уравнения 
степени выше четвертой не может быть дано формул, выражающих их в ра
дикалах, но и что корни многих конкретных уравнений с числовыми (напри
мер, целыми) коэффициентами не могут быть выражены через радикалы из 
рациональных чисел.

Мы изучаем ниже уравнения первой и второй степени и не
которые частные виды уравнений степени выше второй.

58. Уравнения первой степени (линейные уравнения). Урав
нение первой степени (линейное уравнение) с одной неизвестной X 
имеет вид

ах-}-Ь = 0 (а т^О). (58.1)

Оно получается из общего уравнения (57.1) в случае, когда 
степень /г=1; а называют старшим коэффициентом уравнения, 
b—его свободным членом.

Для решения уравнения (58.1) перенесем свободный член 
уравнения в его правую часть с противоположным знаком и по
лучим уравнение

ах = — Ь, (58,2)

равносильное исходному. Разделив на коэффициент а =/=(), получим
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единственный корень уравнения (58.1):

Х = -|. (58.3)

Корень положителен, если а и b имеют разные знаки, отрица
телен, если а и b одного знака, и равен нулю при Ь — 0.

В случае, когда коэффициенты уравнения (58.1) не просто 
заданные числа, а являются алгебраическими выражениями, за
висящими от одного или нескольких буквенных параметров, 
уравнение решается тем же путем, но при этом исключенными 
оказываются те значения параметров, при которых а обращается 
в нуль. Если при этом b не обращается в нуль, то уравнение 
не имеет решения; если же а и & обращаются в нуль одновре
менно, то уравнение для таких значений параметров превра
щается в тождество и удовлетворяется при любых значениях X.

Пример 1. Исследовать и решить уравнение 
(ра—1)х+1+р3 = 0.

Решение. Если р2у=1, то уравнение имеет единственное 
решение

ѵ  1+р3 _ (р + 1) (р'~ — р + 1) _р2 —р+1
х- Р3-1- (1-р)(1+р) - нл” А- 1_р

(ЭТО имеет место при Р+Н, р+=—1). Если р3 = 1, то имеем две 
возможности: р = 1 или р — —1. Если р — 1, то уравнение при
нимает вид 2 = 0 и не может удовлетворяться ни при каком х. 
Наконец, если р =—1, то уравнение сводится к равенству 0 = 0 
и удовлетворяется при любом значении х. Ответ следует дать 
в такой форме:

1) При рУ=1, р=£ — 1 х = ?~ґ_?-рг .
2) При р = 1 решений нет.
3) При р = —1 решением является любое X.
Приведем еще пример уравнения с комплексными коэффи

циентами.
Пример 2. Решить уравнение (2 + і)г + 1—і = 0.

1 +3t1 + і (— 1 + 0 (2 — і)Решение. Z--
2 + í — 22+Г2 — 5

59. Уравнения второй степени (квадратные уравнения). Ал
гебраическое уравнение второй степени записывается в общем 
виде так:

ах2 + Ьх + с = 0 (а#=0), (59.1)
и обычно называется квадратным уравнением. Коэффициенты 
уравнения называют: а—первым или старшим коэффициентом, 
b—вторым или средним коэффициентом, с—свободным членом 
(или третьим коэффициентом).
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Так как число корней алгебраического уравнения в ком
плексной области равно степени уравнения, то следует ожидать, 
что квадратное уравнение (59.1) будет иметь два корня. По
скольку мнимые корни всегда появляются парами (комплексно 
сопряженные корни), то имеется три возможности:

1) уравнение (59.1) имеет два действительных (различных) 
корня;

2) уравнение (59.1) имеет кратный (двойной) действительный 
корень;

•3) уравнение имеет пару комплексно сопряженных корней.
Эти предварительные заключения подтвердятся в процессе 

отыскания корней уравнения.
Для упрощения вычислений разделим обе части уравнения 

(59.1) на а=/=0 и получим равносильное уравнение вида
х2 + px-\-q = 0 (59.2)

(здесь р-bla, q = dä). Уравнение (59.2) со старшим коэффи
циентом, равным единице, называют приведенным квадратным 
уравнением.

Для того чтобы решить его, прибавим к обеим его частям 
число р2/4 (с тем, чтобы члены х2 + рх -+- р2/4 образовали точный 
квадрат двучлена х-]-р/2) и получим равносильное уравнение

(х + т) +i = T’

откуда
(*+т)'-(т-’) = °- <59-3>

Имеется существенное различие между случаями, когда число 
ра/4 — qt входящее в левую часть равенства (59.3), положительно, 
равно нулю или отрицательно. Если р2/4— q > 0, то можно 
написать _____

имея в виду, что У p2/4 — q— арифметическое значение корня 
квадратного из pd^ — q. Если р2/4—- q = 0, то также можно на
писать

Если же р2/4—q <0, то можно представить р2/4— q как 
|р2/4—q I • і2. Будем и в этом, принципиально отличном, случае 
писать (Кр2/4 — g)2, подразумевая под ]/р2/4— q чисто мнимое 
число К|р2/4 — q\i. Теперь во всех случаях имеем

(x+|)’-(/tZ«)’‘ = ‘>- <59-4>
6 В. В. Зайцев и др.
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Разложим левую часть равенства (59.4) с помощью формулы 
для разности квадратов:

(,Х+ 2 V 4 ч) (Л+ 2 + V 4 --?) = 0, (59.5)

откуда
х + 2 V 4 7-0 (59.6)

либо
Х+2 + )// 4 (59.7)

Равенства (59.6), (59.7) и дают нам значения двух корней хг и 
х2 уравнения (59.4), а следовательно, и приведенного квадрат
ного уравнения (59.2):

Л'і = — у + ---- 7.

Обычно эти две формулы объединяют в одну:

(59-8)
Здесь, как указано в процессе вывода, в случае р2/4 — q <0 

под У рг/4— q понимают У |р2/4— q\-i.
Если вернуться к исходному уравнению (59.1) (будем его на

зывать неприведенным квадратным уравнением), то в формуле 
(59.8) придется заменить р через b/а и q через с/а; после не
сложных преобразований получим формулу для корней непри- 
веденного квадратного уравнения (59.1):

X1,
 —b ± ŸЬг — 4ас

Ча
Если коэффициент b в уравнении (59.1) обозначен 

т. е. уравнение записано в виде
ах~ + 2kx + с = 0,

то формула (59.9) принимает более простой вид:
_  —к ± ÿк2— асХч п — —■ »

(59.9)
через 2/г,

(59.10)

(59.11)

Пример 1. Решить квадратные уравнения: а) х2 + 27х + 
+ 140 = 0; б) Зх2 — 10х—25 = 0; в) х2+12х + 9 = 0; г) 2х2 — 2х + 
+ 5 = 0; д) X2—18х + 81=0.

Решение, а) Применим формулу (59.8) для приведенного 
квадратного уравнения:

XX, 2 140 = — 27 , ІЗ
2 — 2 •

Корни действительные и различные: xt = —7, х2 =— 20.
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б) Применим формулу (59.11) (используя, что 10 = 2-(—5)):
5 ± /25 + 3-25 5± 10

з — 3 '
Корни: хх = 5, х2 =—®/3.

в) Имеем по формуле (59.11)
X,, 2 = — 6 ± /36=9 = — 6 ± V27 = — 6 ± 3 V3\

откуда хх = — 6 + 3/З,' х2 = —6 —3/3; корни данного уравне
ния оказались иррациональными числами.

г) С помощью формулы (59.11) найдем
— 1 à / 1-Ю — 1 ± Зі

•*і, г 2 2 *

— 1+ЗіКорни уравнения комплексно сопряженные: хх =—%---- ,
— і—Зі 

Х2— 2
д) По формуле (59.11) имеем

хх, 2 = 9 ±/81—81=9 ±0.

Уравнение имеет равные корни: хх = х2 = 9 (иначе говорят, что 
оно имеет корень х = 9 кратности два). Это можно было бы за
метить сразу, записав левую часть уравнения как полный квад
рат: (х—9)2.

Формулы (59.8), (59.9) и (59.11) пригодны, разумеется, и для 
решения квадратных уравнений с буквенными коэффициентами.

Пример 2. Решить следующие уравнения: 
а) х2 + 8ах—20a2 = 0; б) afex2—(a2—b2)x—ab = 0 (ab=+0).

> Решение, а) По формуле (59.11) имеем
хХі 2 = — 4a ± У 16a2 + 20a2 = — 4a ± Y36a2 = •— 4a ± 6a. 

Отсюда
xx = 2a, x2 = —10a.

б) Пользуясь формулой (59.9), найдем
_ a2 —62± У(а2 — Z?2)2 + 4a2ò2 _

2 — 2a¿ —
a2 — 62 ± / (a2 + i>2)2 _a2 —&2 à (a2 + fc2)

— 2ai — 2ôô

Таким образом,
_a2 —62 + a2 + 62 _ 2a2 _ a 

Xi ~ 2ab — 2ab — b ’
аъ—Ь* — аг—Ьг 2b2 _ b

%2— 2ab ^~~2äb~~"~'ä '

b*
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60. Формулы Виета. Разложение квадратного трехчлена на 
множители. Найдем сумму и произведение корней квадратного 
уравнения. Используя формулы (59.8) для корней приведенного 
уравнения, получим

J хх + х2 = —-р, 
1 *Л = <7 (60.1)

(первое равенство очевидно, второе получается после несложного 
вычисления, которое читатель проведет самостоятельно; удобно 
использовать формулу для произведения суммы двух чисел на 
их разность).

Доказана следующая
Теорема Виета. Сумма корней приведенного квадратного 

уравнения равна второму коэффициенту с противоположным зна
ком, а их произведение равно свободному члену.

В случае неприведенного квадратного уравнения следует 
в формулы (60.1) подставить выражения р = Ь/'а, q = c!a-, фор
мулы (60.1) примут вид

Г X, х2 =------,
I ас ’ (60.2)
I =

Пример 1. Составить квадратное уравнение по его корням: 
а) х1 = — 2, х2 = 4; б) х,,2 = 2±КЗ; в) х1і2 = 2±і.

Решение, а) Находим хг + х2 = 2, хгх2 =— 8; уравнение 
имеет вид х2—2х— 8 = 0; б) х2— 4х+1=0; в) х2—4х + 5 = 0.

Пример 2. Найти сумму квадратов корней уравнения 
Xs + px + q = Q, не решая самого уравнения.

Решение. Известны сумма х1 + х2 = — р и произведение 
xxx2 = ç корней. Представим сумму квадратов корней Х£-)-х| 
в виде

xï + Х1 = (хі + *2)2—2x^2 
и получим хі + xl = р2—2q.

Из формул Виета легко получить формулу
axz + bx + c — a(x—xj (х—х2), (60.3)

выражающую правило разложения квадратного трехчлена на 
множители.

В самом деле, напишем формулы (60.2) в виде 
Ь== — а(х1 + хг),
С - ÛX^J.

Теперь имеем
ах2 4- Ьх + с = ах2 — а (x¡ + хг) х + ахрс* =

= а [х2—х\х—х2х + XjXj] — а (х—хх) (х—х2),
что и требовалось получить.
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Вышеуказанный вывод формул Виета знаком читателю из курса алгебры 
средней школы. Можно дать другой вывод, использующий теорему Везу и раз
ложение многочлена на множители (пп. 51, 52).

Пусть х1( х2— корни уравнения х2рх + q = 0; тогда по общему правилу 
(52.2) трехчлен в левой части уравнения разлагается на множители:

x2 + px-J-ç = (x—хх)(х—х2).

Раскрывая скобки в правой части этого тождественного равенства, получим 
X2 + рх + q — X2 — (Хі + х2) х + XjXj,

и сравнение коэффициентов при одинаковых степенях х даст нам формулы 
Виета (60.1).

Преимущество этого вывода состоит в том, что его можно применить и 
к уравнениям высших степеней с тем, чтобы получить выражения коэффи
циентов уравнения через его корни (не находя самих корней!). Например, 
если корни приведенного кубического уравнения

X3+рх2 + qx+г = 0
суть хп х2, х3, то согласно равенству (52.2) находим

x3-|-px2-|-<7x+r = (x—XJ (х—х2) (х—х3) (60.4)

(в нашем случае а0=1 и п = 3). Раскрыв скобки в правой части равенства и 
собрав коэффициенты при различных степенях х, получим

X3 + рх2 + qx + г = X3 — (х2 + х2+х3) X2 + (XjX2+ххх3+х2х3) х—XjX2x3. (60.5)
Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях х в обеих частях равен
ства (60.5), находим

*і + *2+х3 = — Р,
x1x2~ì-x1x3-i-x2x3 = q, (60.6)

ХіХ2Х3 — — г.
Пример 3. Ребра а, Ь, с прямоугольного параллелепипеда являются 

корнями кубического уравнения
х3-10х2 + 23х—15 = 0.

Найти объем и полную поверхность параллелепипеда.
Решение. Объем прямоугольного параллелепипеда равен произведению 

трех его ребер: Ѵ — аЬс, и в силу формул Виета (60.6)
V = abc— 15.

Полная поверхность равна о = 2 (aô + пс+бс), и по формулам (60.6) имеем 
0 = 2-23 = 46.

61. Исследование квадратного уравнения. В зависимости от 
коэффициентов квадратного уравнения (59.1) его. корни пред
ставляют собой числа действительные или мнимые, различные 
или равные, положительные или отрицательные. Исследование 
уравнения состоит в установлении характера корней уравнения 
в зависимости от его коэффициентов.

Дискриминант
d = b2— 4ас (61.1)

квадратного трехчлена, использованный при построении его гра
фика и исследовании свойств трехчлена (п. 45), будем также
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называть дискриминантом квадратного уравнения (59.1). От его 
знака существенно зависит характер корней уравнения, так как 
он стоит под знаком радикала в формуле (59.9).

I. d > 0; корни уравнения действительные, различные.
В самом деле, под знаком радикала в формуле (59.9) имеем 

положительное число и находим два различных действительных 
корня хп х2. Тот же результат следует из рис. 45, б, г, показы
вающих, что график квадратного трехчлена при ci > 0 пересекает 
ось Ох в двух точках.

Полагая d > 0, исследуем знак корней. Для этого восполь
зуемся формулами Впета (60.2). Будем для удобства считать, 
что а > 0.

Іа. ci > 0, а > 0, с>0. Корни одного знака, так как их 
произведение положительно. Если b < 0, то они оба положи
тельны; если b > 0 то они оба отрицательны.

Іб. d > 0, а > 0, с < 0. Корни разного знака, один из них 
положителен, другой отрицателен.

Ів. d> 0, а > 0, с = 0 (уравнение«неполное» вида ах2 4- Ьх = 0). 
Один из корней равен нулю, знак другого противоположен 
знаку Ь.

II. d = 0. Корни квадратного уравнения действительные и сов
падающие (графически эта ситуация выражается в том, что 
парабола касается оси Ох, рис. 45, д, е) знак корней при а > 0 
противоположен знаку Ь.

III. сі < 0. Корни комплексно сопряженные (парабола не пе
ресекает оси Ох, рис. 45, а, б).

Пример 1. Исследовать уравнения: а) 5х2—3%—10 = 0; 
б) 2х2— 5х + 20 = 0; в) 9х2 —6х+1=0; г) Зх24- 1 Іх +10 = 0; 
д) 16х2 +24х +9 = 0; е) 7х2—12x4-4 = 0; ж) 2х24-20х—3 = 0.

Решение, а) Вычисляем дискриминант d уравнения по 
формуле (61.1):

d = (_3)2 — 4-5-(—10) = 209 > 0.

Дискриминант уравнения положителен. Имеет место случай I: 
корни данного уравнения — числа действительные и различные. 
Из того, что с = —10 < 0, следует, что корни имеют разные 
знаки. Можно исследование провести и дальше: здесь Ь = —3<0, 
и поэтому положительный корень х2 больше модуля отрицатель
ного корня хп т. е. х2>|х1|.

б) Корни комплексные сопряженные; в) корни равные поло
жительные; г) корни действительные, различные, отрицатель
ные; д) корни равные отрицательные; е) корни действительные, 
различные, положительные; ж) корни действительные, различ
ные, разных знаков, причем модуль отрицательного корня больше 
положительного корня. , ; .
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Сложней решается задача исследования квадратного уравне
ния с буквенными коэффициентами. Ограничимся одним приме
ром такого рода (см. также пример 4 п. 80).

Пример 2. Исследовать уравнение ах2 + 2х + а2 = 0 (а—дей
ствительное).

1. В случае а = 0 уравнение превращается в линейное 2х = 0 
и имеет корень х = 0.

2. Пусть а =/= 0. Находим дискриминант
d = 22 —4ßß2 = 4(l — а3).

Приходится различать три случая: а< 1, а=1 и а> 1.
1 ) ¿z < 1 (a=£Q). В этом случае уравнение имеет два дей

ствительных корня, так как d > 0; если 0 < а < 1, то корни 
отрицательные: их произведение х1х2 = а2/а = а> 0, сумма хх + 
+ х2 =—2/а < 0. Если а < 0, то корни разных знаков (их про
изведение отрицательно).

2) а= 1, d = 0. Уравнение имеет двойной корень х1>2 =—1.
3) а> 1, d < 0. Корни уравнения комплексно сопряженные.
62. Уравнения высших степеней. Целые корни. Алгебраиче

ские уравнения выше второй степени мы называем уравнениями 
высших степеней. Изучение их в общем виде выходит за рамки 
программы средней школы. В нашем курсе рассматриваются 
лишь некоторые частные вопросы, относящиеся к уравнениям 
высших степеней. Здесь мы покажем, как можно находить целые 
корни уравнения с целочисленными коэффициентами (если такие 
корни имеются).

Пусть старший коэффициент уравнения равен единице (при
веденное уравнение), а остальные коэффициенты—целые числа. 
Пусть такое уравнение

хп+ а1х'’_1 + • • •+а„ = 0 (62.1)
имеет корнем целое число x — k\ подставляя x = k в уравнение, 
получим

Än + a1/e',-1+ ... + ßn_^ + ß„ = 0,
откуда

an = -k(kn~1 + a1kn-2-}-... -i-ß,,-!),
где оба сомножителя в правой части равенства — целые; таким 
образом, свободный член ап уравнения должен делиться на k. 
Все целые корни приведенного алгебраического уравнения с целыми 
коэффициентами являются делителями его свободного члена. От
сюда следует, что в качестве целых корней надлежит испыты
вать не какие-либо произвольные целые числа, а лишь делители 
свободного члена уравнения, которых имеется лишь конечное 
множество.

Можно доказать, что приведенное уравнение с целыми коэф
фициентами не имеет других рациональных корней, кроме
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целых; поэтому наш метод дает все рациональные решения урав
нения (62.1).

Пример 1. Решить уравнение х3—4х2—27x4-90 = 0.
Решение. Выписываем (положительные и отрицательные) 

делители свободного члена 90: ±1, ±2, ±3, ±5, ±6, ±9, ...
Подставляя эти числа в уравнение, находим, что корнем дан

ного уравнения служит число х1 = 3, поскольку З3—4-32— 
— 27-3-)-90 = 27—36—814-90 = 0. Многочлен, расположенный 
в левой части уравнения, по теореме Безу (п. 51) должен без 
остатка делиться на двучлен, х—3. Проделав деление, найдем 
в частном квадратный трехчлен х2—х—30. Его два корня при
соединим к ранее найденному корню и, таким образом, найдем 
все три корня данного уравнения: х1 = 3, ха = —5, х3 = 6.

Пример 2. Имеет ли уравнение х4—х34-х4-2 = 0 целые 
корни?

Решение. Целыми корнями могут быть лишь делители свобод
ного члена 2, т. е. числа ±1, ±2. Непосредственной подстанов
кой этих чисел в уравнение убеждаемся, что ни одно из них 
ему не удовлетворяет. Данное уравнение целых и вообще рацио
нальных корней не имеет.

Если старший коэффициент аа уравнения с целыми коэффициентами
аохп4-аіхп-14- а„-,х+а„ =0 (62.2,

отличен от единицы, то можно ввести новую неизвестную у с помощью фор
мулы x — yla¿, тогда для у получится уравнение

ып ип~1 и
ао —й"4-аі 4-• • •+вл-і---- |-Ял = 0,

ûo °о Оо
или

Уп + аіУп -14-... 4- а„ _ ,о?-2 у 4- о„а?_1 = О,
которое уже имеет старший коэффициент, равный единице, и к которому при
меним способ отыскания целых корней, указанный выше. Целые корни для у 
дадут рациональные, вообще говоря, дробные корни для х.

Пример 3. Решить уравнение
2х3 — 5х2 4- 8х — 3 = 0.

Решение. Делаем подстановку х = у/2. После очевидных преобразова
ний имеем

у3 — 5í/24- 16z/ — 12 = 0.
Подбираем целый корень для у; находим

У=1.
Делим левую часть уравнения на у—1 и получаем уравнение 

£/2—4у-{-12 = 0
с корнями у = 2±2уг2і. Окончательно выписываем решения исходного 
уравнения:

Хі = у=у, X,, з=1 і У'2і.
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63. Двучленные уравнения. Алгебраическое уравнение вида 
axn-\-b = Q (63.1)

называется двучленным уравнением. Решение такого уравнения 
просто сводится к извлечению корня степени п из числа —Ь/а:

(при этом подразумевается, что следует найти все значения 
корня по правилу извлечения корня из комплексных чисел, 
п. 18).

Пример 1. Решить уравнение х5 + 32 = 0.
Решение. Перепишем уравнение в виде х6=—32; будем 

рассматривать —32 как комплексное число и приведем его 
в тригонометрическую форму: —32 = 32 (cos я + і sin л). Теперь по 
правилу извлечения корня из комплексного числа найдем

хк = у 32 (cos я +1 sin л) = 21 cos —----- 1- г sin —— 1,

где k следует придать значения 0, 1, 2, 3, 4. Получим пять 
корней нашего уравнения:

х0 = 2( cos-g- + i sm-g-ì, Х! = 2 ( cos-g- + £ sin-g-1, x3 = — 2;

x3 = 2 ( cos-g-+ ì sin-g-1, x4 = 2 ( cos-g- + i sm-g-1..

Уравнение имеет один действительный корень и четыре мнимых.
При некоторых значениях п, например при п = 3, 4, 6, вместо 

указанного общего метода проще использовать разложение левой 
части на множители (применяя, в частности, формулы сокращен
ного умножения, п. 20).

Пример 2. Решить уравнение 8х3—27 = 0.
Решение. Запишем уравнение в виде 

(2х)3 —33 = 0
и используем формулу для разности кубов (20.12); получим 

(2х—3)(4х2 + 6х + 9) = 0.
Таким образом х1 = 3/2, а х2, х3 найдем, решая квадратное, урав
нение

4х2 + 6х + 9 = 0.
Имеем

_ —3 ± /9-36 
Х2. 3 4 >

ИЛИ
—з ± з Ѵ~з t

sX. 4
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Пример 3. Решить уравнение х4+1=0.
Решение. Разлагаем левую часть уравнения на множители

приемом, с которым мы уже встречались (п. 22):
х4 + 1 = х4 + 2х2+1—2х2 = (х2+ I)2 —(j/’2x)2 =

= (х2 +1/2 X + 1 ) (х2 — К 2х + 1 ).
Таким образом, 
уравнений:

Их корни

хі,

хз.

задача сводится к решению двух квадратных

х2 + /2х+1 = 0,
X2—/2х+ 1 = 0.

2
У2

У 2 У 2 .
I -

2 — 2
и являются корнями данного уравнения.

Пример 4. Решить уравнение Xs — 2 = 0.
Решение. Для удобства введем новую неизвестную по фор

муле х= і/2у, для у получим уравнение 
У—1 = 0.

Разложим левую часть на множители:

У -1 = (? +1) (У-1) = (У +1) (у*-у+1) (у-1) (У-+У+ 1), 
и.сведем решение данного уравнения к решению двух линейных 
и двух квадратных уравнений. Читателю рекомендуется закон
чить решение примера самостоятельно.

64. Уравнения, сводящиеся к квадратным. Уравнение вида
ах4 + òx2 + с = 0 (64.1)

называется биквадратным уравнением и после введения новой 
неизвестной X2 = 2 сводится к квадратному уравнению

az2 + bz + c = 0. (64.2)
Аналогично, вообще, уравнение вида

ах?п + Ьхп + с = 0 (64.3)
сводится к квадратному уравнению относительно г = хп. Найдя 
его корни 2П г2, мы затем получим корни уравнения (64.3) 
путем решения двучленных уравнений X"—2j = О, X"—г2 = 0.

Пример 1. Решить уравнение 9х4—25х2+16 = 0. 
Решение. Положим x2 = z. Тогда для г получим уравнение

9г2 — 25г + 16 = 0.
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Из него найдем zx=l, г2 = 1а/3. Отсюда

х2—— 1=0, 16
= 0,

и, следовательно, четыре корня данного уравнения таковы:
= 1 X, = 1 , Х3— i j3, V 3 •

Пример 2. Решить уравнение
8х« + 7х3—1 = 0.

Решение. Положим x3 = z; для z получим уравнение 
8z2 + 7z — 1 =0.

Из него находим
^"2 ==

Это приведет к следующим двум двучленным уравнениям третьей 
степени:

х’+1=0, Xs—1/8 = 0..
Решив эти двучленные уравнения (см. п. 63), найдем все 

шесть корней данного уравнения:
Гз(. Піо Н

1

Х<=2-,
КЗ . XR =

Остановимся несколько подробней на случае биквадратного уравнения 
(64.1). При указанном выше способе его решения в случае, когда соответст
вующее квадратное уравнение (64.2) имеет мнимые корни, отыскание значе
ний х из равенств х2 = г1, хе = г2 потребует извлечения корня квадратного 
из мнимых чисел. Оказывается, что этого можно избежать, решая уравнение 
другим приемом. Пусть d = b2— 4ас < 0 (корни уравнения (64.2) мнимые). 
Тогда преобразуем левую часть уравнения (64.1) следующим способом (счи
таем а > 0; тогда и с > 0):

ах1 + Ьх2 + с = ахі + 2 У~осх2 + с+(б— 2 У~ас) х2.

Здесь b — 2 У ас < 0; обозначив Ь — 2 У ас через —р2; получим 
ох4 + 6х2+с = ( У~ах2-{- У с)2 — (рх)2 =

= (У ах2+рх+ У~с) (Уах2 —-px-j- У~с)-

Левая часть уравнения разложится на действительные квадратичные множи
тели, и задача сведется к решению двух квадратных уравнений.

Пример 3. Решить уравнение х4 +2х2-(-9 = 0.
•Решение. Так как здесь d = b2 — 4ас=1 — 36 < 0, то применяем второй 

способ решения:
х4+ 2х2 + 9 = х4 + 6х2 + 9 — 4х2 = (х2 + 3)2 — (2х)2 = (х2 + 2х+3) (х2—2х+3). 
Задача свелась к решению пары квадратных уравнений:

.... . х2-4-2х+3 = 0, X2 — 2х-{-3 = 0.
Искомые решения: _

Х1(2 = —1 ± К2(, x3,1=l±yr2í.
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65. Возвратные уравнения. Биквадратные уравнения— частный вид урав
нений четвертой степени, решение которых сводится к решению квадратных 
уравнений. Другой случай, когда такое сведение также возможно, дают воз
вратные уравнения четвертой степени:

ях4 + 5х3 + сх2 + &х + я = 0, я 5= 0. (65.1)

Такое уравнение называется возвратным потому, что у него коэффициенты 
при членах, расположенных симметрично относительно среднего члена, оди
наковы (строка коэффициентов я, Ь, с, Ь, а читается одинаково слева направо 
и справа налево). Разделим уравнение почленно на х" и сгруппируем члены, 
как указано ниже:

а(/2+і)+&(х+т)+с=0- (65<2)

Введем неизвестную у с помощью равенства 
,1У = х+ — .X

Тогда x2+l/x2 = ÿ2— 2. Для у получаем из (65.2) квадратное уравнение
а(у*-2) + 6у+с = 0. (65.3)

Пусть его корни у2; тогда х находится из уравнений
, 1 ,1 

х + — =Уі> х+ — = У2,

которые также записываются как уравнения второй степени:
х2—у,х+1=0, х2 —у2х+1=0.

Пример. Решить уравнение х4 —2хэ + 2х2 — 2х+1=0.
Решение. Делим уравнение на х2 и группируем члены:

*=-4-2(*+7)+s=<>-
Полагая у = х+1/х, получим

у2-2у = 0.

Корни этого уравнения: í/i = 0, у% = 2. Находим х из уравнений

х + — = 0, х+ — = 2
X X

или х2+1=0, X2 — 2х+1 = 0.
Решения уравнения таковы: хь 2 = ± і, х3 4 = 1 (х=1 — двойной корень).

Упражнения
1. Исследовать линейные уравнения:
а) (я2 —62)х + 53 —яэ = 0; б) (я2—я)х + я—1 =0.
2. Решить уравнения:
а) х2+36х+68 = 0; б) х2+22х+121 =0; в) 2х2 + 15*+7 = 0; 

г) х2 + 8х+41=0; д) 4х2—8х+5 = 0.
3. Решить уравнения:
а) тх2—(яі + я)х + я = 0; б) 4х2 —4ях+(я2 —й2) = 0.; в) ях2 —(2я+1)х + 

+2 = 0; г) (я + &)х2 + 2ях + (я —й) = 0; д) max2 — (an-f-bm)x-f-ab = 0.
4. Решить уравнения:
а) 2х3 + 5 = 0; б) Ібх4 —7 = 0.
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5. Решить уравнения:
а) х4 —8х2 —9 = 0; б) х4 + 49х2 = 0; в) х4 +13х2+36 = 0; 
г) Зх4—Их2—14 = 0.
6. Решить уравнения:
а) Xе—19x3 — 216 = 0; б) х8 — ббх4 — 1296 = 0.
7. Решить уравнения (отыскав целый корень уравнения): 
а) х3 —6х2 + Зх+10 = 0; б) х3-5х2+28 = 0.
8. Решить уравнения:
а) X4—Зх3 + 4х2—Зх+1=0; б) х4 —Зх3 +Зх+1 = 0.
Указание. В последнем примере ввести новую неизвестную у = х—

§ 3. Системы алгебраических уравнений
66. Линейные системы. Система уравнений вида 

/(%, у, z) = 0,
• <р(%, у, z) = 0, (66.1)

. ф (х, у, z) —0
называется системой алгебраических уравнений, если левые части 
уравнений являются целыми рациональными выражениями отно
сительно неизвестных X, у, г. Если все левые части линейны 
относительно неизвестных, то система называется линейной систе
мой уравнений. Обычно линейную систему уравнений с двумя 
или тремя неизвестными записывают, соответственно, в виде

Іа.х + Ь.у^с,,
1 02X + Í?2í/ = C2 

и
' Ö1x + &1z/ + c1z = d1,

■ a2x + ¿u/ + c2z = d2, (66.3)

оставляя в левых частях члены, содержащие неизвестные, а 
в правых—свободные члены системы.

Рассмотрим систему двух уравнений с двумя неизвестными
(66,2) и. будем решать ее. методом исключения; исключить неиз
вестную у — это значит найти такое следствие нашей системы, 
которое уже не содержало бы у. Для получения такого урав
нения умножим первое уравнение системы (66.2) на Ь2, а второе 
на получим

f a1bex + b1b.!y = b!,c1,
I аДх + Ь1М = &1с2.

Вычтем теперь второе уравнение этой системы из первого. При 
этом члены, содержащие у, уничтожатся, и мы получим

(аД—o2&1)x = f?2c1 —¿»iCj. . (66.4)
В этом уравнении исключена неизвестная у.
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Обратимся снова к системе (66.2) и умножим ее первое урав
нение на а„, а второе на а±; получим

I а1а2х-\-а2Ь1у = а2с1,
\ + afijj = а1с2.

Вычтем из второго уравнения этой системы первое:
(а2Ь2—aJjJ у = «íCj—. (66.5)

Таким образом, мы из системы (66.2) исключили х.
Заметим, что в уравнении (66.4) коэффициент при х такой

же, как и коэффициент при у в уравнении (66.5). Для сокра
щения записей введем следующие обозначения:

a¡b2—a2bl — А, (66.6)
b2Ci—b¡c2 = A,, (66.7)
аус2—а2с± = àv, (66.8)

(греческая буква А читается «дельта»). Уравнения (66.4) и (66.5) 
при этом перепишутся так:

А-х = ДЛ, (66.9)
А.у = Ау. (66.10)

Предположим теперь, что А#=0. Тогда из уравнений (66.9) 
и (66.10) делением на А найдем

(66.11)

Уравнения (66.9) и (66.10) являются следствиями основной 
системы (66.2). Так как каждое решение системы (66.2) должно 
удовлетворять и уравнениям (66.9), (66.10), то система не может 
иметь никаких других решений, кроме решения, определяемого 
равенствами (66.11). Это рассуждение еще не доказывает, что 
(66.11) действительно является решением системы. Чтобы в этом 
убедиться, следует выражения х, у, заданные равенствами (66.11), 
подставить в уравнения системы (66.2) и проверить, что они 
обращаются в тождества. Произведем эту проверку, например, 
для первого уравнения системы (для второго читатель повторит 
аналогичные вычисления самостоятельно). Подставляем х =

ду= з левую часть первого из уравнений (66.2) и производим 
тождественные преобразования:
а Ь2сг — b-¡c2 QiC2 — а2Сі _ —афіСп + Ь^Сі — Ь^Сі _

1 ' 1 ÛX&2 —а1Ь2—а2Ь1 ~
_ Сі(а^2—a2fci).._ - 

— a2bl
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Результат подстановки х и у в уравнение дал нам, как и тре
бовалось, правую часть уравнение удовлетворено.

Пример 1. Решить систему уравнений
5х—2z/ = 7, 

10% + Ту = 3. (66.12)

Решение. Умножим первое уравнение на 7, а второе на 
(-2):

f 35х—14у = 49,
\ _20х— 14г/ = — 6.

Вычтем из первого уравнения второе; получим 
55% = 55,

откуда X= 1.
Теперь проще всего подставить найденное значение х= 1 

в одно из уравнений системы. Тогда найдем значение второй 
неизвестной у = —1. Система имеет решение х— 1, у — —1, кото
рое коротко записывается так: (1, —1).

Для исключения неизвестной из уравнений системы применяют 
также прием, называемый методом подстановки. Он состоит 
в том, что с помощью одного из уравнений системы одну неиз
вестную выражают через другую и найденное выражение под
ставляют в оставшееся уравнение системы. Так, в примере 1 из 
второго уравнения находим

Подставляя это выражение в первое уравнение системы, найдем
сЗ-7у 
0 Ю 2у = 7,

откуда легко получить у — —1; далее находим х:

и снова получаем решение (1, —1) системы (66.12).
Для решения системы трех уравнений с тремя неизвестными

(66.3) применим тот же прием: можно из одного уравнения выра
зить, например, неизвестную х через две остальные неизвестные 
и подставить в два других уравнения системы. Получим систему 
двух уравнений с двумя неизвестными. Можно поступить и 
по-другому: из двух уравнений системы выразить две неизвест
ные через третью и.подставить эти выражения в последнее урав
нение системы, которое превратится в уравнение с одной неиз
вестной. .Покажем пример решения системы вторым из указанных 
приемов.
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Пример 2. Решить систему уравнений
f 2.V—3// + 6г = 17,
¿ X + 5//— z =—6,
( Зх + 7// + 10z = 16.

Решение. Первые два уравнения перепишем так:
I 2х—3у= 17 —6z,
\ X + 5 г/ = —6 + г.

Исключим из этой системы неизвестную у. Для этого первое 
уравнение умножИіМ на 5, второе на 3 и сложим полученные 
равенства:

10х—15// = 85 — 30z
"i Зх+15// =—18+ 3z

ГЗх = 67 —27z
67 —27z .

X — 13 ’

аналогично исключаем x:
_2x— 3// = 17 —6z
—2x+ 10// = —12 + 2z

— 13// = 29 —8z
—29 + 8z

У = -^з~-
Подставим найденные выражения x и y через z в третье урав
нение данной системы:

67 —27z , 7—29 + 8z 
13 ' ' 13 10z = 16.

Получилось уравнение первой степени относительно Z. 
него находим z = 2. В таком случае 

67 —27z I

Из

13 |г=2

—29 + 8г|
г=213

= 1, '

= —1.

х =

Итак, данная система имеет следующее единственное решение: 
х=1, // = —!, г = 2.

Короче это решение запишем так: (1, —1, 2).
67. Определители второго порядка. Исследование линейных

систем двух уравнений с двумя неизвестными. В теории систем 
линейных уравнений и в некоторых других вопросах удобно 
использовать понятие определителя, или детерминанта. Рассмотрим
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какую-либо четверку чисел записанных в виде квадрат
ной таблицы (матрицы) по два в строках и по два в столбцах. 
Определителем“ клк детерминантом, составленным из чисел этой 
таблицы, называется- число ad — be, обозначаемое так:

а b 
с d = ad—be. (67.1)

Такой определитель называется определителем второго порядка, 
поскольку для его составления взята таблица из двух строк и 
двух столбцов. Числа, из которых составлен определитель, назы
ваются его элементами-, при этом говорят, что элементы and 
составляют главную диагональ определителя, а элементы b и с — 
его побочную диагональ. Видно, что определитель равен разности 
произведений пар элементов, стоящих на его главной и побочной 
диагоналях.

Пример 1. Вычислить следующие определители второго 
порядка:

а)
7 5
2 3 ; б)

10 0
3 2 ; в)

—і п
2 6 ; г)

5 15
2 6

sina —cosa
cosa sina

7 5 
2 3Решение, а) По определению имеем = 7-3 —2-5 =

= 21 — 10= 11;
б) 20;. в) —28; г) 0; 
д) имеем

sina —cosa 
cos a sin a = sina sina — cos a ( — cos a) = sin2 a + cos2 a =1.

С помощью определителей можно равенства (66.6), (66.7) и 
(66.8) переписать, поменяв местами их части, так:

+ К 

аг

с2
а1 С1

А =

АX

А у

(67.2)

(67.3)

(67.4)

Заметим, что определители А, Ах и Ау весьма просто со
ставляются по коэффициентам системы (66.2). Действительно,
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определитель А составляется из коэффициентов при неизвестных 
в этой системе. Он называется главным определителем системы 
(66.2). Назовем АЛ. и Ау определителями для неизвестных х и у 
соответственно. Можно сформулировать следующее правило их 
составления: определитель для каждой из неизвестных получается 
из главного определителя, если в нем столбец коэффициентов 
при этой неизвестной заменить столбцом свободных членов (взя
тых из правых частей уравнений системы).

Пример 2. Систему (66.12) решить с помощью определителей. 
Решение. Составляем и вычисляем главный определитель

данной системы:
5 —2 

10 7А = = 35 + 20 = 55.

Теперь в нем заменим столбец коэффициентов при х (первый 
столбец) свободными членами. Получим определитель для х:

7 —2 
3 7 = 49 + 6 = 55.

Подобным же образом найдем
5 7 
10 3 15 —70 = — 55.4,=

Отсюда по формулам (66.11) получаем
55
55 = 1. У-

— 55
55

Мы пришли к уже известному нам решению (1, —1).
Проведем теперь исследование системы линейных уравне

ний (66.2). Для этого вернемся к равенствам (66.9) и (66.10) 
и будем различать два случая: Д+=0 и А = 0.

1) Пусть Д=+0. Тогда, как уже отмечалось, формулы (66.11) 
дают единственное решение системы (66.2). Итак, если главный 
определитель системы отличен от нуля, то система имеет единст
венное решение, определяемое формулами (66.11); такая система 
называется определенной.

2) Пусть теперь А = 0. В зависимости от значений Ax, Ау 
будем различать два случая.

а) Хотя бы один из определителей \х, Ау отличен от нуля; 
тогда система (66.2) не имеет решений. Действительно, пусть, 
например, Ах =+0. Равенство (66.9) не может удовлетворяться ни 
при каком значений х; так как это равенство получено как следст
вие системы (66.2), то система не имеет решений. Такая система 
называется несовместной.

б) Оба определителя А*, Ду равны нулю; равенства (66.9) 
и (66.10) удовлетворяются тождественно и для исследования



67] § 3. СИСТЕМЫ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ 179

системы (66.2) использованы быть не могут. Докажем, что если 
Д = О, АѴ=Д!/ = О и хотя бы один из коэффициентов при неиз
вестных в системе (66.2) отличен от нуля, то система имеет бес
конечное множество решений. Чтобы убедиться в этом, допустим, 
например, что ^=/=0. Из соотношений
Д^аД—аД = 0, Ах = £»2с1—¿>1с2 = 0, Дц = а1с2—а^ — 0 (67.5)
получим

(67.6)

и из записи второго уравнения системы (66.2), подставляя в него 
выражения коэффициентов ¿>2, с2,

или

найдем, что оно отличается от первого уравнения лишь множите
лем aja^, т. е., по существу, совпадает с ним (равносильно ему). 
Система (66.2) сводится к одному лишь первому уравнению и опре
деляет бесчисленное множество решений (такая система назы
вается неопределенной}. Возможен, в принципе, и такой крайний 
случай, как равенство нулю всех коэффициентов при неизвест
ных (он может встретиться при исследовании систем с буквен
ными коэффициентами). У такой системы

0-х + 0-г/ = с1,
0 • X + 0 • у = с2

все определители равны нулю: Д = ДА- = Дй = 0, однако, она 
является несовместной при Cj или С2#=0. ‘

Подведем итоги исследования системы линейных уравне
ний (66.2). Имеется три вида таких систем:

1) Если Д=#0, то система определенная, имеет единственное
решение (66.11). ,

2) Если А = 0, но Дд. #= 0 (или Ду=И=0), то система несовмест
на, решений не имеет.

3) Если Д = Дд. = Ду = 0 (но хотя бы один из коэффициентов 
при -неизвестных отличен от нуля), то система неопределенная, 
имеет бесконечное множество решений (сводится к одному урав
нению).

Равенство нулю определителя,
а b 
с d = ad—bc = O,
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означает пропорциональность элементов, стоящих в его строках 
(и обратно):

а b 
~с~~d *

В силу этого признаки, отличающие линейные системы разных 
типов (определенные, неопределенные, несовместные), могут быть 
сформулированы в терминах, пропорций между коэффициентами 
системы (без привлечения определителей).

Условие Д = 0(Д#=0) заменяется поэтому требованием про
порциональности (непропорциональности) коэффициентов при не
известных:

если Д#=0.

В случае Д = Дѵ = Д!/ = 0 оказываются пропорциональными не 
только коэффициенты при неизвестных, но и свободные члены;

= Ä ==_£!_
í?2 &2 С%

(эти пропорции получаются, например, из (67.6)). Если же, 
например, Дх=/=0, то из (66.6) видим, что b-Jb^^c-Jc^—свобод
ные члены не пропорциональны коэффициентам при неизвестных. 
Итак:

1) Если коэффициенты при неизвестных не пропорциональны:

то система определенная.
2) Если коэффициенты при неизвестных пропорциональны, 

а свободные члены им не пропорциональны:
°і _ / _£і_
°г Ьг с2 ’

то система несовместная.
3) Если. пропорциональны коэффициенты при неизвестных

и свободные члены: . ,
а, _  й, _  с,

— 62 ~ С2 ’

то система неопределенная.
Проведенное исследование систем линейных уравнений с двумя 

неизвестными допускает простое геометрическое истолкование. 
Всякое линейное уравнение вида (38.4) определяет на координат
ной плоскости прямую линию. Уравнения системы (66.2) можно 
поэтому истолковать как уравнения двух прямых на плоскости,
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а задачу решения системы — как задачу об отыскании точки пере
сечения этих прямых. Ясно, что возможны три случая: 1) дан
ные две прямые пересекаются (рис. 61, а); этот случай отвечает 
определенной системе; 2) данные две прямые параллельны 
(рис. 61, б); этот случай соответствует несовместной системе;

Рис. 61

3) данные прямые совпадают (рис. 61, в); этот случай соответ
ствует неопределенной системе: каждая точка «дважды заданной» 
прямой будет решением системы.

Пример 3. Исследовать линейные системы:
f 5х— 2у = 4,

а) 0,35х—0,14^ = 2;
(0,2% + 3,lÿ = — 2,3, 
\ %+15,5у = —11,5.

Решение, а) Составим и вычислим главный определитель 
данной системы:

5 —2
= — 0,7 +0,7 = 0.0,35 —0,14

Далее вычисляем Дд

4 —2 
2 —0,14 = — 0,56 + 4+0.А =

Система не имеет решений; она несовместна.
Этот же вывод можно сделать не прибегая к определителям.

Замечаем, что в данной системе коэффициенты при х и у про
порциональны, а свободные члены не находятся в том же отно
шении, что и коэффициенты при неизвестных:

5 _ — 2 , 4
0,35 — —0,14 2 '

б) Имеем
0,2
1

3,1
15,5 = 3,1—3,1 =0,А
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Далее,

Ал

А.,

— 2,3 3,1
— 11,5 15,5
0,2 — 2,3
1 —11,5 z

= — 35,65 + 35,65 = 0,

— 2,3 + 2,3 — 0.

Система имеет бесконечно много решений.
Можно прийти к этому выводу и без определителей, если 

заметить, что все коэффициенты системы пропорциональны; 
умножением на 5 первое уравнение приводится ко второму—си
стема фактически состоит из одного уравнения.

Пример 4. Исследовать систему
Í (а—1)х + (2а— 3)у = а +2,
|(а+1)х + (а + 3)г/ = 3а+1.

Решение. Коэффициенты системы зависят от параметра а; 
исследовать систему—это значит указать, при каких значениях а 
система будет, соответственно, определенной, неопределенной, 
несовместной.

Начинаем с вычисления главного определителя:
а— 1 
а+ 1

2а—3 
а + 3А = = (а—1)(а + 3) —(а + 1)(2а—3) =

= (а2 + 2а—3) — (2а2—а — 3) = — а2 + 3а.
Главный определитель А = а(3—а) отличен от нуля при всех 

значениях а, не равных 0 и 3. Следовательно, система будет 
определенной (т. е. иметь единственное решение) приа=+0 и а=+3.

Исследуем теперь особые значения а; пусть сначала а = 0; 
система при этом принимает вид (мы подставляем а = 0 в урав
нения (67.7))

Í —X—Зу — 2,
Ì х + 3у=1

и оказывается несовместной.
Остается еще рассмотреть случай а=3; при а = 3 система (67.7) 

принимает вид
í 2x + 3í/ = 5,
Ì 4х + 6г/= 10

и сводится, по существу, к одному уравнению. Система неопре
деленная, ей удовлетворяют все точки прямой 2х + Зг/ = 5. Выра
зив отсюда у через х: у = (5—2х)/3, запишем все множество 
решений в виде (х, (5—2х)/3), где х может принимать произ
вольное значение.

Формулируем ответ: при а=0 система несовместная, приа=3— 
неопределенная, при всех остальных значениях—определенная.



68J § 3. СИСТЕМЫ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ 183

68. Системы, состоящие из уравнения второй степени и линей
ного уравнения. В общем случае система двух уравнений с двумя 
неизвестными при условии, что одно из уравнений — второй сте
пени, а второе—линейное, имеет следующий вид:

(a^ + b^y + c.if + d^ + e^j + f^O,
\ d2x + e2y + f2 = 0. <68І>

Для отыскания решений системы (68.1) можно из второго ее 
уравнения выразить одну неизвестную через другую (например, х 
через у) и это выражение подставить в первое уравнение, кото
рое после этого сведется к квадратному уравнению (в отмеченном 
случае относительно у). Решив его, найдем два значения этой 
неизвестной (z/i и г/2) и по ним определим два соответствующих 
значения (%х и х2) второй неизвестной.

Пример 1. Решить систему уравнений
Í 5ха + 2ху—уа + 3х—2у—11 =0,

1 2%-)-3z/+ 5 = 0.
Решение. Из второго уравнения данной системы находим 

X — ’—(3z/ + 5)/2. Подставим вместо х это выражение в первое 
уравнение:

5 ( + 2 (+ 3 ( 11 = 0.

После простых преобразований получится уравнение
29í/2 + 104z/ -|- 51 = 0,

из которого найдем
z/i = —3, уг = — 17/29.

По найденным значениям у определим соответствующие зна
чения х:

v_ 3z/+5l _9 3Z/+5I
2 |y=_3_z’ 2 |р=-17/29 29 '

Решения системы запишем в виде

(- 47 _17 \
29 ’ 29 J ’или, короче, в виде (2, —3),

Указанный метод решения является общим. В некоторых част
ных случаях удобней применять более специальные приемы реше
ния рассматриваемых систем уравнений (хотя общий метод 
и остается применимым).
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Рассмотрим систему вида
х + у = а, 

ху = Ь. (68.2)

Здесь требуется найти неизвестные по заданным их сумме и про
изведению. Станем искать эти неизвестные как корни одного 
квадратного уравнения. В силу теоремы Виета (п. 60) такое 
квадратное уравнение составляется в виде

z-—az + b — 0 (68.3)
(сумма его корней равна а, произведение равно Ь). Если' теперь 
обозначим корни уравнения (68.3) через zlt z2, то решения сис
темы (68.2) получим в виде

iAì = 2l- fx2 = z„
( Уі za> Ì У г -Zf

К этому же случаю сводятся и системы вида 
Í ах + Ьу = с,
\ xy = d. (68.4)

Действительно, примем за новые неизвестные и = ах и ѵ = Ьу. 
Ясно, что система (68.4) равносильна системе вида

ах + Ьу = с, 
ах ■ by = abd

и сводится к /

для и = ах, 
Пример

системе типа (68.2)
и + ѵ — с,

uv = abd
v = by.
2. Решить следующие системы уравнений:

|% + у=10, 
а) 'j xt/ = 29; б)

X —í/ = 2, . í 2x — 3y = — 1, 
xí/ = 2; Ì xy = 35.

Решение, а) Введем вспомогательную неизвестную г и для 
нее составим квадратное уравнение

z2—10z+ 29 = 0.
Корни этого уравнения:

z1 = 5+2í, z2 = 5—2t.
Таким образом,

Jx1 = 5 + 2í, íx2 = 5 — 2f,
Ні = 5—2i; ( y, = 5 + 2t.

б) Записываем нашу систему в виде 
í* + (—У) = 2,
1 х-( —z/) = —2.
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Отсюда
z2 —2z —2 = 0.

Корни этого уравнения:
Zl=i+/3, z2=l—КЗ.

Таким образом,
Í íx2=l-J/'3,_
1 Уі~—1+КЗ; t Уг~ 1 Ѵ^'З.

в) Перепишем данную систему так:
í 2х + (—Зу) =—1,
( 2x • (-3z/)=—210.

Отсюда
z2 + z —210 = 0. ;

Найдя из этого уравнения
Zi =14, z2 = —15,

получим
Í 2^7=14, Í 2х2 =—15,
1 -3Уі = -15; 1 —3í/2=14.

Решения данной системы:
А = 7, 
Ух = 5;

х2 = -1Б/2, 
у2 = —14/3.

Пример 3. Решить систему
х2 + г/2=17, 
X +у =5. (68.5)

Решение. Удобно возвести второе уравнение системы 
в квадрат и вычесть из него почленно первое уравнение:

х2 + 2хі/ + г/2 = 25 
х2 + у2 = 17

2ху = 8.
Теперь используем второе уравнение системы (68.5) и получен
ное уравнение, выражающее ху:

í х + г/ = 5, 
1 хг/ = 4. (68.6)

Эту систему уже 
Виета:

решаем, как предыдущие, с помощью теоремы 

г2 — 5г + 4 = 0;
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имеем 21=1, za = 4. Решения системы (68.5):
Í 1 I [ ^2 ~ 4,

1 í/i = 4; \ í/a= I
(оба они удовлетворяют и первоначальной системе (68.5)). 

Совсем просто решается система вида
( X +у = а,
1 х2—у2 = Ь. (68.7)

Действительно, при а=/=0 разделим второе уравнение на первое 
почленно:

X2 — у3 ь
х + у а ’

и придем к системе уравнений первой степени
х + у = а,
X—у — Ь/а.

69. Примеры систем двух уравнений второй степени. Системы 
уравнений высших степеней. В элементарной математике рас
сматривают только некоторые простые частные случаи систем 
уравнений второй или высшей степени. Такова в частности, 
система вида

х2 + уа = п, 
ху = Ь. (69.1)

Система (69.1) решается, например, таким способом: второе 
уравнение умножаем на 2 и складываем с первым уравнением; 
получим уравнение

(x + i/)2 = a + 2ö
и сведем решение системы (69.1) к решению пары систем:

J4 / x + y = V a + 2b, í x + í/ = —Ка + 26,
; \ ху = Ь\ ' \ ху = Ь,

решаемых с применением теоремы Виета.
Иначе можно решить систему (69.1), выразив из второго

уравнения у через х: у = Ь/х. После подстановки этого выраже
ния в первое уравнение получится биквадратное уравнение для х: 

хг + ^2 =а, или а-4 — ßx24-Z?2 = 0.

Таким же путем приводится к биквадратному уравнению 
система вида

х2—у2 = а, 
ху = Ь (69.2)

и некоторые другие системы уравнений второй степени.
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Пр и мер 1. Решить систему уравнений 
í х2 + і/2 = 34,
1 Xÿ = —-15.

Решение. Находим, складывая удвоенное второе уравне
ние с первым:

(х + г/)2 = 4.
Получаем две системы:

1)
х + у = 2,

2)
Х + У = — 2,

ху = -15,x¿, =—15;
решениями которых будут следующие пары значений х и у\

(5, —3); (-3, 5); (3, —5); (-5, 3).
Покажем теперь, как эту систему можно решить сведением 

ее к биквадратному уравнению. Для этого из второго уравне
ния найдем ~

г/ = —-15/х.
Тогда первое уравнение системы запишем так:

а , 225 ал Xa+ —»-== 34.1 Xa
Отсюда

Xі — 34х2 + 225 = 0.
Мы получили биквадратное уравнение относительно х, из ко

торого найдем х2 = 25 и х2 = 9, значит, соответственно,
х = ±5 и х = ±3.

Разделив число (—15) на каждое из найденных значений х, 
получим соответствующие значения у.

Пример 2. Решить систему
( X2 -¿/2 = 24,

4 хг/ = 35.
Решение. Выражаем у из второго уравнения системы

и подставляем в первое:
X2 1225

х2 ’
откуда

- Xі—24х2 —1225 = 0.
Находим два значения х2: 49 и —25. Имеем четыре значения: 
х=±7, х = ±5/. Соответствующие у определяем из равенства 
y — 35/x. Окончательно решения системы таковы:

(7, 5); ‘ (—7, -5); (57, —77); (—57, 71).
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К системе типа (69.2) приводит задача извлечения корня квадратного из 
комплексного числа, если решать ее чисто алгебраическим методом, не прибе
гая к тригонометрической форме записи комплексных чисел. Пусть требуется 
извлечь корень квадратный из числа а + Ьі. Обозначим неизвестный корень 
через z=x-J-û/ и по определению квадратного корня запишем

(x+íf/)" = a-|-K
или

х2—у~ -)- 2іху = а-\~Ы.

В силу условия равенства двух комплексных чисел приравниваем отдельно 
действительные и мнимые члены в обеих частях равенства:

I X2 — у- = а,
1 2хі/ = Ь.

При решении этой системы следует учитывать, что по смыслу задачи хну — 
действительные числа (мнимые решения надо отбросить).

Пример 3. Найти yr4-|-3í.
Решение. Обозначим У 4 + Зі = г = х+ іу. Тогда 

(х+іу)2 = 4+3і,'
х8 —y2+2ix(/ = 4 + 3í,

откуда
X2 — у2 = 4,

2ху = 3.
Находим

y = 3i(2x), х2-9/(4х2) = 4
и

4х4 —16х2 —9 = 0.

Используем только положительный корень для X2: 
х'- = а/,; х, = 3//Т ÿx=l/K2; x2 = -3/J<2, у2 = -1/^2.

Итак, искомый корень имеет значения ± (3í)/ У 2.

Приведем еще примеры систем уравнений высших степеней; 
при этом ограничимся задачей отыскания их действительных 
решений.

Пример 4. Решить систему уравнений
х3 + у3 = 7(х + у), 
Л2 + у2 = Ю. (69.3)

Решение. Первое уравнение системы (69.3) записывается 
в виде

(х + у) (ха—ху + уг—7) = 0,
и дальнейшее решение системы распадается на два случая в за
висимости от того, будет ли x-j-y равно нулю или нет.

1) х + у = 0; у — —X. Из второго уравнения системы (69.3) 
находим 2х2=10, х = ±рЛ5. Получили два решения системы:

(К5, -/5) и (-К5, /5).
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2) х + г/^=О; тогда
%2-]-z/2—7 = 0,

или
xi/ = x2 + í/2—-7.

Заменяя х2 + г/2 через 10 (по второму уравнению системы (69.3)), 
придем к системе уравнений

хг/ = 3, 
x2 + ÿ2=10,

которую решаем уже известным способом. Получим еще решения
(3,1); (1,3); (-3,-1); (-1,-3).

Всего данная система имеет шесть решений, все они действи
тельные.

Пример 5. Решить систему уравнений 
Х2£/3 = 8, 
x3z/2 - 4.

Решение. Перемножив почленно уравнения системы, най
дем (xí/)b = 32, откуда ху = 2 (мы берем только действительный 
корень этого уравнения). Разделим поочередно каждое из урав
нений данной системы на x2í/2 = 4:

Итак, данная система имеет следующее действительное ре
шение:

х=1, у —2.
Пример 6. Решить систему уравнений 

{ x« + í/* = x2z/2+13,
\ X2 -г у2 — ху + 3.

Решение. Возведем второе уравнение в квадрат:
Xі + уі + 2х2£/2 = х2г/2 + 6xt/ + 9.

Подставим в это уравнение вместо Xі + г/4 выражение этой суммы, 
взятое из первого уравнения системы. Получим

x2í/2 + 13 + 2x2í/2 = x2i/2 + бху + 9,
откуда

х2г/2—Зхг/ + 2 = 0.
Получилось. квадратное уравнение относительно ху. Из не

го имеем ху = 2 или ху = 1. Второе уравнение данной системы
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соответственно можно переписать так: x2-ì~y2 — 5 или х2-\-у2 = 4. 
Это приводит к двум следующим системам типа (69.1):

íx2 + z/2 = 5, { х2 + у2 = 4,
I ху=2; \ xy=ì.

Первая из этих систем дает следующие Четыре решения: (2, 1), 
(1, 2), (■—1, ■—2), (—2, ■—1). Проверка показывает, что все они 
удовлетворяют исходной системе.

Вторая система решается аналогично. Ее решения иррацио
нальны, читатель найдет их самостоятельно. - —

Упражнения

1. Решить систему уравнений
( 2,1х+4,5//= 13,5,
1 3,7х — 0,1// = — 0,3.

2. Решить систему уравнений
/ x+2//+3z=19,

7 x+4//-2z = 0,
V 4х + 5//—Зг =—8.

3. Исследовать линейные системы:
7х—1 і у =5; ( 12,Зх — 4,Ту =5,0,( 7х-Пу =5; < 12,3х —4,7// =5,0,

aJ 1 28,7х — 45,1^ = 20,5; ' [ 36,9х—14,1//= 16,1;
I Зх-7» = 2,
I 4х+8// = -0,4.

4. Решить систему уравнений
Í Зх2 — х//+//2 + х — у — 6 = 0,
I 4х —//+6 = 0.

5. Решить следующие системы уравнений:

. Í х + // = 15, 
а) 1 « = -34;

6. Решить систему уравнений
( х2+//2 = 5,
1 ху = 2.

7. Найти действительные решения следующих систем уравнений:

Í х3+ «Г* = 35, ( х2+//4 = 20,
' 1 х2//+х//2 = 30; } 1 х4+//2 = 20;

Í хѴ+хѴ=12, ( х3+//3=9,
В) 1 х2//3—х3//2 = 4; rJ 1 x + ÿ =3.

б)
í x-y = 5, 
l x//=14; в)

( Зх+5// = ЗО,
Ì x// = 15.
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§ 4. Иррациональные, показательные и логарифмические 
уравнения

70. Иррациональные уравнения. Иррациональными называются 
уравнения, содержащие неизвестную величину под знаком корня. 
Таковы, например, уравнения

У X + 4 + У'х + 9 = 5,
7 /2F+6 —Зр/?= 11,

х2 + У X— 1 = 10% + р/ X—2 + 1.
Во многих случаях, применяя однократно или многократно 

возведение в степень обеих частей уравнения, удается свести 
иррациональное уравнение к алгебраическому уравнению той 
или иной степени (являющемуся следствием исходного уравне
ния). Так как при возведении уравнения в степень могут поя
виться посторонние решения, то, решив алгебраическое уравне
ние, к которому мы привели данное иррациональное уравнение, 
следует найденные корни проверить подстановкой в исходное 
уравнение и сохранить лишь те, которые ему удовлетворяют, 
а остальные — посторонние—отбросить.

При решении иррациональных уравнений мы ограничиваемся 
только их действительными корнями; все корни четной степени 
в записи уравнений понимаются в арифметическом смысле.

Рассмотрим некоторые типичные примеры иррациональных 
уравнений.

А. У равнения, содержащие неизвестную под знаком квадрат
ного корня. Если данное уравнение содержит только один квад
ратный корень, под знаком которого имеется неизвестная %, то 
следует этот корень уединить, т. е. поместить в одной части 
уравнения, а все другие члены перенести в другую часть. После 
возведения в квадрат обеих частей уравнения мы уже освобо
димся от иррациональности и получим алгебраическое уравне
ние для %. ____

Пример 1. Решить уравнение % + ]/% +4 = 3%—7.
Решение. Уединяем корень в левой части уравнения:

)/% + 4 = 2%—7.
Возводим полученное равенство в квадрат:

% + 4 = 4%2 —28% + 49, или 4%2 —29% + 45 = 0.
Находим корни этого уравнения:

■ %і ~ 5, %2 = 9/4.
Проверка показывает, что лишь %4 = 5 удовлетворяет исходному 
уравнению.

Если в уравнение входит два и более корня, содержащих %, 
то возведение в квадрат- приходится повторять несколько раз.
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Пример 2. Решить следующие уравнения:
а) /х + 2 + J/ *—2 = К3X—2; б) Y2х + 1 + Y.x—3 = 4.
Решение, а) Возводим обе части уравнения в квадрат:

% + 22 )/(%-[-2) (х— 2) -)-х—2 = Зх—2.
Уединяем корень:

2|/ ха — 4 = х—2.

Полученное уравнение снова возводим в квадрат:
4 (ха—4) = (х — 2)а.

После преобразований получаем для х следующее квадратное 
уравнение:

Зха + 4х —20 = 0;
решаем его:

*і = 2, х2 = —10/3. . .
Подстановкой в исходное уравнение убеждаемся в том, что xt = 2 
есть его корень, а х2 =—10/3 является для него посторонним 
корнем. _____ _____

б) Пример J/2x + I + У X—3 = 4 можно решить тем же мето
дом, каким был решен пример а). Однако, воспользовавшись 
тем, что правая часть данного уравнения не содержит неизвест
ной величины, поступим иначе. Умножим уравнение на выраже
ние, сопряженное с его левой частью; получим

4 (1/2х+ 1 — J/Т^З) = (1/27TÏ + (КІЕП — /х^З).
Справа стоит произведение суммы на разность, т. е. разность 

квадратов. Отсюда
4 (J/2X+ 1 — Кх=^3) = (2х + 1 )—(х—3),

или
К2Т+Т~К^З = ^.

В левой части данного уравнения стояла сумма квадратных 
корней; в левой части полученного теперь уравнения стоит раз
ность тех же корней. Запишем данное и полученное уравнения:

У 2х + 1 + Yx—3 = 4,

Y^x + і — Кх—з=.

Взяв сумму этих уравнений, получаем
2/2FH=4+^,



70] § 4. ИРРАЦИОНАЛЬНЫЕ, ПОКАЗАТЕЛЬНЫЕ 193

ИЛИ
8]/2х + 1=х + 20.

Возведем в квадрат последнее уравнение и после упрощений 
получим

х2—88%+ 336 = 0.
Отсюда находим х1 = 4, х2 = 84. Проверкой убеждаемся в том, 
что корнем данного уравнения служит только число х = 4.

Пример 3. Решить уравнение
Кх2 + 3х—3 +/х2—2х + 2 - 2.

Здесь уже под знаком радикала мы имеем квадратные трехчлены.
Решение. Умножаем уравнение на выражение, сопряжен

ное с его левой частью:
2 (|/х2 + 3х—3—jfx¿—2x+2) = (ха + Зх—3) — (ха — 2х + 2); 

отсюда
/ха + 3х—3 —Vха —2х + 2 = .

Вычтем последнее уравнение из данного:

2 Кха—2х + 2 = 2 — .
Отсюда

2/ха—2х+2 = Ц^,

или _________
4 У х2—2х + 2 = 9—5х.

Возводим это уравнение в квадрат:
16 (ха—2х + 2) = 81 — 90х + 25ха.

Отсюда
9ха — 58х+49 = 0.

Из последнего уравнения находим х2= 1, х2 = 49/9. Проверкой 
убеждаемся, что корнем данного уравнения служит только 
число х = 1.

Б. У равнения, содержащие корни третьей степени. Системы 
иррациональных уравнений. Ограничимся отдельными примерами 
таких уравнений и систем.

Пример 4. Решить уравнение
р/15 + 2х + /13 —2х = 4. (70.1)

Решение. Покажем два способа решения уравнения (70.1).
Первый способ. Возведем обе части данного уравнения в куб 

(см. формулу (20.8)):
15 + 2х + 13 —2х + 3 р/(15 + 2х)(13—2х) -4= 64

7 В. В. Зайцев и др.
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(здесь мы заменили сумму кубических корней числом 4, поль
зуясь уравнением (70.1)). Итак, имеем

j/(15 + 2а') (13 —2а) = 3,
или

(15 +2а) (13 — 2х) = 27, 

т. е., после упрощений,
а2 + а — 42 = 0,

откуда ах = 6, а, =— 7. Оба корня удовлетворяют исходному 
уравнению.

Второй способ. Положим

и = У15 +2a-, ѵ - ’/13 —2а-.

Уравнение (70.1) запишется в виде и + ц = 4. Кроме того, видно, 
что и3 + ѵ3 = 28. От уравнения (70.1) мы перешли к системе 

I 1^ + 1+= 28,
\ U + U — 4.

Разделив первое уравнение системы почленно на второе, найдем 
и2 — ии + ѵ2 = 7

и уже легко решим систему вида
I иг—иѵ + ѵ2 = 7,
\ ц + и = 4.

Ее решения: 1^ = 3, ot=l; «2=1, + = 3.
Из равенства у/ 15 + 2а = ц находим пр-и и —3 и ы=1:

Л'1 = 6, х2 =— 7,
Рассмотрим теперь примеры решения систем уравнений с двумя 

неизвестными, из которых по крайней мере одно уравнение 
иррациональное.

'Пример 5. Решить систему уравнений 

7 t/ZK_l = 1
У х+у' V 6х 2 ’

V ху—х—у = 0.

Решение. Обозначим = Это позволит первое
уравнение системы записать в виде
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откуда zr = 2, г2 = 1/2. Взяв 2 = 2, найдем
/¡5=2, 6x = 4x + 4¡/, % = 2у.

Теперь из второго уравнения системы находим 2/—Зу = 0. 
Из корней этого неполного квадратного уравнения берем только 
ух = 31г (корень г/ = 0 отбрасываем; почему?). Отсюда х± = 3.

Если взять 2 = Ѵг, то получим х2 — 24/23, у2 = 24 (читатель 
проведет все необходимые для этого выкладки самостоятельно). 
Итак, данная система имеет следующие решения: (3,3/2); (24/23, 24).

Пример 6. Решить систему уравнений 
Ѵ~х + Ѵу =2 Уху,

х-\^у = 2.
Решение. Возведя в квадрат первое уравнение, получим 

x + t/ + 2]/rxÿ = 4xi/. ,
С помощью второго уравнения системы найдем

2 + 2 У ху = 4ху, или 2ху—]/ху—1 = 0.
Последнее уравнение является квадратным относительно Уху. 

Из него находим только положительное значение j/xz/= 1, от
куда ху=1, и данную систему, тем самым сводим к системе

Í х + у = 2,
1 ху=1.

Решив эту систему, найдем, что пара чисел (1, 1) служит 
единственным решением и ее, и исходной системы.

71. Показательные уравнения. Показательными называют 
уравнения в случае, если неизвестная величина находится в пока
зателе степени (основание которой не содержит неизвестной 
величины); к показательным можно отнести уравнения

4-ѵ_2х+1—8 = 0, 9*г+«* = 3ЗА'+?.
Простейшим показательным уравнением является уравнение 

вида
ах = Ъ. (71.1)

Оно решается с помощью логарифмирования:
x = logaö.

Во многих случаях решение показательного уравнения после 
надлежащих преобразований сводится к решению уравнений 
простейшего вида (71.1). Кроме того, при решении показатель
ных уравнений часто используется следующее известное поло
жение.

7*
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Если равны степени с одним и тем же основанием, то равны 
показатели степени (либо основание равно единице):, из равенства

ап = аѵ
вытекает и — ѵ (или а=1).

Разберем примеры решения показательных уравнений. 
Пример 1. Решить уравнение 9A’+4A-‘I’5 = 3.
Решение. Удобно представить обе части уравнения как

степени одного и того же числа, например 9:
д.їг+4Л--4,5 __ 9°>5.

Теперь приравниваем показатели степени и получаем уравнение 
%2+ 4х—4,5 = 0,5,

из которого находим решения данного уравнения: Xj= 1, х2 =— 5. 
Пример 2. Решить уравнение 4*—2А+1—8 = 0.
Решение. И здесь удобно свести показательные функции

к одному основанию 2:
2“—.2-2*—8 = 0.

Получили крадратное уравнение для неизвестной ы = 2А': 
и2 —2и— 8 = 0;

его корни «! = 4, и2 = '—2. Так как и = 2х не может иметь отри
цательных значений, то имеет смысл только решение «! = 4; 
находим единственный корень х = 2 уравнения из равенства 
2Л' = 4.

Пример 3. Решить уравнение 2х+3 + 2А+2 + 2А'+1 = 7А' + 7А'-1. 
Решение. Преобразуем обе части уравнения:

8-2* + 4-2А' + 2-2* = 7х + у7+

14 • 2х = — • 7 х — - 2А = — -7х14 Z 7 ‘ ’ 4 ¿ 49 ‘

или, наконец
2х-2 = 7 х‘

Отсюда (у)* =1 и X—2 = 0.

Итак, х = 2—единственный корень уравнения.
Пример 4. Решить уравнение

(3—2 KD*’ ~ 6*+8 + (3 + 2 УТ)** “вх+8 = 6.
Решение. Заметим, что числа 3—2 К2 и 3 + 2 К2 обратны 

по величине:
3—2/Г

(71.2)

3 + 2 /T'

Поэтому, обозначив (3—2Ÿ~2T)xt~l>x+a через и, перепишем
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уравнение (71.2) в виде
ц + — = 6.

Имеем для и корни ы1>2 = 3±2|/2. Равенства 
(3—2/2_)л'2_0х+9 = 3 + 2КГ, (3—21/2_)Л'2_6Ѵ+9 = 3 — 2/Г

приводят к двум квадратным уравнениям относительно х:
X2—6х + 9 = —1, X2—6х + 9=1.

Первое из них имеет мнимые корни, второе же дает решения 
уравнения (71.2): х1 = 4, х2 = 2.

72. Логарифмические уравнения. Логарифмическими называются 
уравнения, содержащие неизвестную под знаком логарифма или 
в основании логарифма (или и то и другое одновременно). 
Например, логарифмическими будут уравнения

log2x + log4 (х + 2) = 2, 
logJC2 + logx8 = 3, 

logx(x + 6) = 2.
Следует заметить, что при решении логарифмических урав

нений необходимо учитывать о. д. з.: под знаком логарифма могут 
находиться только положительные величины, в основании, лога
рифмов—только положительные величины, отличные от единицы.

Простейшим логарифмическим уравнением назовем уравнение 
вида

logax = ò. -, (72.1)
Оно решается потенцированием:

х = аь.
Решение других логарифмических уравнений иногда удается 
свести к решению уравнений простейшего вида (72.1).

При решении логарифмических уравнений используются свой
ства логарифмов и действие потенцирования. Приведем примеры 
решения логарифмических уравнений.

Пример 1. Решить уравнения: а) log2 Ç1 + у) = 3;

б) log^î-u 27 == 3; в) logx(x + 6) = 2.
Решение, а) По определению логарифма имеем 1+^=2?. 

Отсюда
1+- = 8, — = 7, х = 1.

б) (х2—1)’ = 27. Отсюда х2—1 = ^27. Берем только дейст
вительное значение р/27, равное 3. Таким образом,

X2—1 = 3, х2 = 4, хх = 2, х2 = '—2.
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в) х2 = х-)-6. Отсюда х2—х—6 = 0; из двух корней а\ = 3 и 
х2 =— 2 полученного квадратного уравнения берем.только поло
жительный. Итак, единственный корень данного уравнения х=3.

Обратим внимание, что, решая уравнения из примера 1, мы 
не стали заранее определять о.д. з. Вместо этого мы всякий раз 
проверяем, удовлетворяют ли найденные значения х уравнению 
(это иногда занимает меньше времени, чем отыскание о. д. з.).

В следующеім примере мы встречаемся с логарифмами по 
различным основаниям.

Пример 2. Решить уравнения: а) log2x + log4 (х + 2) = 2; 
б) logjXlogj X = 1.

Решение, а) В соответствии со следствием из свойства 8 
п. 27 имеем

l0g2 X = logo» X2 = logj Xa.
Это дает возможность записать данное уравнение в виде 

log4 Х2 + log4 (х + 2) = 2.
Здесь логарифмы берутся уже по одному и тому же основанию 4 
(это же можно было получить и с помощью модуля перехода). 
Заменяя сумму логарифмов, расположенную в левой части 
последнего уравнения, логарифмом произведения, получим 
log4 [х2(х + 2)] = 2. '

Отсюда находим
х2(х + 2) = 42, х3-[-2х2—16 = 0.

Для определения X имеем уравнение третьей степени (п. 62). 
Испытав делители свободного члена (—16), находим, что одним 
из корней этого кубического уравнения служит х\ = 2. Делением 
его левой части на двучлен х—2 получаем квадратное уравне
ние х2 + 4х + 8 = 0 с корнями х2і3 =— 2 ± 2і, которые для ис
ходного логарифмического уравнения не имеют смысла и по этой 
причине должны быть отброшены.

Итак, корнем данного уравнения служит число х = 2.
б) И здесь логарифмы берутся по разным основаниям.

В качестве' их общего основания выберем, например, число 2. 
Используя модуль перехода, перепишем данное уравнение так:

Преобразуя это уравнение, найдем
l0g2 (хІ0®2 3 • х) = log2 3.

Имеем, потенцируя,
xlogä3.x=3j х1оЄ23 + 1 = 3.

В таком случае х = 3Іов«3+1. Более просто этот ответ можно за
писать, заметив, что

log2 3 + 1 = log2 3 4- loga2 = log, 6.
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Отсюда
i

3ІОЁ2 в = 3'Offe 2.

Если требуется записать приближенное значение этого корня 
в форме десятичной дроби, то это можно сделать с помощью 
таблиц логарифмов так: сначала найти

lgx=loge2-lg3 = J||lg3 0,3010-0,4771
0,7781 0,1846,

а потом по lgx найти xæ 1,53.
73. Разные уравнения. Системы уравнений. Здесь мы приве

дем примеры уравнений «смешанного типа», в которых неизвест
ная может одновременно входить и под знак корня, и под знак 
логарифма, и в показатель степени, а также примеры систем 
уравнений рассматриваемых типов.

Пр имер 1. Решить уравнения: а) log2(5 + 3-v2) = 5;
б) 6 Гз — 7-6Iog’*-(-6 = 0; в) (%2 + 6)1оЄ’А' = (5a')'°s*

Решение, а) По определению логарифма получаем
5 + 3*2 —25, 5 + 3*2 = 32.

Отсюда З*2 = 27. Но 27= З3. Поэтому 3*2 = 33, и, следовательно, 
х2 = 3, откуда х1 = |/г3, х2 = — КЗ. Оба эти числа служат реше
ниями данного уравнения.

б) По свойству 8 п. 27 имеем
log/- X = log3 X2 = 2 log3 *■

Следовательно, данное уравнение можно переписать так:
62 loga X — 7.6]°g’ х -]- 6 = 0.

Обозначим 6I°e’-ï = z и получим для z квадратное уравнение 
z2—7z + 6 = 0 с корнями z2 = 6 и z2=l. Для определения х по
лучим два уравнения:

6’°es*=6, 6loe»*=l.
Из первого находим log3x= 1, х = 3, а из второго log3x = 0, 
х=1. Итак, данное уравнение имеет.два корня: xt = 3 и х2=1.

в) Если равны степени с одинаковыми показателями, то отсюда 
можно заключить, что основания равны друг другу или показа
тели равны нулю. Из первого предположения находим х2 + 6 = 5х, 
а из второго log2x = 0. Решая эти два уравнения, определяем
следующие три корня данного уравнения:

X j = 3, х2 = 2, х3 = 1 ■
Пример 2. Решить уравнение

¡A-ijlo^-ílog^^-j^ (73.1)
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Решение. Уравнение можно переписать в виде
|Х_ ! ¡’og,^-a Ю&д.9 |2

Оно будет удовлетворяться в двух случаях: при равенстве пока
зателей степени:

log3x2—2 logA. 9 = 2,
и при равенстве основания степени единице:

|х—11 = 1.
Первая из этих возможностей приводит к уравнению относи

тельно неизвестной U — loga х-
4

2и----- = 2, или и" — и — 2=0,и ’ ’
имеющему решения u¡ = 2, и2 = — 1. Для X это дает два корня: 
Хі 9, Х2==1/з'

Вторая возможность осуществляется при х = 2 или х = 0. 
Значение х = 0 не входит в о.д.з. данного уравнения, значение 
же X = 2 удовлетворяет уравнению. Итак, уравнение (73.1} имеёт 
три корня: Xj = 9, х2 = 1/3, х3 = 2.

Пример 3. Решить следующие системы уравнений:
а) ( log3x—log, £/ = 0, 
аЦ X2 —Зу2 + 44 = 0;

Í logy X + logx у = 2,5, 
В) 1 ху = 8;

б)
■çA»-ÿs + 8A+l _ J 
2у = 8 -2 х;

( 5lgx-3’gy=0,
' X (Зх)>вз_(5^)1е б= о.

Решение, а) Имеем log3 х = log„ х2. Потенцируя первое урав
нение системы, найдем

х2 = г/.
Второе уравнение системы запишется как квадратное уравнение 
относительно у.

г/-Зг/2 + 44 = 0.

Его положительный корень у = 4 (отрицательный корень не вхо
дит в о.д.з. данной системы). Для х получаем два значения: 
х = ±2, из которых отрицательное отбрасываем. Единственное 
решение системы: (2, 4).

б) Второе уравнение системы может быть записано в виде 
2у = 2*+з

и дает £/ = х + 3.
Рассмотрение первого уравнения системы распадается на два 

случая:
1) х—1 и 2) X2 — i/2 + 8x+1 =0.

В первом случае приходим к решению системы (1, 4). Во втором
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имеем, с учетом равенства у = х + 3, уравнение для х\ 
х2—(х + 3)2 + 8х+1 =0, или 2%—8 = 0.

Второе решение системы есть (4, 7).
в) Заметим, что log., х = . Поэтому, положив log,, x = z,

приведем первое уравнение системы к уравнению — =
которое сводится к квадратному относительно z. Из него получим 
zx = 2 и z2 = 1/2. Значит, logyx = 2 или logyx = 1/2. откуда х = г/2 
или х = //*/’. Второе уравнение данной системы теперь можно 
записать так: г/3 = 8 или р/~у = 8. Первое уравнение имеет един
ственный действительный корень г/г = 2; по нему находим xt = 4. 
Второе уравнение возведем в квадрат и получим уравнение у3 = 64 
с единственным действительным корнем г/2 = 4, откуда х„ = 2. 
Итак, данная система имеет два решения: (4, 2) и (2, 4).

г) Перепишем уравнения системы в виде
Í = З1^
\ (Зх)’е3 = (5р)’е6

и прологарифмируем каждое из них по основанию 10:
Igxlg5 = lgz/ lg 3, 3

(lgx + lg3) lg3 = (lgy+ lg5) lg5. '
Из первого уравнения выразим lgz/:

1§^ = 1§х-їЦ'

Подставим это выражение в правую часть второго из уравнений 
(73.2) и после несложных преобразований получим

(Igx + lg3)lg3 = (lgx + lg3)^.

Отсюда
(lgx+lg3)[lg3-í||]=0, ~

и так как второй сомножитель левой части, очевидно, отличен 
от нуля, то lg х +lg 3 = 0, откуда х = Ѵ3; для у имеем lgp = 
=—lg3.{||=.— lg5; у — 3Іъ. Единственное решение системы— 

точка (73, 7б)-

Упражнения
1. Решить уравнения:
а) /2х+6-/7=Т = /Зх—11; б) /5х+6- /7+2 = 2; 

в) /х+2+/~х=/~2; г) /х2+2х+ 13— /ха+2х+6= Ij 
д) /(х-1)(х-2)+ ./(х—3)(х —4) = /~2.
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2. Решить уравнения:
а) у/х+1+j/2х —3=j/Зх —2; б) У8 —7х + х = 2.
3. Решить уравнения:
а) 4*-2—17-2*-4+1=0; б) 9» —2ï+J/i = 2':+’/j —32-х-і; 

в) 22*+2- 10-V+1 _. 10-23-'-.5* =1200.
4. Решить уравнения:
a) I°gie*+ylog4(x+4)=-|-; б) log.v(x + 2) + logA.+2x = y

в) log7log6(/T+5+/^) = 0; г) log» (9Л-1 + 7) = 2+logo (ЗХ-Г+l).
5. Решить системы уравнений:

а) -і V Х + 1/+ /2х + // + 2 = 7, 
3х + 2і/ = 23;

logyX —logA. у = 0, 
2 log, х+ log, у = 3;

б)
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НЕРАВЕНСТВА

§ Ï. Числовые и алгебраические неравенства

74. Свойства неравенств. Действия над неравенствами.: Поле 
действительных чисел обладает свойством упорядоченности 
(п. 6, стр. 35): для любых чисел а, Ь имеет место одно и только 
одно из трех соотношений: а>Ь, а = Ь, или а<.Ь. При этом 
запись а >Ь означает, что разность а—b положительна, азапись 
а < b—что разность а—b отрицательна. В отличие от поля дейст
вительных чисел, поле комплексных чисел не упорядочивается: 
для комплексных чисел понятия «больше» и «меньше» не опреде
ляются; поэтому в данной главе рассматриваются только дейст
вительные числа.

Соотношения а> b и а < b назовем неравенствами, числа 
а и b—членами (или частями) неравенства, знаки > (больше) 
и < (меньше)—знаками неравенства.

Неравенства а > b и с > d называются неравенствами одина
кового (или одного и того же) смысла-, неравенства а > b и с < d 
называются неравенствами противоположного (или разного) смысла.

Из определения неравенства сразу следует, что
1) любое положительное число больше нуля;
2) любое отрицательное число меньше нуля;
3) любое положительное число больше любого отрицательного 

числа;
4) из двух отрицательных чисел больше то, абсолютная ве

личина которого меньше.
Все эти утверждения допускают простое геометрическое истол

кование. Пусть положительное направление числовой оси идет 
вправо от начальной точки; тогда, каковы бы ни были знаки 
чисел, большее из них изображается точкой, лежащей правее 
точки, изображающей меньшее число.

Неравенства обладают следующими основными свойствами.
1. Несимметричность (необратимость)-, если а>Ь, то b <.а, 

и обратно.
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Действительно, если разность а—b положительна, то разность 
b — а отрицательна. Говорят, что при перестановке членов нера
венства надо смысл неравенства изменить на противоположный.

2. Транзитивность', если а> b и Ь + с, то а + с.
Действительно, из положительности разностей а—b и b—с

следует и положительность а—с = (а—b) + (ô — с).
Кроме знаков неравенства > и < применяют также знаки 

неравенства и Они определяются следующим образом: 
запись а^-Ь означает, что либо а>Ь, либо а = Ь. Поэтому, 
например, можно писать 5^3, а также 3^3. Обычно нера
венства, записанные с помощью знаков >, <, называют стро
гими неравенствами, а записанные с помощью знаков —
нестрогими неравенствами. Соответственно и сами знаки называют 
знаками строгого или нестрогого неравенства. Свойства 1 и 2, 
рассмотренные выше, верны и для нестрогих неравенств.

Рассмотрим теперь действия, которые можно производить над 
одним или несколькими неравенствами.

3. От прибавления к членам неравенства одного и того же числа 
смысл неравенства не изменяется.

Доказатель ство. Пусть даны неравенство а> b и произ
вольное число т. По определению разность а—b положительна. 
Прибавим к этому числу два противоположных числа т и (—т), 
от чего оно не изменится, т. е.

а — Ь + т—т = а—Ь.
Это равенство можно переписать так:

(а + т)— (Ь + т) — а—Ь.
Из этого следует, что разность (а + т)— (Ь + т) положительна, 

т. е. что
а + т> Ь + т,

а это и надо было доказать.
На этом основана возможность переноса любого члена нера

венства из одной его части в другую с противоположным знаком. 
Например, из неравенства

а + Ь + с
следует, что

а > с—Ь, 
b > с—а,

а + Ь—с > 0
и т. п.

4. При умножении членов неравенства на одно и то же поло
жительное число смысл неравенства не изменяется; при умножении 
членов неравенства на одно и то же отрицательное число смысл 
неравенства изменяется на противоположный.
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Доказательство. Пусть а > Ь\ тогда а—&>0. Если 
/п>0, то т(а—Ь) > 0, так как произведение положительных 
чисел положительно. Раскрыв скобки в левой части последнего 
неравенства, получим am—Ьт>0, т. е. ат>Ьт. Аналогичным 
образом рассматривается случай т < 0.

Точно такой же вывод можно сделать и относительно деления 
частей неравенства на какое-либо отличное от нуля число, так 
как деление на число /іу=0 равносильно умножению на число 1/п, 
а числа- п и l/п имеют одинаковые знаки.

5. Пусть члены неравенства положительны. Тогда при возведении 
его членов в одну и ту же положительную степень смысл нера
венства не изменяется.

Доказательство. Пусть а > b, b > 0 (в этом случае по 
свойству транзитивности и а > 0). Тогда в силу монотонного воз
растания степенной функции хт при х > 0 и положительном пг 
будем иметь ат > Ьт.

В частности, если m=i/k, где k—натуральное число, то по
лучим

р/ а > у/ Ь,

т. е. при извлечении корня из обеих частей неравенства с поло
жительными членами смысл неравенства не изменяется.

Пусть члены неравенства отрицательны. Тогда нетрудно до
казать, что при возведении его членов в нечетную натуральную 
степень смысл неравенства не изменится, а при возведении в чет
ную натуральную степень изменится на противоположный. Из 
неравенств с отрицательными членами можно также извлекать 
корень нечетной степени.

Пусть, далее, члены неравенства имеют разные знаки. Тогда 
при возведении его в нечетную степень смысл неравенства не 
изменится, а при возведении в четную степень о смысле полу
чающегося неравенства ничего определенного в общем случае 
сказать нельзя. В самом деле, при возведении числа в нечетную 
степень знак чгісла сохраняется и поэтому смысл неравенства не 
изменяется. При возведении же неравенства в четную степень 
образуется неравенство с положительными членами, и его смысл 
будет зависеть от абсолютных • величин членов исходного нера
венства— может получиться неравенство того же смысла, что 
и исходное, неравенство противоположного смысла и даже ра
венство!

Все сказанное о возведении неравенств в степень полезно 
проверить на следующем примере.

Пример 1. Возвести в указанную степень следующие нера
венства, изменив в случае необходимости знак неравенства на 
противоположный или на знак равенства.

а) 3> 2 в степень 4; б) 3 <4 в степень 3;
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в) '—3<'—2 в степень 3; г) >—4>'—10 в степень 2;
Д) 2>'—1 в степень 5; е) 2>,— 1 в степень 4;
ж) 2 > i—3 в степень 2; з) 2 > —2 в степень 2.
6. От неравенства а > b можно перейти к неравенству между

l/а и l/й: если члены неравенства оба положительны или оба отри
цательны, то между их обратными величинами имеется неравен
ство противоположного смысла-. \/а<\1Ь.

Доказательство. Если а и b—одного знака, то их про
изведение ab положительно. Разделим на ab неравенство а^> Ь:

а . Ь 11
-iï>âb' или Т>7»

т. е. 1/а < 1/Ь, что и требовалось получить.
Если члены неравенства имеют противоположные знаки, то 

неравенство между их обратными величинами имеет тот же смысл, 
так как знаки обратных величин те же, что и знаки самих ве
личин.

Пример 2. Проверить последнее свойство 6 на следующих 
неравенствах: а) 20> 10; б) 5 <7; в) ■—2<3; г) 2>,—3* 
д)-1/а<-1Л; е) і/5>і/10..

7. Логарифмирование неравенств можно производить лишь 
в случае, когда члены неравенств положительны (отрицательные 
числа и нуль логарифмов не имеют).

Пусть b > с, с>0. Тогда при а> 1 будет 
logaô> log0c,

а при 0 < а < 1 будет
log06 <logac.

Правильность этих утверждений основана на монотонности 
логарифмической функции, которая возрастает, если основание 
а> 1, и убывает при а< 1 (п. 43).

Итак, при логарифмировании неравенства, состоящего из поло
жительных членов, по основанию, большему единицы, образуется 
неравенство того же смысла, что и данное, а при логарифмиро
вании его по положительному основанию, меньшему единицы,-—• 
неравенство противоположного смысла.

8. Если Ь> с и а > 1, то аь > ае; если Ь> с, но 0 < а < 1, 
то аь < ас.

Это сразу следует из свойств монотонности показательной 
функции ах (п. 42), которая возрастает в случае а> 1 и убывает, 
если 0 < а < 1.

9. При почленном сложении неравенств одного и того же смысла 
образуется неравенство того же смысла, что и-данные.

Доказательство. Докажем это утверждение для двух не
равенств, хотя оно верно для любого количества $кладываемых 
неравенств. Пусть даны неравенства а>Ь и c>d. По определе
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нию числа а—b и с — d будут положительными; тогда положи
тельной оказывается и нх сумма, т. е.

(a—b) + (c —d) > 0.
Группируя иначе слагаемые, получим

(a + c) — (b + d) > 0
и, следовательно,

а с b 4“ d,
а это и надо было доказать.

Нельзя сказать ничего определенного в общем случае о смысле 
неравенства, получающегося при сложении двух или нескольких 
неравенств разного смысла.

10. Если из одного неравенства почленно вычесть другое нера
венство противоположного смысла, то образуется неравенство того 
же смысла, что и первое. ■

Доказательство. Пусть даны два неравенства а>& и 
с < d разного смысла. Второе из них по свойству необратимости 
можно переписать так: d > с. Сложим теперь два неравенства 
я > b и d > с одинакового смысла и получим неравенство

а -(- d b -|- с
того же смысла. Из последнего находим 

а—с> b—d,
а это и надо было Доказать.

Нельзя сказать ничего определенного в общем случае о смысле 
неравенства, получающегося при вычитании из одного неравен
ства другого неравенства того же смысла.

11. Если почленно перемножить два неравенства одинакового 
смысла с положительными членами, то образуется неравенство 
того же смысла.

Доказательство. Пусть а > Ь, с > d, причем b > 0, d > 0. 
Находим, умножая первое неравенство на с, а второе на Ь:

ас > bc, bc > bd, 
откуда в силу транзитивности

ас > bd.
Отсюда снова вытекает правило о возведении неравенства 

с положительными членами в натуральную степень.
12. Для любого числа а имеет место неравенство |а|^а.
Доказательство. Если я ¿5:0, то справедливо равенство

а — а. Если а < 0, то |а| > 0 и имеется строгое неравенство 
а > а. В обоих случаях можно писать ¡aj^a, что и требова

лось получить.
13. Модуль суммы не превосходит сулпігі модулей-.

|а + &К|а| + |&|. (74.1)
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Доказательство. Модуль суммы | а + b | равен либо а + Ь, 
либо — (а + Ь). По свойству 12 имеем

|а |, I b I
и, складывая эти неравенства почленно (по свойству 9), найдем 

a + ö<|a| + |£>|. (74.2)
Точно так же —а^|а|, —b | b | и

-(a + b)^|a| + |ô|. (74.3)
Из неравенств (74.2) и (74.3) видно, что '| а+ 6 ¡ sC | a| +1 i>|.

В действительности нетрудно выяснить, когда имеет место 
знак равенства и когда знак строгого неравенства: | а + b | = 
— |a| + |ò|, если а и b одного знака, |a-}-&|<|a| + jô|, если 
а, и ¿ противоположных знаков.

Например, |5 + 3| = |5Ц-|3|; в то же время |5 — 3| <|5| + |—3|.
Свойство 13 верно и для любого числа слагаемых. Более того, 

оно обобщается и на комплексные числа (речь идет, конечно, о 
неравенствах между модулями комплексных чисел, которые яв
ляются действительными числами). Именно, если z1 = a1 + b1i, 
z2 — a2 + b2i, то 12г + z21 I Zj 14-1 z21 (рекомендуем возвратиться 
к рис. 9, где сумма комплексных чисел изображена геометри
чески, и истолковать написанное выше неравенство геометри
чески).

14. Разность модулей не больше модуля разности-.
|а| —|6|<|а—&|. (74.4)

Доказательство. Запишем очевидное равенство 
|a| = |fc + (a— Ь)|

и применим свойство 13:
|a| = |ô + (a—Ь)|^|Ь| + |а — Ь|.

Получим |a|^|ö| + |a—Ь|, или |а| — | b | |а—Ь\.
Неравенство (74.4) допускает следующее усиление:

||а| —]Ь|К|а—ó|,
и остается верным и в применении к комплексным числам (до
казать самостоятельно).

75. Алгебраические неравенства. Неравенства между двумя 
алгебраическими выражениями, такие, например, как 
а2 + Ь2 > а + Ь, Xі—6%+ 4 ^2%—5, loga (2х+1) < log0x2, ...,
могут при подстановке вместо буквенных параметров, входящих 
в левую и правую части неравенств, переходить либо в верные, 
либо в неверные числовые неравенства. Так, неравенство

abc <a + b-\-c
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удовлетворяется при а=\, Ь=1 и с = 2 и не удовлетворяется 
при ß = 2, ö = 2 и с = 3.

Имеются, однако, такие неравенства, которые оказываются 
справедливыми для всех допустимых значений входящих в них 
буквенных параметров. Таковы, например, неравенства (везде 
мы имеем в виду только действительные значения параметров)

а2 + Ь2^0, I а + b I I а | 1 b |, ха + 2%+'2>0.
Иногда приходится проводить доказательство неравенств; при 

этом «доказать неравенство»—значит установить, что оно спра
ведливо для любых допустимых значений параметров.

Пример 1. Доказать, что среднее арифметическое двух 
положительных чисел не меньше их среднего геометрического.

Решение. Под средним арифметическим двух чисел а>0 
иі>0 понимают число (а + Ь)/2, а под их средним геометри
ческим— число ]/~ab.

Требуется доказать справедливость неравенства
(75.1)

для всех положительных чисел а и Ь. Данное неравенство рав
носильно неравенству

(75:2)

преобразуем левую часть неравенства (75.2):
д+6 /oh = а + &-2 Vâb = (/â-У fc)2

Теперь видно, что неравенство (75.2), а следовательно и не
равенство (75.1), выполняется при любых положительных а и Ь\ 
если а=/=Ь, то неравенство строгое; если же а = Ь, то среднее 
арифметическое равно среднему геометрическому.

Дадим неравенству между средним геометрическим и средним 
арифметическим также геометрическое истолкование (см. рис. 295, 
п. 216). Среднее геометрическое двух отрезков а и Ь, сумма 
которых принята за диаметр окружности, изображается полу
хордой MD, а среднее арифметическое — радиусом ОМ, который 
не меныііё этой полухорды.

Неравенство (75.1) также обобщается на случай п положи
тельных чисел ßp ß2, ..., ß„ и записывается в форме

а1 + а2+...+ап (75.3)

(доказательство мы не приводим).
Пример 2. Доказать, что при любом положительном а 

справедливо неравенство
Vа + /0+2 < 2/Ô+T. (75.4)
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Решение. Данное неравенство можно записать в равно
сильной форме:

Y а + 2—У а + 1 <]/"а+ 1—Y о~ (75.5)
Перенесем иррациональность из числителя в знаменатель:

• ■ 1 < ■ г__ ?—(75.6)
Уа+2+Уа+І Ya+1+Ya

(обе части неравенства преобразуются тождественно). Получен
ное неравенство верно: числители дробей равны 1, а знамена
тель в правой части меньше. Из неравенства (75.6) следует не
равенство (75.5), а из него — неравенство (75.4), которое требо
валось доказать.

Пример 3. Доказать, что во .всей области допустимых 
значений а; Ь, с имеет место неравенство

Y^-i~2b + Ya + 2c^2Ya-i-b-i-c. (75.7)
Решение. Обе части неравенства (75.7) неотрицательны; 

поэтому мы можем возвести неравенство в квадрат:
а 4- 2Ь 4~ о -(-.2с -{- 2У(а -)- 2b) (a -J- 2с) 4 (¿z —{—£)—{— с), ( / 5.8)

откуда получаем
1 (ß -j- 2b) (a -J- 2с) ^7 a -f-b -(-с. Çïb.Q)

Всякий раз, когда а, Ь, с лежат в о.д.з. неравенства (75.7) и 
выполнено неравенство (75.9), будет выполнено и неравенство 
(75.7). Поэтому доказательство неравенства (75.7) сводится 
к доказательству неравенства (75.9). Обе его части также не
отрицательны. Возводим его в квадрат. Получаем

а2 2Ьа + 2са 4- 4bc ^a2-¡- 2аЬ 4- 2ас 4- Ь2 4- с2 4- 2Ьс (75.10)
или

0<Z?24-c2 —2i)C = (ö —с)2 ■ (75.11)

— неравенство,, верное при всех значениях а, Ь, с. В силу не
равенства (75.11) устанавливаем последовательно справедливость 
предшествующих неравенств (75.10), (75.9), (75.8), вплоть до 
неравенства (75.7), которое требовалось доказать.

Упражнения

1. Доказать, что при р^І выполняется неравенство 5р2 — 1^4р.
2. Доказать, что если а+Ь > — Ь + с и' а — Ь > Ь + с, то а > с.
3. Доказать, что для любых действительных чисел х, у и г выполняется 

неравенство х24-#24-г23:-Ч/4-Уг4~гх-
4. Доказать, что если а24-й24-с2= 1, то a4-ô-f-c< У3(а, Ь, с —неот

рицательные числа).
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§ 2. Решение неравенств

76. Множество решений неравенства. Равносильные неравен
ства. Будем рассматривать строгие или нестрогие неравенства 
вида

Л(х)>Л(х) (76.1)
или

Л(х)>/2(х) (76.2)
соответственно. Всякое числовое значение х = х0 из области до
пустимых значений называется решением неравенства (76.1) или 
(76.2), если при подстановке этого значения х0 в обе части не
равенства получается верное числовое неравенство. Вообще го
воря, неравенство может иметь различные решения (часто их 
бывает бесконечно много). Все решения неравенства образуют 
множество его решений (иногда называемое также областью его 
решений). Так, неравенство х2 < 1 имеет в качестве своего мно
жества решений открытый интервал (—1, 1), —1 < х < 1,
а неравенство х2^ 1—отрезок [—1, 1], —І^х^І. Иногда, 
краткости ради, мы допускаем вольность речи и говорим, что 
решением неравенства х2 < 1 служит интервал (—1, 1); в этом 
случае слово «решение» имеет смысл «множество решений».

В зависимости от своего конкретного вида неравенство может 
вообще не иметь решений (его множество решений пусто) или 
иметь множество решений самого различного вида (открытый 
интервал, отрезок, бесконечный интервал и т. д.). В любом 
случае решить неравенство—значит указать все множество его 
решений. В частности, неравенство может выполняться для всех 
(допустимых) значений х.

Из двух неравенств
Л (х) > /2 (х) 

и
Фі (х) > ф2 (х)

второе называется следствием первого, если множество решении 
второго неравенства содержит в себе множество решений пер
вого неравенства. Два неравенства называются равносильными, 
если каждое из них является следствием другого. Иначе это 
можно сформулировать так: два неравенства считаются равно
сильными, если их множества решений совпадают. Эти опреде
ления аналогичны соответствующим определениям для уравнений 
(п. 54). Как и для уравнений, можно было бы сформулировать 
утверждения о действиях, преобразующих данное неравенство 
в равносильное ему. Такими действиями могут быть прибавле
ние к обеим частям неравенства одинакового слагаемого (и, как 
следствие, перенос слагаемого с противоположным знаком из 
одной части неравенства в другую) и умножение обеих частей
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неравенства на положительное число или положительную функ
цию. Возможно также деление членов неравенства’ на положи
тельную функцию и т. д. Следует, однако, производя эти дей
ствия, следить, чтобы не изменилась область допустимых зна
чений, так как иначе равносильность неравенств может быть 
нарушена.

Пример. Из двух неравенств

X > 1, X- > 1

второе является следствием первого, но они не равносильны. 
Неравенства же х> 1 и х3 > Г равносильны.

Соблюдение требования равносильности преобразований нера
венства, выполняемых в процессе его решения, важней соблю
дения соответствующего требования для уравнений. Действи
тельно, можно не опасаться появления посторонних корней при 
решении уравнений, так как последующая проверка подстанов
кой в исходное уравнение позволяет их отбросить. Для нера
венства характерно наличие бесконечного множества решений, 
и поэтому проверка их подстановкой в неравенство практически 
невозможна. По этой же причине и отыскание о.д.з. для решае
мого неравенства является необходимой составной частью про
цесса решения.

77. Графическое решение неравенств. Если неравенство запи
сано в виде /(х)>0, то, построив график функции y = f(x), 
можно непосредственно по чертежу видеть, для каких значений х 
неравенство удовлетворяется (график лежит выше оси Ох). Ре
шение будет точным или приближенным в зависимости от того, 
точно или приближенно найдены точки, где график переходит 
из нижней полуплоскости у < 0 в верхнюю полуплоскость у > 0.

Если неравенство задано в виде Д (х) > f2 (х), то можно 
построить графики двух функций y = f1(x) и y = f2(x) и по чертежу 
определять, для каких значений х первый график располагается 
выше второго. Множество таких х и даст множество решений 
неравенства.

Основная ценность графического подхода к решению нера
венств состоит в том, что уже схематическое изображение гра
фиков функций часто показывает, что неравенство выполняется 
в интервалах, ограниченных такими характерными точками, как 
точки пересечения графиков ÿ = /i(x) и y = f2(x) между собой 
(или точки пересечения графика у = f (х) с осью Ох). Отыскание 
этих точек является уже несколько более легкой задачей: 
оно сводится к решению уравнений, а не неравенств.

Пример 1. Решить неравенство 

У 2-х < X.
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Решение. Строим графики функций у = х и z/ = K2—х 
(рис. 62). Первый из них нам известен, второй представляет 
собой часть параболы х = 2—у2, лежащую в верхней полупло
скости. Из чертежа видно, что неравенство удовлетворяется 
в интервале (а, 2), левый конец которого — корень уравнения 
К2—х = х. Решаем это уравнение: 2—х — х2, хх= 1, х2 = '—2.

Корень х2—-<—2—посторонний, нужное нам значение: о = хх=1. 
Итак, неравенство удовлетворяется в интервале (1, 2).

Пр и мер 2. Решить неравенство
|log3|x||<l. (77.1)

Решение. Строим график функции у = | log31 х 11; на рис. 63 
пунктиром показан график функции у = log3 х, после чего гра
фик у = I log31X11 получен по способу п. 48 (он показан сплош
ной линией). Далее проведена прямая г/= 1. Сразу видно, что 
неравенству (77.1) будут удовлетворять значения х из двух 
симметричных интервалов: (—Ь, —а) и (а, Ь). Здесь через ±а, 

обозначены абсциссы точек пересечения прямой у= 1с гра
фиком функции, т. е. решения уравнения

|log3|x||= 1. (77.2)
В силу симметрии достаточно найти решения уравнения (77.2) 

при х>0. Поэтому уравнение (77.2) сводится к
| log3 X | = 1.

При х> 1 имеем log3XI = log3X и из log3x=l находим х = 3. 
При X < 1 имеем log3 X | = — log3 X и из log3 X = 1 находим 
х = 1/3. Ясно, что а = 1/3, ò = 3 и множеством решений данного 
неравенства служит пара симметричных интервалов (—3, —1/3) 
и (Va, 3).

78. Линейные неравенства. Системы линейных неравенств. 
Неравенства вида

ах + Ь>0 (а=/=0) (78.1)
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(а также ах + Ь < 0, ах + Ь^О, ах + Ь^О) называются линей
ными неравенствами или неравенствами первой степени.

Для решения неравенства (78.1) перенесем свободный член 
в правую часть неравенства с противоположным знаком:

ах > —Ь. (78.2)
Приходится различать два случая: а>0 и а < 0. Если а > О, 
то разделим обе части неравенства (78.2) на а и получим рав
носильное неравенство х>—b¡a, которое показывает, что мно
жество решений неравенства (78.1) в данном случае — бесконеч
ный интервал (—b [а, оо). Если а < 0, то при делении обеих 
частей неравенства (78.2) на а придется изменить смысл нера
венства, X <—b/а, и решением неравенства (78.1) в этом случае 
будет бесконечный интервал (—оо, —Ь/а).

Замечание. Если бы а = 0, то неравенство (78.1) не содер
жало бы X и было бы либо верным, либо неверным числовым 
неравенством.

Пример 1. Решить неравенства: а) Зх+4> х+10; б) 6х+11+ 
> 10х + 3.

Решение, а) Перенесем члены, содержащие х, в левую 
часть неравенства, а свободные члены — в правую часть:

2х >6, X > 3.
Решением неравенства является интервал (3, оо)-.

б) Перенесем неизвестные члены в левую часть, а известные—•
в правую часть неравенства:

6х— 10х>3— 1, —4х>2.
При делении неравенства на отрицательное число (—4) изменим 
смысл неравенства на противоположный, получим х+:— Ѵ».

Множеством решений данного неравенства служит бесконечный 
интервал (—оо, —1/г].

Пример 2. Решить (и исследовать) неравенство 
(я— 1) X > а2— 1.

Решение. Различаем случаи:

1) а > 1 ; 2) а < 1; 3) а — 1,

При а> 1 делим обе части на а—1 и сохраняем смысл нера
венства: X > а + 1. При а < 1 одновременно с делением на а—1 
изменяем смысл неравенства: х<а+1. При а—1 неравенство 
не выполняется ни при каком х.

Ответ. Если а> 1, то множеством решений служит интервал 
(а+1, оо); если а<1, то множество -решений—интервал 
(—оо, а+1); при а=1 решений не имеется.
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В случае, если задана система линейных неравенств с одной 
неизвестной X, например система двух неравенств вида

1 íax-j-b^O,

то ее решение проводится так: решают каждое неравенство 
в отдельности, а затем находят те значения х, которые входят 
во множества решений каждого из неравенств. В случае двух 
неравенств решением каждого из них служит бесконечный ин
тервал вида [а, оо) или (—оо, а]. Можно представить себе 
четыре основные возможности, поясняемые рис. 64, где / и II 
обозначают области решений первого и второго неравенств.

1) Решениями обоих неравенств служат бесконечные интер
валы вида [а, оо), [ß, оо) соответственно, т. е. лучи положи
тельного направления с начальными точками а, ß. Если, напри
мер, a^ß, то решением системы неравенств будет общая часть 
этих лучей—луч [ß, оо). Этот случай показан на рис. 64, а.

« ß ! ß
■ ■■■■■■' >■
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” я
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Рис. 64.

2) Решения неравенств—бесконечные интервалы (лучи) вида 
(—оо, а], (■—оо, ß]. Решением системы служит тот из этих 
интервалов, который содержится в другом; при а ß таким 
является интервал (—оо, а] (рис. 64, б).

3) Решение одного из неравенств—луч [а, оо), другого — луч 
(і—оо, ß], причем ctigCß (рис. 64, б). Общей частью бесконечных 
интервалов, представляющих решения неравенств системы при 
а < ß, является сегмент [а, ß], который и служит множеством 
решений системы. При а = ß множество решений сведется к одной 
точке ß.

4) Решения неравенств—лучи [а, оо) *и (■—оо, ß], причем 
ß<a (рис. 64, г). В этом случае ни одна точка числовой оси 
не удовлетворяет обоим неравенствам одновременно. Система 
неравенств не имеет решений (множество ее решений пусто).
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П р и м ер 3. Решить системы неравенств:
2х+1>х—1, f 1—2x<x+lö,
Зх+1^5х—7; \ 6х + 1 > X + 11 ;
10х—2 <4x4-10, J Зх—4 < X,
2х + 4^3х+ 1; Г V х + 5>2%+4.

Решение, а) Решим последовательно первое и второе не
равенства системы:

2х—х^ — 1 — 1, хі>—2;
Зх—5х^— 7—1, ■—2х^ — 8, х^4.

Обоим неравенствам одновременно удовлетворяют все числа, 
большие или равные (—2), но меньшие или равные 4. Записать 
решение данной системы поэтому можно так: —2^х^4. Ее 
множество решений—сегмент [—2, 4].

При отыскании множества решений системы полезно пользо
ваться наглядным приемом, который в данном случае прово
дится так: интервал, содержащий решения одного неравенства, 
покрывается штриховкой в одном направлении (на рис. 65, а

" а ° а-
0 в)

Рис. 65.

в направлении слева вниз направо), а интервал, содержа
щий решения другого неравенства, — в другом направлении (на 
рис. 65, а слева вверх направо). Множеством решений системы 
будет служить дважды заштрихованный интервал числовой оси.

б) Множеством решений первого неравенства служит интервал 
[—3, +оо), а второго—интервал (2, +оо). Следовательно, 
множества решений системы —бесконечный интервал (2, +оо); 
на рис. 65, б это отчетливо видно.

в) Первому неравенству удовлетворяют все числа, меньшие 2, 
а второму—все числа, большие или равные 3. Множества реше
ний неравенств, составляющих систему, общих точек не имеют 
(рис. 65, б). Неравенства несовместны, система противоречива.

г) Множеством решений первого неравенства служит интер
вал (—оо, 2), а второго—интервал (—оо, 1). Поэтому множе
ством решений системы является бесконечный интервал (—оо, 1); 
это видно из рис. 65, г.
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К системам неравенств приводят неравенства, содержащие 
неизвестную под знаком абсолютной величины. Ограничимся 
решением типичного примера.

Пример 4. Решить неравенство
а + 2|х — 2|<5. (78.3)

Решение. Для того чтобы записать неравенство без знака 
модуля, придется рассмотреть две возможности: 1) х^2 и
2) х < 2.

1) а1>2; тогда неравенство (78.3) принимает вид Зх — 4 <5 
и мы приходим к системе неравенств

(78.4)

2) А' < 2; в этом случае неравенство (78.3) сводится к виду 
i— х + 4 < 5 и получается система

( А < 2,
\ — а 4-4 < 5. (78.5)

Множество решений неравенства (78.3) будет объединением мно
жеств решений систем (78.4) и (78.5). Первая система имеет 
своим решением интервал [2, 3), вторая интервал (—1, 2). 
Итак, решение неравенства (78.3) — интервал (-^-1, 3).

79. Квадратные неравенства. Квадратным неравенством или 
неравенством второй степени называется неравенство вида

ах2~гЬх + с > 0. (79.1)
Так как исследование знака квадратного трехчлена по су

ществу полностью проведено в п. 45 в связи с построением 
графика этой функции и наглядно представлено на рис. 45, то 
можно здесь воспользоваться этими результатами. В зависимости 
от знаков дискриминанта d = b2—4ас и старшего коэффициента а 
представляются следующие возможности:

1) d<0, а>0. Неравенство (79.1) выполнено при всех зна
чениях а (трехчлен положителен для всех значений аргумента). 
Этот случай представлен рис. 45, а (см. стр. 132).

2) d < 0, а < 0. Неравенство не выполняется ни для одного 
значения а, множество его решений пусто (рис. 45, б).

3) d = Q, о>0. Такой трехчлен изображен на рис. 45, д; 
неравенство (79.1) выполняется для всех а, кроме х = — ЬЦ2а) 
(двойной корень трехчлена).

4) d = 0, а <0. Неравенство не может выполняться ни при 
одном значении а (трехчлен отрицателен всюду, кроме единст
венной течки а = і—¿/(2а), где он обращается в нуль; рис. 45, е).

5) d> 0, а > 0. График трехчлена изображен на рис. 45, в. 
Неравенство (79.1) выполняется всюду вне интервала между
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корнями. Еслнл'р х2 — корни трехчлена, причем xt <х2, то нера
венство (79.1) выполняется в бесконечных интервалах (—оо, xj 
и (х2, оо).

6) d>0, а < 0. График показан на рис. 45, г; неравенство 
удовлетворено в интервале между корнями трехчлена (хп х2).

В сжатой форме эти положения о знаке квадратного трех
члена формулируют так: квадратный трехчлен с мнимыми кор
нями имеет постоянный знак, совпадающий со знаком его стар
шего коэффициента; квадратный трехчлен с различными действи
тельными корнями имеет в интервале между корнями знак, 
противоположный знаку его старшего коэффициента, а вне ин
тервала между корнями—знак, совпадающий со знаком старшего 
коэффициента.

Эти результаты для трехчлена с действительными корнями Xj, 
х„ (+<х2) можно подкрепить следующими типичными рассуж
дениями, которые окажутся далее (в п. 80) полезными при 
решении неравенств высших степеней и неравенств, содержащих 
дробные рациональные функции. Запишем разложение квадрат
ного трехчлена на множители (п. 60):

ах2 + Ьх + с = а (х—х\) (х—х2). (79.2)
Очевидно, что в областях x<xlt х1<х<х2, х > х2 трехчлен 
имеет определенный знак, одинаковый для каждой точки дан
ной области. При переходе же из области в область, т. е. при 
переходе X через одно из значений хп х2, знак его изменяется. 
Теперь достаточно установить знак трехчлена для каждой из 
трех указанных областей.

1. x<Xj. Имеем X—хг < 0, X—х2 < 0; знак трехчлена сов
падает со знаком а.

2. х1<х<х2; в этом случае х—Xj>0, х—х2 < 0; знак 
трехчлена противоположен знаку а.

3. х> х2. Теперь уже X—хг > 0, х—х2> 0, и знак трехчлена 
снова совпадает со знаком а.

Выводы графического и алгебраического исследования пол
ностью совпали.

Пример 1. Решить следующие неравенства: 
а) х(2х—1) > (х—2)2; б) 2х.(х + 2)^х(7х+10)+1. 
Решение, а) Преобразуем данное неравенство: •

2х2—х>х2—4х + 4, 
или

х2 + 3х — 4 > 0.
Получилось квадратное неравенство, равносильное данному. 
Замечаем, что дискриминант трехчлена х2 + 3х—4 больше нуля 
и что его корнями служат числа (—4) и 1. Таким образом, 
хх = >—4, х2= 1, Множество решений данного неравенства состоит
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из двух бесконечных интервалов: (—оо,. .— 4), (1, -¡-оо). Этот 
ответ рекомендуется проверить, построив график трехчлена 
у = х2-)-Зх—4.

б) После простых преобразований получаем квадратное нера
венство

5х2-|-6х + 1 ^0,
равносильное данному. Дискриминант трехчлена 5хг+6х+1 
положителен, корнями трехчлена являются числа xt = —1/5, 
х2 = — 1 •

Множество решений задается неравенствами — 1^%^ — Ѵ5; 
они представляют собой сегмент [—1, ■—1/6].

Пример 2. Решить неравенство
|х2 —2х|<3/4. (79.3)

Решение. Числа, модуль которых меньше а, заполняют 
интервал от —а до а. Поэтому неравенство (79.3) равносильно
следующим неравенствам: 

— 3/4 <х2 — 2х<3/4,
которые составят систему нера
венств второй степени для х:

( — 3/4 <х2 — 2х, 
і х2—2х<3/4.

Перепишем их в стандартной 
форме:

( X" — 2х -{- 3/4 >• 0,
\ X2 —2х —3/4 <0.

Первое неравенство' (решение чи- Рис. 66.
татель проведет самостоятельно)
имеет множество решений (1—J/7/2, 1 -¡-1/7/2). Решения второго 
неравенства заполняют два бесконечных интервала: (—оо, 1/2) 
и.(3/,, +оо). Методом штриховки нетрудно убедиться, что мно
жество решений данного неравенства состоит из двух интервалов: 
(1—1/7/2, J/2) и (3/2> 1+1/7/2). На рис. 66 показана графическая 
иллюстрация к данному неравенству.

80. Неравенства высших степеней. Неравенства, содержащие 
дробные рациональные функции от х. Рассмотрим теперь нера
венства вида

Р„(х) = о0хп + а1х'!-1 + ... + а„> 0 (80.1)
или вида.

Р /у\ _ рп (*) = а0А-п + а1хп-1+...+ап (80.2)

(в левой части этих неравенств помещается, соответственно, 
целая или дробная рациональная функция от х (п. 50)). Такие
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неравенства решают путем разложения входящих в них много
членов на множители, после чего оказывается достаточным 
установить знак левой части неравенства в каждом из интерва
лов, на которые числовая ось разбивается действительными 
корнями функции Рп{х) (корнями числителя и знаменателя 
дробной функции tf(x) = Pn(x)/Qm (х)).

Пример 1. Решить неравенства: . а) х3— 6х2 + Их— 6 > 0; 
б) х4 + 9х2 —10 <0; в) х° + 25х4>0.

Решение, а) Для разложения кубического многочлена на 
множители найдем его корни. Легко заметить, что делитель 1 
свободного члена является одним из корней многочлена (см. п. 62); 
другие корни равны 2 и 3, так что неравенство запишется 
в виде

(х— 1) (х — 2) (х — 3) > 0.

Теперь видно, что для X < 1 все три множителя отрицательны, 
произведение отрицательно. При 1<х<2 первый множитель 
положителен, два других отрицательны. Продолжая такие же 
рассуждения, найдем, что многочлен положителен в интервалах 
(1, 2), (3, оо) и отрицателен в интервалах (—оо, 1), (2, 3). 
Множество решений неравенства состоит из интервалов (1, 2), 
(3, оо).

б) Для разложения левой части неравенства на множители 
находим ее корни; имеем биквадратное уравнение (п. 64)

х4 + 9х2—10 = 0.
Находим Xs = 1 и х2 =—10. Запишем разложение левой части 
неравенства на множители:

(х2—1)(х2+10)^0,
или

(X— 1)(х+ 1)(х2+ 10) СО.
Так как х2+10>0 при любых х, то неравенство заменяется 
равносильным:

(X—1)(х+1)<0.
Множеством его решений служит сегмент [— 1, 1].

в) Неравенство удовлетворяется при всех значениях х#=0; 
множество его решений состоит из интервалов (—оо, 0) и (0, оо).

Сходным образом решаются и дробные неравенства.
Пример 2. Решить неравенство ^^>3.

.Решение. Начнем с предостережения: не следует делать 
«очевидного» упрощения, состоящего в том, чтобы умножить 
неравенство на знаменатель х—4 дроби; знаменатель может быть 
как положительным, так и отрицательным, и в зависимости от 
его знака при умножении придется рассматривать два случая.
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Вместо этого 
Получаем

перенесем все члены неравенства в одну часть.

2х + 3 -3 > 0, или -х + 15 
х-4 >0.

Удобно изменить знак в числителе, одновременно изменив и 
знак неравенства:

В интервале %<4 левая часть положительна, в интервале 
4 < X < 15—отрицательна, в интервале %> 15 — вновь положи
тельна. Область решений — интервал (4, 15).

Пример 3. Найти все значения х, для которых
ІХ2+Х-2І Х2+Х-2
I % "КЗ I х H- 3 (80.3)

Решение. Из определения модуля (п. 6) следует, что ра
венство (80.3) равносильно неравенству

Запишем его в виде
(х + 2)(х-1) п 

х+3

Неотрицательные значения левая часть неравенства принимает 
в интервалах (—3, —2] и [1, +оо). Точки х —— 2 и х= 1 
входят в области решений. В них левая часть неравенства 
обращается в нуль, а это допускается знаком нестрогого нера
венства.

Пример 4. При каких значениях а корни квадратного 
уравнения

*2-Ипх+аг=0 (80,4)

действительные положительные?
Решение. Корни трехчлена будут действительными при 

условии, что его дискриминант неотрицателен:
16а2

(а+1)2 а2>0.

Так как произведение корней по теореме Виета равно а2, то 
при положительных корнях должно быть а=^0. В то же время

i 8а ¿из равенства xt + х2 = ясно, что корни будут положитель
ными при выполнении условия

а+1
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(так как х1х3 = «2>0, то знаки корней одинаковы и совпадают
со знаком —¡-г .1 у

Итак, решение примера 4 свелось к решению системы нера
венств

16а2
(а+1)2

а2>0.

а+1 >0.

Второе неравенство имеет множество решений, состоящее из 
интервалов (—оо, —1) и (0, оо). Первое неравенство перепишем 
в виде

^[16(а+1)2]>0,

и так как у нас а2>0, (а+1)2>0 (точки а = 0 и а = —1 не 
входят уже во множество решений второго неравенства системы), 
то останется решить неравенство

16 —(а+1)2>0.
Множеством его решений служит замкнутый интервал [—5, 3].

Точки, одновременно удовлетворяющие обоим неравенствам 
системы, заполняют интервалы [—5, —1) и (0, 3]. Корни дан
ного уравнения (80.4) действительны и положительны, если

•—5^а< — 1 или 0 <а^3.
81. Иррациональные, показательные и логарифмические нера

венства. Неравенства, в левые и правые части которых входят 
алгебраические иррациональности, показательные или логариф
мические выражения, содержащие неизвестную, называют, 
соответственно, иррациональными, показательными и логарифми
ческими неравенствами. Решение таких неравенств может требо
вать выполнения действий возведения в степень, потенцирования, 
логарифмирования. При проведении преобразований, связанных 
с этими действиями, необходимо учитывать соответствующие 
правила, относящиеся к неравенствам (п. 74). Приведем типич
ные примеры на решение неравенств названных типов.

Пример 1. Решить неравенство
К*+5>7—X. (81.1)

Решение. Сначала отметим, что о.д.з. задается условием
—5. Далее рассматриваем два возможных случая: 1) правая 

часть неравенства отрицательна, 2) правая часть неравенства 
неотрицательна. Если 7—% < 0, х>7, то неравенство заведомо 
удовлетворяется-: его левая часть не меньше нуля, как арифмети
ческое значение квадратного корня. Остается рассмотреть случай 
х^7. В этом случае обе части неравенства неотрицательны и
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неравенство можно, не изменяя его смысла, возвести в квадрат. 
Получаем

X + 5 > 49 — 14х + х2.
Это приводит к квадратному неравенству

X2— 15%+ 44 < О,
которое удовлетворяется при 4<%<11. Но по предположению 
%^7; поэтому имеем 4<%^7.

Итак, неравенство (81.1) удовлетворяется при %>7 и при 
4<%^7, т. е., вообще, при %>4. Множество решений нера
венства— луч (4, оо).

Пример 2. Решить неравенство
/Г+Т+К^+б^б. (81.2)

Решение. В данном случае о.д.з. определяется условием 
х^—1. Так как при любых допустимых значениях % обе части 
неравенства положительны, то возводим неравенство в квадрат:

X-j- 1 + % + 6 + 2|/(% + 1 )(%-)-6) 25,
или

/%2 + 7% + 6<9 — X. (81.3)
Так как слева имеем неотрицательное выражение, то должно 
выполняться условие %^9; в этом случае можно еще раз воз
вести в квадрат обе части нового неравенства (81.3) и получить 

%2 + 7% + 6 81 — 18% + X“,
откуда

25% <75, %<3.
Учитывая все найденные ограничения на %:

% + — 1, %=С9, %+¡3,
приходим к следующему решению: неравенство (81.2) удовлет
воряется для %, лежащих в сегменте [—1, 3].

Пример 3. Решить неравенство

(0,25)* > 2*+ +
Решение. Естественно отнести это неравенство к показа

тельным неравенствам. После небольших преобразований запишем 
неравенство в форме

4-А' >4 А-+1 (81.4)
Теперь основания равны 4 > 1 и неравенство между степенями 
влечет за собой неравенство того же смысла между показате
лями степени:

х+1
<—%

х+1
X X +-% <0.
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Решаем полученное алгебраическое неравенство обычным спосо
бом (метод интервалов)

^±^<0.
х+1

(-2, — 1); (-1, 0); (0, оо).
Имеем интервалы

(— о°, —2);
Неравенству (81.4) удовлетворяют точки интервалов (—оо, —2) 
и (- 1, 0).

Пример 4. Решить логарифмические неравенства: 
a) log« (х + 7) > log2(x+1); б) log0,5(x2+1) > — 1.

Решение, a) Приведем логарифмы, входящие в данное 
неравенство, к общему основанию, например к основанию 4. 
Имеем

log3 (*+ 1)= log4 (*+1)2-
Теперь можно данное неравенство переписать так:

log« (х + 7)> log« (х+1)2.
Основание больше единицы. По этой причине логарифмируе

мые выражения должны быть связаны неравенством того же 
смысла, что сами логарифмы. Таким образом,

х + 7 > (х+I)3, или х2 + х—6 < 0.
Решим это квадратное неравенство и учтем условие х>— 1, 
определяющее о.д.з. Получим — 1 < X < 2.

Множество решений данного неравенства представляет собой 
интервал (—1, 2).

б) Заметим, что ■—1 = logo,5 2, после чего перепишем данное 
неравенство так: logo,s(*2+ 1) > logo.5 2.

Отсюда х"+ 1 < 2. Это неравенство и данное—разного смысла, 
поскольку основание 0,5 логарифмов меньше единицы. Решив 
последнее неравенство, находим, что его решения заполняют 
конечный интервал (—1, 1).

Пример 5. Решить неравенство
log1+x(2-x)<l. (81.5)

Решение. В данном примере неизвестная входит как в ос
нование, так и под знак логарифма; заранее неизвестно, будет 
ли основание логарифма 1+х больше или меньше единицы, при 
решении придется учитывать обе эти возможности. Начнем ре
шение примера с указания о.д.з. Ясно, что должно быть 
•—1<х<2 и, кроме того, х#=0 (так как основание логарифма 
не может быть равно 1). Таким образом о.д.з. состоит из интер
валов (— 1, 0) и (0, 2). Теперь перепишем неравенство в виде

Iogi+x(2 —х) < log1+x(1 + х) 
и рассмотрим два случая.
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1) i—1 <х<0. В этом случае основание логарифмов меньше 
единицы, и, потенцируя, мы изменим смысл неравенства на 
противоположный:

2—х>1+х; х<1/2.
Учитывая все ограничения на х, получаем ■—1 <х<0.

2) 0<х<2. Теперь основание логарифмов больше единицы, 
при потенцировании смысл неравенства сохраняется:

2—х<1+х; х>1/2,

и с учетом О.Д-3, имеем */2 < X < 2.
Итак, множество решений неравенства (81.5) состоит из 

интервалов (— 1, 0) и (х/2, 2).
82. Неравенства с двумя неизвестными. Неравенство с двумя , 

неизвестными
F (х, у)> О (82.1)

имеет своими решениями пары чисел (х, у), которые изобража
ются точками плоскости. Найти множество всех решений данного 
неравенства (или, в других случаях, системы неравенств)—это 
значит указать на плоскости множество точек, в которых это 
неравенство (система неравенств) удовлетворяется. Такая необ
ходимость возникает, например, при отыскании о.д.з. алгебраи
ческого выражения, зависящего от двух буквенных величин.

Пример 1. Указать на плоскости множество решений нера
венства: а) х(х—г/) > 0; б) |хЦ-|і/К1.

Решение, а) Неравенство удовлетворяется в двух случаях:
1) при х>0, х > г/; 2) при х<0, х<у.

Рис. 67.

В случае 1) получается часть правой полуплоскости х>0, 
лежащая ниже прямой у = х (рис. 67, а). Случаю 2) отвечает 
часть левой полуплоскости, лежащая выше прямойу=х (рис.67,б). 
Все множество решений неравенства показано на рис. 67, в. 

6 В. В. Зайцев н др.
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Линки х = 0 и у — х, ограничивающие заштрихованную область, 
в нее не входят (так как решалось строгое неравенство).

б) Пусть сначала х^О, у^О. Тогда получается система 
неравенств

х^О,

. * + </< 1.

Так как х у = 1—уравнение прямой, отсекающей на осях 
координат отрезки, равные единице, то неравенствам будут

удовлетворять точки треугольника, ограниченного отрезками 
осей координат и прямой х + у = 1 (в первой четверти; рис. 68, о). 
Части области, расположенные в других четвертях, будут симме
тричны указанному треугольнику (рис. 68, б). В этом легко 
убедиться, если заметить, что вместе с точкой (х, у) неравенству 
будут удовлетворять и симметрично расположенные точки 
(—X, у), (х, —у), (—X, —у). Линии, ограничивающие область, 
в данном.случае ей принадлежат (вследствие того, что неравен
ство нестрогое).

Пример 2.. На плоскости Оху показать области, в которых 
функция

г = (у — Xі) (х-у*)

положительна или отрицательна.
Решение. На плоскости Оху изобразим параболы і/ = ха

и х = у2, отделяющие друг от друга области у > х2 и у <ха 
(рис. 69, о), а также области х > у2 и х < у2 (рис. 69, б). Области, 
где указанные выражения положительны, заштрихованы (разной 
штриховкой на рис. 69, а и 69, б). Оба чертежа совмещены на 
рис. 69, в и теперь видно, что области, покрытые двойной
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штриховкой и совсем незаштрихованные, являются областя
ми положительности функции, а однократно заштрихованные

Рис. 69.

области—областями ее отрицательности. Всего получается 
пять областей, в двух из которых функция отрицательна и в трех 
положительна.

Упражнения

1. Решить неравенства:
а) 2х — > 5х + 7/2; б) х (х — 1 ) —|— 2 < (х + 2) (х—3) —|— 4.
2. Решить системы неравенств:

/4х—1 > Зх+5, Í х+2 < 2х-I,
3 ] х + 2 > — 5х + 14; I 2 — х^І + х.
3. Решить неравенства;М* * СШГІіи 11 U U V11 Ч. і U U J

а) Зх2 + 5х + 2 < 0; б) х(х+1)+6< 12- 
г) л:3-[-6х2-J- 11х —(-6 < 0; д) X3 — 2х2+4х^8 
4. Решить неравенства:

2х(х —2); в) Xі — 4х2+5 <
:0.

а)
* + 7 
3 —9х < 0; б)

4х — 1 
~х^2~ >—5} в) X —2 

Xа-9 < 0; г)
Xі

х2 + 9x4-8'
5. Решить неравенства:
а) /х + 5 7_х; б) /7+1 + /1+6 < 5.
6. Решить неравенства:
а) 3Л’ + 3 < 81х; б) 2’^1“1 << | 2*—11.
7. Решить неравенства:
а) 1og0 3 (л — 1) < log0 .оэ б) l°gx(* + 6) > 2.
8. Показать на координатной плоскости множества решений неравенств] 
а) X2 —Зху+2(/3 < 0; б)Кх2+г/2<4;

( (X — ÿ2)(x — 4i/2) > 0, .
■’V »»А



Глава VH

ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ

§ 1. Предел последовательности

83. Числовая последовательность. Рассмотрим некоторую 
занумерованную совокупность, состоящую из т чисел:

«і» (83.1)
расположенных в порядке их нумерации. Будем говорить, что они 
образуют конечную последовательность, состоящую из т членов 
(или последовательность длины т). При этом членами последо
вательности называются числа щ, и2, ..., ит, из которых 
составлена эта последовательность.

Так же можно рассмотреть и бесконечную последовательность 
чисел

«и «......... , ит, ... (83.2)
В этой записи многоточие в конце строки указывает на то, что 
за последним из выписанных членов следует еще бесконечное 
множество дальнейших членов последовательности.

Таким образом, конечной или бесконечной последовательностью 
называется, соответственно, конечное или бесконечное зануме
рованное множество чисел, расположенных в порядке возраста
ния номеров.

Член последовательности ип с номером, пробегающим в слу
чае конечной последовательности значения п = 1, 2.......... т,
а в случае бесконечной—весь натуральный ряд чисел п = 1,2,..., 
называется общим членом последовательности. Если ип—общий 
член последовательности, то конечная последовательность длины т 
записывается также в виде

{«„}, п=1, 2......... т, (83.3)
а бесконечная — в виде

{ип\, п = \, 2, ... (83.4)
Последовательность (83.1) или (83.2) считается заданной, 

если известно правило, по которому можно определить любой
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ее член ип (для конечной последовательности также задается 
и число членов).

Поскольку общий член последовательности определяется своим 
номером, то можно рассматривать его как функцию этого номера; 
говорят, что он является функцией натурального аргумента-. 
un = f(n). Часто эта функция задается формулой, определяющей 
общий член ип через его номер п, например: ып = п2, ип= 1/п2, 
или ы„ = (—1)" п. Тогда последовательность записывается в виде

М2} ИЛИ 1,4, 9, . . . : ZÎ2 ' (83.5)
1 1 1или 1,-4-, у, . 1

* • ’ л2 ’ ’ * ' ’ (83.6)

или i— 1, 2, '—3, ..., (—1)"«, .. • (83.7)
соответственно.

Последовательность может также задаваться правилом, по которому на
ходят каждый ее член, если известны предыдущие. Пример: указано, что 
первые два члена последовательности равны единице, а каждый следующий 
равен сумме двух непосредственно предшествующих ему. Находим: по усло
вию «і=І, «2=1. Теперь «з=1-|-1=2, и4=14-2 = 3, «s = 24-3 = 5 и т. д. 
Получаем последовательность чисел

I, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, ...
(называемых числами Фибоначчи).

Еще один пример задания последовательности, при котором не удается 
записать формулы, выражающей ее общий член: последовательность десятич
ных знаков(цифр) в записи числа п:

3, 1, 4, 1,-5, 9, ...
Последовательность называется монотонно возрастающей 

(неубывающей), если каждый ее член, начиная со второго, 
больше (не меньше) предыдущего. Аналогично определяется мо
нотонно убывающая (невозрастающая) последовательность. Такие 
последовательности называются просто монотонными (если не 
существенно, убывает или возрастает член последовательности). 
Ясно, что понятие монотонной последовательности есть то же 
понятие монотонной функции для случая аргумента, принимаю
щего натуральные значения. Из трех последовательностей 
(83.5):—(83.7) первая является монотонно возрастающей, вто
рая—монотонно убывающей, а третья — немонотонной. Прове
рить эти утверждения можно, рассматривая знак разности 
ип — ип_і между последующим и предыдущим членами последо
вательности.

Если можно указать такое число М, что все члены беско
нечной последовательности (ц„) оказываются не больше М, т. е. 
если для всех п выполнится неравенство

ц„<УИ,
то последовательность называется ограниченной сверху
числом М. Если можно указать такое число т, что для всех п
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выполнится неравенство

то последовательность {«„} называется ограниченной снизу чис
лом т. Последовательность {«„} называется ограниченной, если 
она ограничена и снизу и сверху, т. е. если существуют такие 
числа т и М, что для всех п выполняется неравенство

и„^М,
Так, например, последовательность (83.5) ограничена снизу 

числом /п= 1, но не ограничена сверху. Последовательность 
(83.6) ограничена: сверху числом Л4=1, снизу — числом /л = 0. 
Последовательность

1, -4, 9, -16, ..., (-1)"+1/і2, ... 
не ограничена ни снизу, ни сверху. Последовательность

1+sina, 1+sin 2а, ..., 1 + sin/ia, ...
ограничена снизу и сверху. За ее границы можно принять, на
пример, числа т^=0 и УИ=2.

Ясно, что всякая конечная последовательность ограничена. 
Последовательность, все члены которой равны одному и тому же 
числу с, называется постоянной последовательностью; в этом 
случае ип—с. Любая постоянная последовательность ограничена.

Можно определить арифметические действия над двумя или 
несколькими последовательностями. Так, например, под суммой 
двух последовательностей {ип} и {ü„} понимают третью последо
вательность {со,,}, общий член которой определен равенством

Wn=Un + Vn,
т. е. представляет собой сумму общих членов последовательно
стей-слагаемых. Аналогичным образом определяются и другие 
арифметические действия над последовательностями.

84. Предел числовой последовательности.
Пример 1. Рассмотрим бесконечную последовательность

— — — fQzl 1 \
2 ’ 3 ’ 4 ’ • ‘ ІЇ+І ’ ‘ ‘

Ее общий член
_ п _ , 1
~п + 1 — ñ+T

отличается от единицы на 1/(/г + 1); по мере увеличения номера п 
разность между единицей и общим членом последовательности, 
равная 1/(п+1), будет все более приближаться к нулю. При 
и >99 эта разность будет меньше 0,01, при п> 999 —меньше 
0,001 и т. д.
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Пример 2. Последовательность
5 7 9 2п + 3
1 ’ 2 ’ 3 ’ ‘ * 1 ’ п ’ (84.2)

обладает тем свойством, что ее члены по мере возрастания п 
приближаются к числу 2. Действительно, если мы составим раз
ность между общим членом последовательности и числом 2:

н„—2 2п + 3 -2 =-

то увидим, что с увеличением п она будет приближаться к нулю; 
так, она будет меньше 0,01 при п > 300, меньше 0,001 при 
п > 3000 и т. д.

Приближение членов последовательности (84.1) к 1 идет 
в процессе монотонного возрастания этих членов. Напротив, 
в примере 2 последовательность '(84.2) убывает, ее члены, при
ближаясь к 2, остаются все же больше 2.

Пример 3. У последовательности
+ і1 -±

’ 2 ’
(-1)"

(84.3)

члены попеременно отрицательные и положительные, они все 
более приближаются к нулю при возрастании п, но их вели
чины поочередно то больше, то меньше нуля.

Пример 4. Члены последовательности
{sin_(^rt/2)\ ' (84.4)

которая в подробной записи имеет вид
1, 0, -у, 0, у, 0, -у...............

попеременно больше нуля, равны нулю, меньше нуля. При 
этом также происходит неограниченное сближение члена после-

I sin (лл/2)1довательности <—■--- ’ г с нулем по мере возрастания п.
Общим для всех рассмотренных примеров является неогра

ниченное приближение величины члена последовательности к не
которому постоянному числу (1, 2, 0 и 0 соответственно). В таких 
случаях говорят, что это постоянное число является пределом 
данной последовательности при п, стремящемся к бесконечности 
(п—>оо).

Приведенные примеры 1—4 подводят нас к понятию предела; 
необходимо дать ему четкое определение.

Число а называется пределом числовой последовательности 
при п,' стремящемся к бесконечности, если для любого по

ложительного числа е существует такое число N, что для
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всех п, удовлетворяющих неравенству я > ТѴ, выполняется не
равенство

■ ... |Ы„ — fl|<e.
Если а является пределом последовательности {«„}, то пишут: 

lim и„ =а,
п -►«

где Нт (читается как «предел») — первые буквы латинского слова 
«limes» (предел).

В примерах 1—4 соответственно

Пт —7-т 
«+1

1; lim 2л+ 3 2; Пт НГ=0;
л ’

sin (лл/2) „Пт —і—=0.

Приведем некоторые пояснения к сформулированному опре
делению предела последовательности.

1. Разность между членом последовательности и ее пределом 
|ы„—а| рассматривается по модулю, так как несущественно, 
приближается ли ип к а, оставаясь меньше а (как говорят 
«снизу»), больше а («сверху») или становясь попеременно то 
больше, то меньше, чем а, и даже принимая значения, равные а. 
В разобранных примерах мы видели эти случаи: п/(п+1) стре
мится к 1 снизу, (2я-)-3)/я стремится к 2 сверху, (—1)"+1/п 
колеблется, становясь то меньше, то больше своего предела, 
равного нулю. Наконец, члены последовательности {sin I,

имеют значения то большие, то меньшие, то равные своему 
пределу. Во всех случаях важно лишь, чтобы разность между ип 
и а становилась меньше любого положительного числа є по 
абсолютной величине. В частности, предел постоянной последо
вательности равен ее членам.

2. В формулировке понятия предела, говоря о числе є > О, 
иногда пишут: «сколь угодно малое е > 0». В этом нет необхо
димости, так как любое число означает: в том числе и сколь 
угодно малое.

3. Возвращаясь к примеру 1, заметим, что, например, при 
є =0,01 неравенство

выполняется, как уже отмечалось, при п > 99, а при є =0,001— 
лишь при условии /г > 999. Таким образом, когда мы задаем 
разные значения е:

е = 0,01, е=0,001.........
то им соответствуют, вообще говоря, разные N (7Ѵ=99, N =999 
и т. д.). Таким образом, N в определении предела, как число, 
находимое при заданном є, может зависеть от е. Поэтому обычно 
пишут /V =N (є).
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4. Пусть последовательность сходится к пределу о:
lim ип=а. Будем изображать члены последовательности точками
числовой оси; пусть на числовой оси также отмечена точка 
с абсциссой а (рис. 70). Если задано некоторое є > 0, то нера
венство I «„—а|<е (выполняющееся при nÿ>N, т. е. для всех 
членов последовательности, начиная с некоторого) равносильно 
неравенствам

— є < а < є или ц„ при n>N
а — є < < а є

a+s и2 я
и означает, что точки ип р Р. [
(при п> N) отстоят от ¡if и-Б а
точки а меньше чем на є.
Иными словами, они лежат Рис- 70-
в интервале (а — е, а ¿-є),
который называется е-окрестностыо точки а (п. ЗО). Эти 
соображения позволяют дать равносильную формулировку 
понятия предела с помощью термина «окрестность»: число 
а называется пределом последовательности {ип}, если, какова бы 
ни была заданная окрестность точки а, все члены последова
тельности, начиная с некоторого, лежат в этой окрестности. 
«Начиная с некоторого» здесь то же самое, что «при п > Л/».

Далеко не всякая последовательность имеет предел. Так, 
последовательности

1, 4, 9, ..., /г2, ...,
1, -1, 1, -1, .... (-1)"+1, ...

не имеют предела.
Первая из этих последовательностей неограниченная; можно 

доказать, что неограниченная последовательность не имеет пре
дела: ее члены не могут все, начиная с некоторого, помещаться 
в окрестности одной точки. Вторая последовательность ограни
ченная, но тоже не имеет предела. Все ее члены имеют либо 
значение +1, либо значение ■—1, причем тех и других беско
нечно много. Они также не могут помещаться в окрестности, 
длина которой 2е < 2.

Если последовательность имеет предел lim ип =а, то ее на
зывают сходящейся. Говорят, что последовательность сходится 
к а. Если последовательность не имеет предела, то ее называют 
расходящейся. В частности, все неограниченные последователь
ности суть расходящиеся.

Если последовательность сходящаяся, т. е. имеет предел а, 
то этот предел единственный: последовательность не может схо
диться к двум различным пределам а и а'. Поясним этот факт, 
обращаясь к рис. 71. Если бы и а и а’ были пределами после
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довательности {г/,,}, то все ее члены, начиная с некоторого, 
попадали бы в обе окрестности, показанные на рис. 71. Если 
мы взяли окрестности точек а и а' достаточно малыми, так что 
они не перекрываются, то члены последовательности не могут 
одновременно помещаться в обеих окрестностях, т. е. точки 
а и а' не могут обе быть пределами последовательности {ип}.

Итак, последовательность может иметь или не иметь предела; 
если она имеет предел, то вполне определенный, единственный.

Встают вопросы: как уз-
, , , , нать, имеет ли данная по-

г 1 д 1 o' д, следовательность предел,
и,если имеет, как его най-

Рис. 71. ти? На эти вопросы мы да
дим лишь частичный ответ.

Достаточное условие существования предела 
(теорема Вейерштрасса). Если последовательность моно
тонно возрастает и ограничена сверху, то она сходится. Если 
последовательность монотонно убывает и ограничена снизу, то 
она сходится.

Доказательства этого признака существования предела мы 
не даем. Заметим, что пример 1 (ип = п/(п +1)) как раз дает 
образец последовательности, монотонно возрастающей и ограни
ченной сверху (все ее члены меньше единицы). Она имеет пре
дел. Последовательность ип = (2п + 3)/ц монотонно убывает и 
ограничена снизу (все ее члены больше нуля). Она также имеет 
предел. Заметим, что существование предела обеспечивается 
сочетанием свойств монотонности и ограниченности.

Рассмотрим последовательность
1, 4, 9, 16, ..., п~, ..

эта последовательность не ограничена сверху. Более того, она 
обладает особым свойством: каково бы ни было данное число 
М > 0, можно указать такое число N, что при л > N будет 
иметь место неравенство

и„>Л1.
Действительно, достаточно лишь взять УѴ=)/УИ, как будем 
иметь при п> N

ип =п2 > М.
В связи с этим дадим определение положительной беско

нечно большой последовательности: последовательность 
называется положительной бесконечно большой при п—>оо, если 
для любого числа М > 0 можно указать такое число N, что 
при всех п, удовлетворяющих неравенству n >■ N,- будет выпол
няться' неравенство

и„ > Л4.
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Иначе это можно сформулировать так: последовательность {и„} на
зывается іюложительной бесконечно большой, если, каково бы ни 
было данное число М, все члены последовательности, начиная 
с некоторого, превосходят М.

Пишут: lim ип = + оо, но здесь знак lim употребляется
условно, так как символ бесконечности (оо) не является числом, 
бесконечно большая последовательность должна рассматриваться 
как расходящаяся.

Так можно определить и отрицательные бесконечно большие 
последовательности. В этом случае пишут: limu„ =—оо.

Я->00
85.. Бесконечно малые. Правила предельного перехода. Если 

последовательность {«„} сходится к нулю:
lim ип = 0,
Л-XX

то она называется бесконечно малой последовательностью. Гово
рят также, что ее общий член ип является при п—>оо беско
нечно малой величиной. Бесконечно малыми являются после
довательности (84.3) и (84.4).

Если мы применим формулировку понятия предела к случаю 
бесконечно малой последовательности, т. е. к случаю, когда 
предел равен нулю, то придем к такому определению бесконечно 
малой последовательности (равносильному данному выше): по
следовательность {«„) называется бесконечно малой, если для 
любого заданного є > 0 найдется такой номер N, что при всех 
zi > N будет иметь место неравенство I ип I < е.

Сформулируем некоторые полезные теоремы о бесконечно 
малых последовательностях (и для примера докажем первую 
из них).

\/ Теорема 1. Сумма двух или нескольких бесконечно малых 
последовательностей есть бесконечно малая последовательность.

Док азательство проведем для случая суммирования двух последова
тельностей. Пусть последовательности (ап) и (ß„) бесконечно малые. Если 
{an-j-ßn} —последовательность, полученная их сложением, то она также будет 
бесконечно малой. Действительно, пусть задано произвольное положительное 
число е. В силу того, что бесконечно малая, найдется число N' такое, 
что I а„ I будет меньше числа е/2 при п > N'. Аналогично и для второй по
следовательности (ß„) можно указать (вообще говоря, другое) число N* такое, 
что при п> N" будем иметь I ß„ I < є/2. Теперь, если п больше большего из 
чисел N', N", то одновременно ~

I I < е/2, I ß„ [ < є/2.
Но тогда, по свойству «модуль суммы не превосходит суммы 'модулей» (п.74, 
свойство 13), найдем

|an + ßnK|a„| + |ß„| < y+-f-=e. при п > max (Л/', Np),

что и докажет требуемое утверждение: последовательность (a„ + ßn) бесконечдо 
малая (max (N', N") читается как «большее из двух чисел N' и Уѵ"»).
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'Ч/Т е о p e м а 2. Произведение дераниченндй последовательности 
на последовательностьсходящуюся к нулю, есть последователь
ность, сходящаяся к нулю.

Из этой теоремы, в частности, следует, . что произвёдение 
постоянной величины на бесконечно малую, так же как произ
ведение нескольких бесконечно малых друг на друга, является 
бесконечно малой величиной. Действительно, постоянная вели
чина всегда есть величина ограниченная. То же относится и к 
бесконечно малой. Поэтому, например, произведение двух бес
конечно малых можно истолковать как произведение бесконечно 
малой на ограниченную.
V Теорема 3. Частное от деления последовательности, схо
дящейся к нулю, на последовательность, имеющую предел, от
личный от нуля, есть последовательность, сходящаяся к нулю.

Следующая теорема позволяет использовать бесконечно малые 
при доказательствах теорем о пределах (теоремы 6—8). 
\/Теорема 4. Общий член последовательности, имеющей пре

дел, можно представить как сумму этого предела и бесконечно 
малой величины.

Доказательство. Пусть дана последовательность {и,,} такая, что 

lim и„ = а.П-Кй
Из определения предела следует:

|ип —а] < є
для всех п, удовлетворяющих неравенству п > N (є). Обозначим ип — а = а„ и 
тогда получим, что для указанных значений п будет

I «л I < е,

о*, е. что ап есть бесконечно малая величина. Но 

и„ = а + а„.

а это и доказывает нашу теорему.

Верна и обратная
\/Теор ем а 5. Если общий член последовательности отли

чается от какой-либо постоянной величины на бесконечно малую 
величину, то эта постоянная является пределом данной после
довательности.

Рекомендуем читателю доказать эту теорему самостоятельно. 
Теперь мы рассмотрим правила предельного перехода, сформу

лированные в следующих трех теоремах.
\/Теорема 6. Предел суммы двух или нескольких последова
тельностей, имеющих предел, равен сумме этих пределов:

lifn (u„ + u„) =1іт м„ + 1іто„.
Л-4-С0 ZZ->00 П-+Я
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Доказательство. Пусть даны последовательности {«„} и {оп} 
такие, что

lim ип = а, Пт ѵ„ — Ь.
п-кв -п-кх

Тогда на основании теоремы 4 мы можем записать:
ип=а+а,„ vn = b + ß„,

где <%„ и ß„ — некоторые бесконечно малые последовательности. Сложим два 
последних равенства:

un + yn = (a + ^) + (an+ßn)-
Величина (а—{-£>), как сумма двух постоянных а и Ь, постоянна, 

а (an-)-ß„), как сумма двух бесконечно малых последовательностей, по тео
реме 1 есть бесконечно малая последовательность. Отсюда и из теоремы 5 
заключаем, что

Пт (ип + ѵ„) = а+Ь,

ИЛИ
Пт (и„ + о„) = Пт u„-j- Пт ѵ„„

П-+<х>

а это и нужно было доказать.
Доказательство, которое мы сейчас провели, можно без труда обобщить 

на случай алгебраической суммы любого числа заданных последовательностей.

'у Теорема 7. Предел произведения двух или нескольких после
довательностей, имеющих предел, равен произведению пределов 
этих последовательностей:

lim (ипѵп) = lim ип ■ lim vn.
пч-оо n-+<x

Доказательство. Пусть limu„==a, limv„ = d. Тогда имеем 

ип = а + ап. vn = b + fìn,

где а„, ß„—бесконечно малые последовательности. Находим и„ѵп = (а + а„) X 
X(& + ßn) = e6 + (aßn + ^an + anßn)> гДе скобками объединена сумма трех беско
нечно малых последовательностей, которая и сама является бесконечно малой 
последовательностью  ̂Произведение и„ѵ„ отличается от ab на бесконечно малую 
последовательность, и потому

lim u„vn = ab,
П~Ж>

что и требовалось доказать.
Доказательство в случае большего числа сомножителей проводится ана

логично.
Из теоремы 7 вытекает
С л е.д с т в и е. Постоянный множитель выносится за знак 

предела:
limc«„=clim иЛ (с = const)п -* со л-> «

«

(можно рассматривать постоянный множитель как член постоян
ной последовательности и применить теорему 7 и положе
ние о том, что предел постоянной последовательности равен ее 
членам).
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Х/Теорема 8. Предел частного двух последовательностей, 
имеющих предел, равен частному от деления этих пределов при 
условии, что предел делителя отличен от нуля.

Записать утверждение этой теоремы можно так: если '■
ПІП !>„=/: О,

то

lim
Л -* 00

lim ип

lim ѵп * 
n-t- »

§ 2. Арифметическая прогрессия
86. Арифметическая прогрессия. Формула общего члена. Ариф

метической прогрессией называется такая последовательность, 
у которой каждый ее член, начиная со второго, равен пред
шествующему члену, сложенному с одним и тем же (определен
ным для данной последовательности) числом d, называемым 
разностью прогрессии.

Натуральный ряд чисел дает пример бесконечной арифмети
ческой прогрессии с разностью d=l, а последовательность не
четных и четных чисел — примеры бесконечных арифметических 
прогрессий, у каждой из которых разность ¿/ = 2.

Арифметическая прогрессия при d#=0 есть монотонная после
довательность: если d > 0, то прогрессия возрастает, если d < О, 
то прогрессия убывает; при d = Q она постоянна. Бесконечные 
арифметические прогрессии, у которых d^O, как последова
тельности неограниченные, предела не имеют. Они дают пример 
расходящихся последовательностей.

Пусть последовательность
^11 ^*2» ^3> ^4’ • • * » ^Zï» ^л+1» • • •

представляет собой арифметическую прогрессию с разностью d. 
Выведем формулу, выражающую общий член оп прогрессии через 
ее первый член ах, разность d и номер п. С этой целью заметим, 
что по определению арифметической прогрессии

а2 = a1 d
и также

a3 = a2 + d.
Подставим в правую часть последнего равенства вместо а2 его 
выражение через и d, взятое из предыдущего равенства, 
получим

а3 = (а2 ¿/) "4” d = а^ “і- 2г/,
Точно так же с помощью равенства

at = a3 + d,
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непосредственно следующего из определения прогрессии, получим 
= (ûj + 2d) + d = Q-і + 3d.

Видна закономерность, по которой общий член прогрессии 
выражается через d и /г:

а„ = ах + (/г—l)d. (86.1)
Доказательство формулы общего члена (86.1) проведем 

методом индукции. Мы уже видели, что формула (86.1) верна 
для п = 2, 3, 4 (впрочем, достаточно проверить ее справедли
вость хотя бы для /г=1). Предположим, что она верна для 
некоторого ti, и докажем, что в этом случае она верна и для 
следующего номера п + 1. Запишем выражение ап+1, вытекающее 
из определения арифметической прогрессии:

++і ~ + d.
Подставим сюда выражение (86.1) для ап (для ап формула (86.1) 
считается верной):

ап+і — аі + (/г— 1) d + d = а^-\- ndr
или

ап+і — fli + [(/г+ 1)— 1] d,
но это и есть формула (86.1), записанная уже для номера 
(/г+1), которую и требовалось доказать.

Пример 1. Найти члены ав, о81, а1000 арифметической прог
рессии, у которой а,=—2 и d = 5.

Решение. По формуле (86.1) находим 
aä = a1 + 7d =—2 + 7.-5 = 33, 
а5і — + + 50d =’—2 + 50-5 = 248,

«woo = + + 999d = >—2 + 999 ■ 5 = 4993.
Пример 2. Найти член а1В арифметической прогрессии, 

если у нее й8 = 40, а а20 = <—20.
Решение. С помощью формулы (86.1) запишем: 

а8 = + + 7d = 40.
+0 — аі + 19d = >—20.

Из полученной линейной системы (п.66) найдем at = 75 и 
d = '—5, Отсюда

о10 = 75 +15-(—5) = 0.
87. Свойства арифметической прогрессии» Рассмотрим неко

торые свойства арифметической прогрессии.
1. Каждый член арифметической прогрессии равен среднему 

арифметическому его соседних членов (исключение представляет 
первый член, а у конечной прогрессии также последний член, 
так как они имеют только по одному соседнему члену).
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Доказательство. Для члена ак члены ¿zA_1 и ак+1 будут 
соседними. По определению прогрессии мы можем написать

ак — ак-1 + d., ßft+1 —+
откуда

ß* ak~ak+i d.
Взяв полусумму полученных равенств, найдем

_ gA-l4~flft + r
“ft 2 ’

а это и надо было доказать.
2. У конечной арифметической прогрессии

“і> “г, «З- * * * » “л—2» “л —1’ “л
суммы членов, равноотстоящих от ее концов, равны между собой 
и равны сумме крайних членов.

Доказательство. Выпишем несколько пар членов, равно
отстоящих от концов прогрессии:

“і. ап,
“л-1.

ZZj» “л —2>

Замечаем, что у каждой такой пары членов сумма их номеров 
на единицу больше числа членов прогрессии. Таким образом, 
если на k-M месте от начала прогрессии находится член ак, то 
на Ä-м месте от ее конца находится член an_k+l. Найдем сумму 
этих членов, воспользовавшись формулой (86.1):

ûft + cn-ft+i = [аі + (£— l)d] + [zZj + (ii — k) d] — ûj + [ûj + (n— l)d].

Ho a! + (n—l)d = a„, и поэтому
“ft H- ^n — k+i “і "F “л>

что и требовалось доказать.
88. Формула для суммы п членов арифметической прогрессии. 

Выведем теперь формулу для суммы членов конечной арифмети
ческой прогрессии. Для прогрессии, имеющей n членов, обозна
чим эту сумму через Запишем выражение суммы S„ дважды, 
один раз расположив члены прогрессии по возрастанию их 
номеров, а другой раз — по убыванию:

,Sn = íz1-|-a2 + ...+îz„_2 +а,<zn,
■5л = “л + “л-1 + “л-2 + • • • + “з + “2 + “l-

Сложим эти два равенства:
25п = (“і + “л) + (“2 + “п-і) + V

Н-(“з “Т “л-2) H" • • • -Н (ап-г + аз) + (,ап-і + аг) + (а„ + а,).
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Всего в правой части имеется п скобок. По свойству 2 (п. 87) 
суммы, заключенные в этих скобках, все равны между собой и 
равны сумме, заключенной в первой скобке. Поэтому

2S„ = (a1 + a„)tt,
откуда

5„ = Ц^-/г. (88.1)

Если теперь мы вместо ап подставим в формулу (88.1) его 
выражение через а, и d по формуле (86.1), то после простых 
преобразований получим следующую вторую формулу для суммы 
членов арифметической прогрессии:

Shz=2fll + ^-~l)d п. (88.2)

Пример. Определить сумму k первых нечетных чисел, 
начиная с единицы.

Решение. На k-to месте в последовательности нечетных 
чисел находится число ak = 2k—1. Последовательность нечетных 
чисел есть арифметическая прогрессия, у которой ^=1, d = 2. 
По формуле (88.1) находим

откуда
Sk = k2.

Так, например,
1 = Ia,

1 +3 = 4 = 22,
1 +3 + 5 = 9 = З2,

1 +3 + 5 + 7 = 16 = 42.

У пражнения

1. Сумма первого и пятого членов арифметической прогрессии равна 26, 
а произведение второго и четвертого ее членов равно 160. Найти сумму шести 
членов прогрессии.

2. Дана некоторая последовательность, у которой при любом т сумма 
первых т членов выражается формулой Sm=tn- — 5т. Показать, что эта после
довательность есть арифметическая прогрессия, и найти ее пятый член.

3. Для того чтобы три числа —¡—, —¡—, —¡— составляли арифмети-н q+r r+p p + q
ческую прогрессию, необходимо и достаточно, чтобы числа р2, q2 и г2 также 
составляли арифметическую прогрессию. Доказать.

4. Доказать, что каждый член арифметической прогрессии представляет 
собой среднее арифметическое членов, равноудаленных от него.
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§ 3. Геометрическая прогрессия

89. Геометрическая прогрессия. Формула общего члена..£ео- 
метрической прогрессией называется такая последовательность, 
у которой каждый ее член, начиная со второго, равен предшест
вующему члену, умноженному на одно и то же (определенное 
для данной последовательности) число q, называемое знамена
телем прогрессии. Предполагается, что q =¿0.

Если число членов прогрессии конечно, то она называется 
конечной геометрической прогрессией; в противйом случае она 
называется бесконечной геометрической прогрессией.

Приведем примеры бесконечных геометрических прогрессий:
а) ^ = 3, ç = 4:

3, 12, 48, 192, ... \

Эта прогрессия знакоположительная, монотонно возрастающая;
б) ^ = 48, 7 = —Ѵ2:

48, >1-24, 12, ^-6, 3, _’/8, ...

По причине отрицательности q эта прогрессия знакопеременная.
Абсолютная величина членов этой прогрессии убывает в силу 

того, что I q I < 1. В связи с этим примером введем определе
ние: геометрическая прогрессия называется убывающей, если 
| 7 J < 1 (т. е. если ее члены убывают по модулю; заметим, что 
при 7<0, как в разобранном примере, сами члены прогрессии 
попеременно меняют знак и убывающей последовательности не 
образуют, хотя мы и называем прогрессию убывающей).

Пусть последовательность
^2» а3, &4> • • • » ^п+іі ...

представляет собой геометрическую- прогрессию со знаменате
лем q. Выведем формулу, выражающую общий член а„ прогрес
сии через ее первый член ау, знаменатель q и номер п. С этой 
целью заметим, что по определению геометрической прогрессии 

û2 = aLq,
а также

а3 = a„q.
Подставим в правую часть последнего равенства вместо а„ его 
выражение через о1 и q, взятое из предыдущего равенства: '

о3 = (а17)7 = а172.
Точно так же с помощью равенства 

û4 = a3q,
прямо следующего из определения прогрессии, получим
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Видна закономерность, по которой общий член геометри
ческой прогрессии выражается через alt q и п:

an = aiqn~ì- (89.1)
Строгое доказательство формулы (89.1) общего члена геомет

рической прогрессии проводится методом индукции; оно предос
тавляется читателю.

Пример 1. Найти с4, й„ и геометрической прогрес
сии, у которой аг — 3 и q = 2.

Решение. По формуле (89.1) имеем 
а4 = a±q3 — 3 • 23 = 24,
°б: аіЯъ- = 3 • 25. = 96, 

c11 = a1çlo = 3-2lo = 3O72.
Пример 2. Найти а3 геометрической прогрессии, состоя

щей из действительных чисел, если у нее о5=162, о8 = 4374.
Решение. С помощью формулы (89.1) запишем:

а6 = а1<71= 162, 
а8 = аі97 = 4374.

Из полученной системы уравнений (делением) найдем
Ci?7-   4374
a1qi 162 q3 = 27.

Последнее уравнение имеет три корня: один действительный, 
равный 3, и два комплексных сопряженных (см. п. 18 или п. 63). 
Ограничимся лишь первым из них, так как требуется найти 
прогрессию, состоящую из действительных чисел. Итак, <7 = 3, 
а значит, а1=162/34 = 2, и, следовательно,

а3 = atf2 = 2 • З2 = 18.
Из формулы (89.1), выражающей общий член геометрической 

прогрессии, можно сделать выводы о его поведении при п—то, 
Именно, в случае <7 > 1 общий член является бесконечно боль
шой величиной, а в случае 0 < <7 < 1 — бесконечно малой:

lim а„= lim ” ”рн
П-+00 л-*°° ( 0- при 0<9<1.

Если знаменатель прогрессии <7 < 0, то члены прогрессии попе
ременно меняют знак; все же и в этом случае lim ап = 0 при

п -> 00

|<7І < 1. Особенно важным является следующее утверждение.
Теорема. Общий член бесконечно убывающей геометрической 

прогрессии стремится к нулю'.
1ішйл = 0 при |<7| < 1.п -»• ®
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откуда

Доказательство. Чтобы не рассматривать отдельно слу
чаи 9>0 и q < 0, будем проводить рассуждения для |а„|. Так 
как [ q I < 1, то

I °п + 1 I = I ûn I I <7 | <|û„|
■—абсолютные величины членов прогрессии монотонно убывают. 
Так как, кроме того, | а„ | > 0, то последовательность {| IJ- 
монотонно убывает и ограничена снизу (нулем). По теореме 
Вейерштрасса она имеет предел; обозначим этот предел через Z: 

lim I а„ I = I;

требуется доказать, что 1 = 0. Для этого запишем:
I а„+і I = I ап IIЯI- (89.2)

Перейдем в равенстве (89.2) к пределу при п—»-оо:

Hm I о„+і I = lim I ап 11 q | = | q | lim | a„ | = | q 11.
П -* co я ->■ »

Ясно, что lim|fl„+1| также равен І. Поэтому 
п ®

или /[1 — |<7І] =0, откуда 1 = 0 (так как 1 — | q | 0).
90. Свойства геометрической прогрессии. Напомним, что сред

нее геометрическое п положительных чисел х1г x¿, ..., х„ опре
деляется формулой

х= Ухгхг.. .х„.
В частности, среднее геометрическое двух положительных 

чисел равно арифметическому значению квадратного корня из 
их произведения.

Рассмотрим теперь некоторые свойства геометрической про
грессии.

1. Каждый член знакоположительной геометрической прогрессии 
представляет собой среднее геометрическое его соседних членов 
(исключение представляет первый член, а у конечной прогрессии 
также последний член, так как они имеют только по одному 
соседнему члену).

Доказательство. Для члена ak члены ak_í и aft+1 будут 
соседними. По определению прогрессии имеем

ak =ak_xq, 
alt+i = akq,

ak — ak-i4>
1ak — ak + i g •
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Перемножим эти равенства, извлечем корень из результата (возь
мем его арифметическое значение) и получим

ак = Уак^ак+1, 
а это и надо было доказать.

2. У конечной геометрической прогрессии произведения членов, 
равноотстоящих от ее концов, равны между собой и равны про
изведению крайних членов. ■ ■ ■ '

Доказательство. Так же как и у арифметической про
грессии, на 6-м месте от начала и от конца геометрической про
грессии, имеющей п членов, находятся члены ак и а„_А+1 соот
ветственно. Найдем произведение этих членов, воспользовавшись 
формулой (89.1):

aftan-*+i = (Mft_1)(ai9n_A) = ûA<7"_1- .
Но arqn~l = an, поэтому

akan-k + l ~ аіап< 
что и требовалось доказать.

91. Формулы для суммы п членов геометрической прогрессии. 
Выведем теперь формулу для суммы членов произвольной конеч
ной геометрической прогрессии, содержащей п членов. Обозначим 
эту сумму через S„. Имеем * .

-Ь а2 + о3 + • • • +'°л-1 T"ßn.
Умножим обе части этого равенства на у.

Snq = aj + a2q + a3q + . . . + an_1q + anq.
Ho a1<7 = ö2, a2q = a3, a3q = a1,..., an^lq = an, поэтому 

Snq = a2 + a3 + ai + ... + an + anq.
Вычтем теперь из полученного равенства исходное:

S„q—Sn = anq—а1, Sn (q— 1) = anq—a2.
Отсюда находим

Sn = ^r- (91.1)

Здесь, конечно, ’ предполагается, что ¿7#=1.
Найдена первая формула для суммы членов геометрической 

прогрессии. Вторую формулу для суммы мы получим, если ис
пользуем формулу (89.1) для общего члена прогрессии:

с _a1qn-1q — aí 
q — l >

ИЛИ

(91.2)
Пример 1. Найти сумму семи членов геометрической про

грессии, у которой öi = i—2, q =—3.
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Решение; По формуле (91.2) имеем

S7 97-1
<7 — 1 (-2)

(-ЗГ-1
(-З)-І

о —2187—1 
¿ —3—1 — 1094.

Пример 2. Для геометрической прогрессии, состоящей из 
действительных членов, найти Slo, если известно, что S3 = 9, 
S8 = —63.

Решение. Дважды используем формулу (91.2):
„3 __ I

^з —аі =9,
S6 = <*i£Et = -63.

Разделим второе равенство на первое; получим
<7° — 1 7.

Заметим, что по формуле разности квадратов qe — l = (q3—1)>3 
¡>¿(<73+l). Поэтому после сокращения можно найти

<73+ 1 =—7,
откуда q3 = —8. По условию прогрессия состоит из действитель
ных членов. Поэтому берем только q =—2. Из первого исходного 
уравнения теперь найдем at = 3. Снова использовав формулу 
(91.2), получим

5ю —3 (—2) —1
2)10—1 _ 3 1024 — 1

—3 -1023.

92. Бесконечно убывающая геометрическая прогрессия. Рас
смотрим теперь вопрос о суммировании бесконечной геометриче
ской прогрессии. Назовем /2-й частичной суммой данной беско
нечной прогрессии сумму п ее первых членов. Обозначим /2-Ю 
частичную сумму символом S„.

Так,
tS^ = Op 
Sg — aL T- ö2,
•S3 = öj. + ß2 4" a3>

= Ö! + a2a3-i-on.
Для каждой бесконечной прогрессии

&1> ^2> ^З’ * ' * » ’
можно составить (также бесконечную) последовательность ее ча
стичных сумм {S„}:

Sj, S¡, S3, ..., Sn, ...
Пусть последовательность {S„} при неограниченном возрастании п 
имеет предел S:

lim S„ = S. (92.1)П -> СО
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В этом случае число S, т. е. предел частичных сумм прогрес
сии, называют суммой бесконечной прогрессии. Мы докажем, что 
бесконечная убывающая геометрическая прогрессия всегда имеет 
сумму, и выведем формулу для этой суммы (можно также пока
зать, что при І7|^1 бесконечная-прогрессия не имеет суммы, 
lim Sn не существует).

п »
Запишем выражение частичной суммы как суммы п членов 

прогрессии по формуле (91.1) и будем рассматривать предел 
частичной суммы при п—>оо:

S = lim S„= lim g”9 —,gl. n 0 — 1n -> » n Od 4

Из теоремы п. 89 известно, что для убывающей прогрессии 
lim а„ = 0; поэтому, применяя теорему о пределе разности, найдем

л »
S = lim

n -+■ œ
ап9— аІ_
q—\ lim

n -b ce q—i lim
Л -* OD

Al
9—1 9—1 lim an

n -> OO

«1
9—1

ai
1—g

(здесь также использовано правило: постоянный множитель вы
носится за знак предела). Существование S= lim Sn доказано,

П -> со
и одновременно получена формула суммы бесконечно убывающей 
геометрической прогрессии:

$ = (92.2)

Равенство (92.1) можно также писать в виде

9

йі + + Ят1?2 + • ■ • + ßi<7" —(RI<1)- (92.3)

Здесь может казаться парадоксальным, что сумме бесконеч
ного множества слагаемых приписывается вполне определенное

Рис. 72. .

конечное значение. Можно привести наглядную иллюстрацию 
в пояснение такого положения. Рассмотрим квадрат со стороной, 
равной единице (рис. 72). Разделим этот квадрат горизонтальной 
линией на две равные части и верхнюю часть приложим к ниж
ней так, чтобы образовался прямоугольник со сторонами 2 и 1/2. 
После этого правую половину этого прямоугольника снова раз
делим горизонтальной линией пополам и верхнюю часть прило
жим к нижней (как показано на рис. 72). Продолжая этот 
процесс, мы все время преобразуем исходный квадрат с площадью,
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равной 1, в равновеликие фигуры (принимающие вид лестницы 
с утоньшающимися ступеньками). При бесконечном продолжении 
этого процесса вся площадь квадрата разлагается в бесконечное 
число слагаемых — площадей прямоугольников с основаниями, 
равными 1, и высотами 1/2, 1/4, Ча, ••• Площади прямоуголь
ников как раз образуют при этом бесконечную убывающую 
прогрессию (п1 = 1/2, ? = 1/2); ее сумма

2 ‘ 4 8 ' ’ ‘ ’
7г

т. е., как и следовало ожидать, равна площади квадрата.
Пример. Найти суммы следующих бесконечных прогрессий:
а) 2, 3/2, 9/в. 273».
б) 3, -1, Ѵз, -7«, •••;
в) 1, “/і„, 121/100, 1331/1000.
Решение, а) Замечаем, что у этой прогрессии a2 = 2, q = 'ln. 

Поэтому по формуле (92.2) находим

б) Здесь a¡ = 3, q =—1/3-, значит, по той же формуле (92.2) 
имеем

с_ з 9
1- (-7з)~4-

в) Находим, что у этой прогрессии ç = u/10> 1. Поэтому дан
ная прогрессия не имеет суммы.

В п. 5 было показано применение формулы суммы членов 
бесконечно убывающей прогрессии к обращению периодической 
десятичной дроби в обыкновенную дробь.

Упражнения

1. Сумма бесконечно убывающей геометрической прогрессии равна 3/6, 
а сумма ее первых четырех членов равна 13/27. Найти первый член и знаме
натель прогрессии.

2. Найти четыре числа, образующие знакочередующуюся геометрическую 
прогрессию, у которой второй член меньше первого на 35, а третий больше 
четвертого на 560.

3. Показать, что если последовательность

°1і °2> аз........ап, ■ • •
образует бесконечно убывающую геометрическую прогрессию, то и последо
вательность

при любом а > 0 образует бесконечно убывающую геометрическую прогрессию. 
Сохранится ли это утверждение при а«£0?

4. Вывести формулу для произведения п членов геометрической прогрессии.



Глава VIH
ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ УГЛА (ДУГИ)

§ 1. Векторы. Обобщение понятий угла и дуги
93. Вектор, проекция вектора. Вектором называется направ

ленный отрезок в плоскости (в пространстве). При изучении 
тригонометрических функций мы будем рассматривать векторы 
в плоскости. С каждым вектором связывают понятия направле
ния и длины (абсолютной величины, модуля).

Для вектора (рис. 73) приме
няются следующие обозначения:

Рис. 73. Рис. 74.,

ЛД=ЛВ = а, где А — начало вектора, а В—его конец. Длина 
отрезка АВ называется длиной вектора АВ (е;го абсолютной 
величиной, модулем) и обозначается так: | АВ |, | а | или |ЛД|.
Для общности рассматривается и случай нулевого отрезка А А, 
начало которого совпадает с его концом. Такой отрезок назы
вается нулевым вектором и обозначается через 0. Нулевой вектор 
имеет длину, равную нулю; ему не приписывается никакого 
направления. __

Следует заметить, что всегда |ЛД|^0, причем |ЛД| = 0 
тогда и только тогда, когда АВ — нулевой вектор.

Для векторов не имеют смысла понятия «больше» или «меньше». 
Можно только говорить, что длина вектора АВ больше длины 
вектора CD, и писать:. | АВ | > | CD |.

Два вектора а и Ь называются равными, если они:
1) параллельны одной и той же прямой,
2) одинаково направлены,
3) имеют равные длины, т. е. | а | = | b | (рис. 74).
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Совокупность векторов с указанным выше определением ра
венства обычно называют системой свободных векторов. Термин 
«свободный вектор» связан с тем, что теперь один и тот же 
вектор может быть изображен направленным отрезком с началом 
в любой точке: его можно свободно переносить из точки в точку.

Каждому вектору АВ можно поставить в соответствие лежа
щий на заданной оси OL вектор ЛХВ1( где точки А± и Вг соот
ветственно— проекции на ось OL точек А а В (рис. 75). Проек
цией вектора АВ на ось OL называется длина вектора AjB^

взятая со знаком плюс, если направление вектора Л,В1 совпа
дает с положительным направлением оси, и со знаком минус 
в противном случае. Итак, проекция вектора АВ на ось есть 
по определению число (не вектор!). Условимся проекцию векто
ра АВ на ось OL обозначать так: прОІЛВ. Возможны следующие

В

(л
Л Ч------ і-----
Û 1. Aj*ßi

Рис. 77.

случаи: а) прОІЛВ =_+|Л1В1|>0 (рис. 75), б) пр0£ЛВ = >— [Л^^О 
(рис. 76), в) прО£ЛВ = 0 (рис. 77).

Рассмотрим теперь совокупность векторов, исходящих из 
одной точки (начала). Такая совокупность векторов называется 
центрированной. Примем эту общую точку за начало О декарто
вой прямоугольной системы координат Оху (см. п. 8).
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Определение. Вектор ОМ, имеющий своим началом 
точку О (начало координат) и своим концом произвольную 
точку М плоскости, называется радиусом-вектором точки М или 
подвижным радиусом (рис. 78). Радиус-вектор обозначается и так: 
г(М), т. е. ОМ =г (AÍ). Через X и у обозначим соответственно 
абсциссу и ординату точки М, а через г—длину (модуль) век
тора ОМ. Следовательно, г — | ОМ | = | г (Л4),. Заметим, что коор
динаты X и у точки М являют
ся вместе с тем проекциями ее 
радиуса-вектора г(Л1) на оси ко
ординат.

94. Положительные углы и ду
ги, меньшие 360°. На коорди
натной плоскости Оху рассмот
рим окружность радиуса R с цент
ром в начале координат (рис. 79).

Будем считать, что угол 
a = образован вращени
ем некоторого подвижного радиу
са-вектора, абсолютная величина 
которого равна R, в направле
нии, противоположном движению 
часовой стрелки, от начального

Рис. 79.

положения ОА, совпадающего с положительным направлением 
оси Ох, до конечного положения ОЕ. Такой угол а считается 
положительным. При вращении (в направлении против дви
жения часовой стрелки) подвижный радиус-вектор описывает 
углы от 0ч до 360Q (определение градуса см. в п. 165). Осями 
координат круг на рис. 79 делится на четыре четверти: первая 
четверть АОВ, вторая ВОС, третья COD и четвертая DOA. Если 
сторона ОЕ угла АОЕ расположена в первой, второй, третьей 
или четвертой четверти, то угол АОЕ будем называть соответ
ственно углом первой, второй, третьей или четвертой четверти. 
В первой четверти угол а изменяется в пределах от 0° до 90’ 
(О’^а^ 90°), во второй—от 90’ до 180’ (90° 180°),
в третьей—от 180° до 270’ (180°^270°), в четвертой—от 
270’ до 360’ (270° < 360°).

Если подвижный радиус-вектор описал угол АОЕ, равный
а угловым градусам, то его конец описал дугу окружности АЕ,- 
равную а дуговым градусам. Начало этой дуги находится 
в точке А, а конец — в точке Е. Все сказанное выше об углах 
относится и к дугам.

95. Углы и дуги, большие 360°. В п. 94 мы ограничивались 
углами от 0’ до 360’. Между тем в различных задачах прихо
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дится иметь дело с вращениями, при которых совершается больше 
полного оборота, например с вращением маховика, с полетом 
спутника вокруг Земли и т. д. Эти задачи приводят к необхо
димости обобщения понятия угла (дуги),, к необходимости .введе
ния углов (дуг), больших 360°. Рассмотрим угол АОЕ — а, где

< 360° (рис. 79). Этот угол может быть образован следую
щим образом: подвижный радиус-вектор из своего первоначаль
ного положения О А сделал сначала «полных оборотов в направ
лении против движения часовой стрелки, а потом еще повернулся 
на угол а в том же направлении, и мы. получили некоторый 
положительный угол ßn, который связан с прежним углом а сле
дующей формулой:

ß„ = 360°« + a, (95.1)

где 0°^а<360° и п—любое целое неотрицательное число. 
Угол ß„ (при п^І и а>0°) будем называть положительным 
углом, большим 360° (при п=1 и а = 0 получаем угол, рав
ный 360°). Существует бесконечное множество углов ß„ с началь
ной стороной О А и конечной стороной ОЕ, которые записываются 
при помощи формулы (95.1). Например:

ß0 = a, ßj = 360°а, ß2 = 720o4-a и т. д.

Если подвижный радиус-вектор описал угол ßn = 360°« + ос, то 
его Конец описал дугу, равную сумме целого числа п полных
окружностей и дуги АЕ. Существует бесконечное множество дуг, 
имеющих данное начало А и данный конец Е. Все эти дуги 
также выражаются формулой (95.1), но градусы, входящие в эту 
формулу, следует понимать как дуговые.

96. Отрицательные углы. Сложение и вычитание углов. Назо
вем вращение подвижного радиуса-вектора в направлении против 
движения часовой стрелки положительным, а в противоположном 
направлении (в направлении по движению часовой стрелки) — 
отрицательным. Угол, описанный при отрицательном вращении 
подвижного радиуса-вектора, назовем отрицательным углом.

Правило. Угол измеряется положительным числом, если 
он положительный, и отрицательным числом, если он отрица
тельный.

Пример 1. На рис. 80 изображены два угла с общей на
чальной стороной ОА и общей конечной стороной OD: один 
равен +270°, другой —90°.

Сумма двух углов. На координатной плоскости Оху 
рассмотрим окружность единичного радиуса с центром в начале 
координат (рис. 81). Пусть произвольный угол а (на чертеже 
положительный) получен в результате вращёния некоторого
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подвижного радиуса-вектора от его начального положения О А, 
совпадающего с положительным направлением оси Ох, до его 
конечного положения ОЕ. Примем теперь положение радиуса- 
вектора ОЕ за начальное и отложим от него произвольный угол ß

(на чертеже положительный), который получим в результате 
вращения некоторого подвижного радиуса-вектора от его началь
ного положения ОЕ до его конечного положения ОС. В резуль
тате этих действий мы полу
чим угол, который будем назы
вать суммой углов а и ß. (На
чальное положение подвиж
ного радиуса-вектора О А, конеч
ное положение радиуса-векто
ра ОС.)

Разность двух углов.
Под разностью двух углов а и 
ß, которую обозначим а — ß, мы 
будем понимать такой третий 
угол у, который в сумме с 
углом ß дает угол а, т. е.
Ѵ = а — ß, если ß + v = a. Раз
ность двух углов а и ß мож
но трактовать как сумму уг
лов а и ■—ß. В самом деле,
[а + (—ß)] +ß = a (рис. 82). Вообще, для любых углов их сумма 
измеряется алгебраической суммой действительных чисел, изме
ряющих эти углы. - .
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Пример 2. АОВ = +60°, а ¿/ВОС =—90°, тогда 
Z АОВ+ ZBOC = ZAOC = 60° +(—90°) = — 30° (рис. 83).

Пример 3. Угол ß = ¿-780°, а угол ß'= —1110°. Сумма их 
ß + ß' = 780° 4- (— 1110°) = —330°.

В формуле (95.1) предполагалось, что п—любое целое не
отрицательное число. Если же предположить, что п—любое 

целое число (положительное, от
рицательное или нуль), то при 
помощи формулы

ß„ = 360°n4-a, (96.1)
где 0°^а<360°, п — 0, ±1,
±2, ..., можно будет записать 
любой угол, как положительный, 
так и отрицательный.

Пример 4. Угол, равный 
<—1370°, можно записать так:

— 1370° = 360° (-4)4-70°. .
Здесь n = '—4, а =4-70°.

Заметим, что все углы ß„, за
писанные при помощи формулы 
(96.1), при разных значениях п, 

__  общие начальную (ОА) и конеч
ную (О£) стороны (рис. 79). Поэтому построение любого угла 
ß„ сводится к построению соответствующего неотрицательного 
угла а, меньшего 360°. На рис. 79 углы ß„ = а 4-360°/і между 
собой не отличаются, они различаются лишь процессом враще
ния радиуса-вектора, который привел к их образованию. 

Упражнения

1. Углом какой четверти является угол, равный:
а) 73°; б) 327°; в) 151°; г) 190°; д) 94’; е) 286°; ж) 359°?
2. Углом какой четверти является угол, равный:
а) —30°; б) —260°; в) —98°; г) —300°; д) —89°; е) —272°?
3. Представить угол ß в виде ß„ = 360° л-¡-а, где п — целое число, а а 

¡удовлетворяет условию 0° < а. < 360’, если:
а) ß = —270°; б) ß = 405°; B) ß=—960°;- r)ß = 1800°; д) ß = -1751°.

§ 2. Тригонометрические функции произвольного угла
97. Определение основных тригонометрических функций. 

В гл. IV было дано общее определение функциональной зави
симости (общее определение функции) и изучались некоторые 
элементарные функции. Теперь мы введем основные тригоно
метрические функции. -
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Пусть радиус-вектор г = ОМ точки М образует угол а с осью 
Ох (рис. 84), причем X и у соответственно абсцисса и ордината 
конца М вектора, г — его модуль, а величина угла а измеряется 
в градусах или в радианах (см. пп. 165,
166),

1. Синусом угла а (обозначение: sin а) 
называется отношение ординаты у (см. 
рис. 84) к длине г радиуса-вектора ОМ:

sin а = — .
Г

(97.1)

2. Косинусом угла а (обозначение: cosa) 
называется отношение абсциссы х к дли
не г радиуса-вектора ОМ:

(97.2)cos a = —.
Г

Ниже (замечание 1) мы покажем, что sina и cosa, определенные 
равенствами (97.1) и (97.2), действительно зависят лишь от уг
ла a (но не от радиуса окружности г).

3. Тангенсом угла a (обозначение: tga) называется отношение 
синуса угла a к косинусу этого угла:

tga = sin a 
cos a (97.3)

4. Котангенсом угла a (обозначение: ctg a) называется отно
шение косинуса угла a к синусу этого угла:

ctga = cos a 
sin a (97.4)

5. Секансом угла a (обозначение: seca) называется величина, 
обратная cosa:

seca =—-—. (97.5)РПС п. ' '

6. Косекансом угла a (обозначение: coseca) называется вели
чина, обратная sina:

coseca = —J—, (97.6)
sin n ' •

Замечание 1. Тригонометрические функции (97.1) — (97.6) 
действительно являются функциями только угла а, т. е. не за
висят от длины подвижного радиуса-вектора. Для того чтобы 
в этом убедиться, достаточно доказать, что если подвижный 
радиус-вектор г образует с осью абсцисс данный угол а, то 
отношения x¡r и у/г не зависят от длины радиуса-вектора; чи
татель легко в этом убедится.
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определения 
tga = |, 

c‘ga = f.

Замечание 2. Из определения tga и ctg a следует, что

(97.7)

(97.8)

Соотношения (97.7) и (97.8) можно было бы принять в качестве 
определений для tga и ctg а.

Замечание 3. Аналогично получаем
sec a - — (97.9) 

(97.10)
Соотношения (97.9) и (97.10) можно было бы также принять в 
качестве определений для seca и coseca.

Замечание 4. Во всех определениях (97.1) — (97.6) мы 
предполагаем, что соответствующие отношения существуют (имеют 
смысл). Например, tga имеет смысл, если cosa=#0, ctg a имеет 
смысл, если sina#=0, и т. д. Поскольку (замечание 1) тригоно
метрические функции (97.-1) — (97.6) угла a не зависят от длины 

подвижного радиуса-вектора, то в 
качестве радиуса-вектора можно 
брать вектор с длиной, равной 
единице (|r| = r—1). Такой век
тор называют единичным радиу
сом-вектором. В случае единич
ного радиуса-вектора формулы 
для основных тригонометрических 
функций запишутся так (рис. 85):

cosec a = -

sin a = у,

^ = 7 
1sec a = — X

cosa =
ctga = ¡>(97,11)

cosec a =
Формулы для tg a и ctg a остались 
прежними (см. (97.7) и (97.8)), 

а формулы для остальных основных тригонометрических функций 
приняли более простой вид (см. (97.1), (97.2), (97.9) и (97.10)). 
Следовательно, синус и косинус угла a равны соответственно 
ординате и абсциссе конца подвижного единичного радиуса-век
тора. Конец этого единичного радиуса-вектора при изменении 
угла a от 0° до 360° опишет окружность, называемую единичной 
окружностью (рис. 85). Для геометрического истолкования тан
генса и котангенса вводят понятия оси тангенсов и оси котан
генсов. Осью тангенсов называется перпендикуляр, восставленный 
в точке А к неподвижному радиусу-вектору ОА. Положительное
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и отрицательное направления на оси тангенсов выбирают так, 
чтобы они совпадали с соответствующими направлениями оси 
ординат (рис. 86). Рассмотрим угол а = /_ АОМ и введем поня
тие соответствующей точки оси тангенсов.

а) Если точка М единичной окружности лежит справа от 
оси ординат, то соответствующей ей точкой оси тангенсов назо
вем точку Мі (точку пересечения продолжения ОМ с осью тан
генсов, рис. 86, а).

б) Если точка М единичной окружности лежит слева от оси 
ординат, то соответствующей ей точкой оси тангенсов назовем 
точку (точку пересечения продолжения МО с осью танген
сов, рис. 86, б).

Заметим, что тангенс угла а численно равен ординате ух 
(рис. 86) соответствующей точки оси тангенсов, т. е. всегда 
tg а = г/і. Докажем это для углов первых двух четвертей:

1) 0°^а<90° (рис. 86, а). tga = -y- = уг 0, где г/,— орди- 
на'та точки Мг.

2) 90° <а< 180° (рис. 86, б). tga = -^^0, где ,ѵ2 и у.2—абс
цисса и ордината точки М. Из подобия прямоугольных треуголь
ников 0ММ2 и OMjA имеем

I У г I _ I Уі I
|х2| 1 ’

или

Следовательно, tga = — = yí^.Q.

9 В. В. Зайцев и др.
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Рекомендуем читателю самостоятельно рассмотреть случаи:
3) 180°<а<270° и 4) 270° < а<360°.

Заметим еще следующее:
а) если точка М лежит на оси ординат (например, а = 270°), 

то соответствующей ей точки оси тангенсов не существует, но 
при этом и tga также не существует;

б) в рассмотренных случаях 1)—4) мы брали угол а в пре
делах от 0° до 360°, но в наших рассуждениях ничего не изме
нится, если мы будем предполагать угол а любым.

Осью котангенсов называется перпендикуляр, восставленный 
в точке В (конец радиуса-вектора OB, образующего с осью Ох

угол, равный 90°) к оси ординат. Положительное и отрицатель
ное направления на оси котангенсов выбирают так, чтобы они 
совпадали с соответствующими направлениями оси абсцисс 
(рис. 87). Введем понятие соответствующей точки оси котангенсов.

а) Если точка М единичной окружности лежит над осью 
абсцисс, то соответствующей ей точкой оси котангенсов назовем 
точку М1 (точку пересечения продолжения ОМ с осью котан
генсов, рис., 87, а).

б) Если точка М единичной окружности лежит под осью 
абсцисс, то соответствующей ей точкой оси котангенсов назовем 
точку Мг (точку пересечения продолжения МО с осью котан
генсов, рис. 87,6).

Аналогично предыдущему можно получить, что котангенс 
угла a равен абсциссе хг соответствующей точки оси котангенсов, 
т. e. ctga = x1. Если точка М лежит на. оси абсцисс (например,
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а =180°), то соответствующей ей точки оси котангенсов не су
ществует, но при этом и ctg ос также не существует.

98. Изменение основных тригонометрических функций при 
изменении угла от 0 до 2 л. В дальнейшем мы будем использо
вать не только градусную, но и радианную меру углов (см. п. 166); 
радиаиное измерение углов станет особенно важным при переходе 
к тригонометрическим функциям числового аргумента (п. 107). 
В связи с этим напомним некоторые факты из геомет
рии, относящиеся к градусной и радианной системам измерения 
углов и дуг:

1) при измерении углов и дуг в радианнѳй системе наимено
вание единицы измерения — радиана обычно опускают и говорят, 
например, «угол равен л/4» вместо «угол равен я/4 радиана»; 
«угол равен 1000» вместо «угол равен 1000 радиан»;

2) при переходе от градусной меры (а градусов) к радианной 
мере (я радиан) пользуются формулой

а = (98.1)
3) при переходе от радианной меры (я радиан) к градусной 

мере (а градусов) пользуются формулой
аО = £іі80^і (98.2)

Полезно запомнить соответствующие значения в градусной и 
радианной мере некоторых наиболее часто встречающихся углов, 
приведенные в следующей таблице.

Градусы 0 30 45 60 90 180 270 360

Радианы 0 л/6 л/4 я/3 л/2 Л Зл/2 2л

Рассмотрим теперь, как изменяется (по абсолютной величине 
и знаку) каждая из основных тригонометрических функций при 
изменении угла а от 0 до 2л. За их изменением проследим, 
пользуясь единичной окружностью (см. п. 97).

I. sina. Согласно первой формуле (97.11) sin a = у, где у — 
ордината конца подвижного единичного радиуса-вектора (см. 
рис. 85).

1) 0^а^я/2 (первая четверть). Если углы аг и аа
удовлетворяют неравенствам 0 < а2 л/2 (рис. 88), то
і/і < г/2, следовательно, и sinax < sina,. При возрастании угла a 
от 0 до я/2 sina монотонно возрастает от 0 до 1.

2) я/2^а^я (вторая четверть). Если углы aj и а3 
удовлетворяют неравенствам я/2^ах<аа^я (рис. 89), то

9*
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г/і > у„, следовательно, и sin at > sina2. При возрастании угла а 
от л/2 до л sin а монотонно убывает от 1 до 0.

3) л^а^Зл/2 (третья четверть). При возрастании 
угла а (а2 > aj от л до Зл/2 sin а монотонно убывает (у2 < z/J 
от 0 до ■—1 (рис. 90).

4) Зл/2^а^2л (четвертая четверть). При возраста
нии угла a(a2>ax) от Зя/2 до 2л sina монотонно возрастает 
(Уг> Уі) от —1 ДО 0 (рис. 91).

Вывод. При любом угле a абсолютная величина sina не 
превосходит 1, что записывается так:

Isina |^1, (98.3)
или в равносильной, форме:

(98.4)
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II. cosa. По второй формуле (97.11) cosa = x, где х — абс
цисса конца подвижного единичного радиуса-вектора (рис. 85).

1) 0^а^я/2 (первая четверть/'. Для углов а1 и а2, 
удовлетворяющих неравенствам О а4 < a, ígl я/2 (рис. 92, а), 
выполняется неравенство %,,<%! (x1 = OM¡ и х2 — 0М'„), следо
вательно, cosa2<cosax. При возрастании угла a от 0 до я/2 
cosa монотонно убывает от 1 до 0.

2) я/2^а^7я (вторая четверть). При возрастании 
угла a (a4 > a3) от я/2 до я cos a монотонно убывает (х4 < х3, 
где =— I 044' J и х3~— I ОМ31) от 0 до —1 (рис. 92, о).

3) я^а^Зя/2 (третья четверть). Для углов а5 и а„, 
удовлетворяющих неравенствам л <1 а5 < а„ Зя/2 (рис. 92,6), 
выполняется неравенство х5 < хв (%6 =—ОМ- и а'о ——ОЛ4'&), сле
довательно, cosas <cosa0. При возрастании угла a от я до Зя/2 
cosa монотонно возрастает от —1 до 0.

4) Зя/2^а^2я (четвертая четверть). При возраста
нии угла a (a8 > a.) от Зя/2 до 2я cosa монотонно возрастает 
(х8 > X-, где xs = 0M8 и х7 = ОМ7) от 0 до 1 (рис. 92,6).

Вывод. При любом угле a абсолютная величина cosa не 
превосходит 1, что записывается так;

I cosa КД, (98.5)
или в равносильной форме:

— l^C cosaci. (98.6)
III. tga. Тангенс угла a численно равен ординате соответ

ствующей точки оси тангенсов (см. п. 97).
1) 0^а<я/2 (первая четверть). Для углов at и а2, 

удовлетворяющих неравенствам 0 і^а1 < а2 < я/2 (рис. 93), вы-
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полняется неравенство у2 > у± (у1 = АМ1 и у„ = АМ2), следова
тельно, tga2 >tga1. При возрастании угла а от 0 до я/2 tga 
неограниченно возрастает. Заметим, что tg (эт/2) не существует. 
Если угол а приближается к я/2, оставаясь меньше я/2, то

tga неограниченно возрастает (tga стремится к плюс бесконеч
ности).

Сходное положение встречалось при изучении функции 
í/= 1/х; если X приближается к нулю, оставаясь больше нуля, 
то у — l/х стремится к плюс бесконечности.

Это же условно записывают так:
tga—>.+ 00 при a—>-я/2, где a < я/2.

2) я/2 <а^Ся (вторая четверть). Для углов at и а2, 
удовлетворяющих неравенствам я/2<а2<а2^я (рис. 94), вы
полняется неравенство г/2 > уг (ух = — | АМг | и у — | АМг [), 
следовательно, tga2>tgaj. При возрастании угла a от я/2 
до я tga возрастает до нуля.

Если a стремится к я/2, оставаясь больше я/2, то tga неог
раниченно возрастает по абсолютной величине, оставаясь отри
цательным (tga стремится к минус бесконечности). Это запи
сывается так:

tga—►—00 при a—>я/2, где а> я/2.

3) я^а<Зя/2 (третья четверть). Тангенс ведет себя 
также, как и в первой четверти, т. е. возрастает от 0 до +оо. 
Рекомендуем читателю сделать соответствующий рисунок, ана
логичный рис. 93.

Если a стремится к 'Зя/2, оставаясь меньше Зя/2, то tga 
стремится к плюс бесконечности:

tga—>+00 при a—>Зя/2, a < Зя/2.
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4) Зя/2<а<І2я (четвертая четверть). Тангенс ведет 
себя так же, как и во второй четверти, т. е. возрастает от —оо 
до 0. Рекомендуем читателю сделать соответствующий рисунок, 
аналогичный рис. 94. ,

Если а стремится к Зя/2, оставаясь больше Зя/2, то tga стре
мится к минус бесконечности:

tga—>—оо при а —>Зя/2, а > Зя/2.

IV. ctg а. Котангенс угла a численно равен абсциссе соот
ветствующей точки оси котангенсов (см. п. 97).

1) 0<а^я/2 (первая четверть). Для углов и а2, 
удовлетворяющих неравенствам 0<а1<а3^я/2 (рис. 95), вы
полняется неравенство х2<х1 (х1 = В7И1 и х2 = ВЛ42), следова
тельно, ctga2<ctga1. При возрастании угла a от 0 до я/2

ctg a убывает до нуля. Если a стремится к нулю, оставаясь 
больше нуля, то ctg a стремится к плюс бесконечности:

ctg a—> + оо при a—>0, где a > 0.
2) я/2^а<я (вторая четверть). Для углов а2 и а2, 

удовлетворяющих неравенствам я/2^а1<а2<я (рис. 96), вы
полняется неравенство %2<%і (%і = — | BMt | и x2 = '—| BM21), 
следовательно, ctga2<ctga1. При возрастании угла a от я/2 
до я ctg a убьївает от 0 до —оо. Если a стремится к я, оставаясь 
меньше я, то ctg a стремится к минус бесконечности:

ctg a—>—оо при a—>я, а<я.
Разбор поведения ctg a в остальных четвертях предостав

ляется читателю. Приведем только окончательные результаты:
3) я<а^Зя/2 (третья четверть), ctg а убывает от +оо 

до 0; при а —»-я, где а > я, ctga—»-+00.
4) 3я/2^а<2я (четвертая четверть), ctga убывает 

от 0 до —оо; при a—>2я, где a < 2я, ctga—>■—00.
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Упражнения

1. Может ли синус угла быть равным:
а) 3/5; б) —4/5; в) 10/9; г) У 6/2; д) — У 3/2; е) a+1/o, где а £ О?
2. Может ли косинус угла быть равным:
а) (У5—1<3)/(К"3—1); б) 0,835; в) —1/sin 10°; г) Уї£іуТ& 

Д) j/я/ К л?
3. Углом какой четверти является угол а, у которого:
a) sin а < 0, cos а > 0; б) sin а > 0,' cos а < 0; в) sin а > 0, cos а > 0; 

г) sin а < 0, cos а < 0; д) tg а < 0, cos а < 0; е) ctg а > 0, sin а < 0?
4. Проследить за поведением seca при изменении угла a в пределах от 

0 до 2л.
• 5. Проследить за поведением cosec a при изменении угла a в пределах 

от 0 до 2л.
6. Может ли секанс угла быть равным: а) —0,989; б) lg Зл; в) lg 4л?
7. Может ли косеканс угла быть равным: а) —1/sec 20°; б) л/4; в) я/3?

§ 3. Соотношения между тригонометрическими функциями 
одного и того же угла

99. Основные тригонометрические тождества. Между^основными 
тригонометрическими функциями произвольного угла a имеются 
следующие тождественные соотношения:

1. sin2 a + cos2 a = 1. (99.1)
Доказательство. Принимая j г | = г = 1, получим (для 

произвольного угла a) sina = i/, cosa = x, где х и // — проекции 
единичного радиуса-вектора на оси координат (см. рис. 85). По 
теореме Пифагора (см. п. 216) |х|2 + | г/|2= 1, так как | г | = 1, 
откуда

sin2 a 4- cos2 a = 1.
2. tga sin a 

cos a * (99.2)

где а#=л/2 + /іл; zi = 0, ±1, ±2, ...
cos actg aj sin a (99.3)

где a nn; /i = 0, ±1, ±2, ...
Тождества (99.2) и (99.3) служат соответственно определениями

функций tga и ctga (см. формулы (97.3) и (97.4)).

4- seca = 75T7’ ("-4)
где а#=л/2 + пл; п — 0, ±1, ±2, ...

с 1о. cosec а = -sin а (99.5)
где а /гл; /г = 0, ±1, ±2, ...

Тождества (99.4) и (99.5) служат соответственно определе
ниями функций seca и coseca (см. формулы (97.5) и (97.6)).
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Тождества (99.1)—(99.5) назовем основными. При помощи этих 
основных тождеств выведем так называемые дополнительные 
тождества.

6. Перемножив почленно тождества (99.2) и (99.3), получим

tgactga=l, (99.6)

где a#=^; /г = 0, ±1, ±2, ...
7. Разделив тождество (99.1) почленно на cos2 а, при условии, 

что cosanti, получим
1 4~tg2a = sec2a, (99.7)

где а#=я/2 + пя; /г = 0, ±1, ±2, ...
8. Разделив тождество (99.1) почленно на sin2 а, при условии, 

что sina 0, получим
1 + ctg2 а — cosec2 а, (99.8)

где а#=шг; /г = 0, ±1, ±2, ...'
При помощи тождеств (99.1)—(99.8) можно производить пре

образования различных выражений, содержащих тригонометри
ческие функции, и получать новые тождества.

Пример 1. Доказать тождество

sin acos2a (1 -j-tg2 a) + cos a sin2 a (1 +ctg2 a) = sin a-¡-cosa.

Решение. Заменив в. левой части tga и ctg a их выраже
ниями по формулам (99.2) и (99.3), получим
sin a cos2 a ( 1 + tg2 a) + cos a sin2 a ( 1 + ctg2 a) =

— sin a cos2 a + sin3 a + cos a sin2 a + cos3 a =
= sin a (cos2 a + sin2 a) + cos a (sin2 a + cos2 a) = sin a + cos a.

После выполнения тождественных преобразований левая часть 
равенства совпала с правой. Исходное тождество этим доказано.

Это же тождество можно доказать и по-другому, воспользо
вавшись формулами (99.7) и (99.8), а затем формулами (99.4) и 
(99.5). Рекомендуем это сделать читателю.

Пример 2. Упростить выражение
А = 2 (sin0 a + cos0 a)—3 (sin4 a + cos4 a). (»)

Решение. Используя тождество (99.1), получаем 

(sin2a-¡-cos2a)2~l,
откуда

sin4 a + cos4 a = 1—2 sin2 a cos2 a. (99.9)
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Аналогично находим
sin0 a + cos0 a = 1 —3 sin4 a cos2 a — 3 sin2 a Cos'1 a —
= 1—3 sin2a cos2a (sin2 a-)-cos2 a) = 1—3sin2aços2a. (99.10) 
Подставив (99.9) и (99.10) в (•»), будем иметь

Л = 2—6 sin2 a cos2 a—3 + 6 sin2 a cos2 a = —1.

100. Вычисление значений тригонометрических функций по 
значению одной из них. При помощи формул (99.1)—(99.8) можно 
выразить (с точностью до знака) через любую из шести триго
нометрических функций угла a остальные пять функций. Мы 
ограничимся только функциями sina, cosa и tga.

1. Выражение через sina. Из тождества (99.1) находим 
cosa= + j/ 1—sin2 a. (100.1)

Подставив найденное значение cosa в тождество (99.2), получим
tga=±-7^=., (100.2)

У 1 — sin-a

где аУ=л/2 + пл; п = 0, ±1, ±2, ...
2. Выражение через cosa. Из тождества (99.1) находим

sina = ±K 1—cos2 a. (100.3)
Подставив найденное значение sina в тождество (99.2), получим

tga = ± 1 — cos2 a
cos a (100.4)

где а=^я/2 + пл; л = 0, ±1, ±2, ...
3. Выражение через tga. Из тождества (99.7) находим

seca = ± к 1 + tg2a. Подставив значение seca в тождество (99.4), 
получим из него

cos a = ч—г 1 ,
- Кl + tg2«

где а=Лл/2 + /гл; п = 0, ±1, ±2, ...
Далее находим

sin a = tg a cos a = ч—ст ,
- Kl + ig2«

где а^я/2+ля; n = 0, ±1, ±2, ...
При извлечении квадратного корня знак следует выбирать

в зависимости от того, в какой четверти находится угол а. 
Пример 1. Известно, что cosa = '—3/6 и 180° <а <270°.

Вычислить sina, tga и ctg а.
Решение. Угол а принадлежит третьей четверти (рис. 97), 

в которой tga>0, ctg а > 0, sina<0.

(100.5)

(100.6)
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Следовательно,

tga = /1-е 4/_/ о

sina

cos a -3/5
í = — /1 -cos- a = -

y, ctg a 1 _ 3
tga — 4 ’

4
5 '

В дальнейшем мы будем использовать следующий факт:
Для того чтобы два действительных числа х и у можно было

принять за cosa и sina одного и того же угла а, необходимо 
и достаточно, чтобы сумма их квадратов была равна единице: 
х2 + у2 = 1.

Доказательство. Необходимость. Если x = cosa и у — 
= sina, то по тождеству (99.1) sin2 a + cos2a = 1, т. e. x2 + z/2=l.

Достаточность. Рассмотрим радиус-вектор ОМ (рис. 85) 
с проекциями X и у. Так как по условию х2 + г/2=1, то длина
этого вектора равна 1. Следова
тельно, ОМ—единичный радиус- 
вектор. Согласно первым двум 
формулам (97.11) sin a = у и 
cosa = x, где a—угол, образо
ванный подвижным единичным 
радиусом-вектором ОМ и поло
жительным направлением оси Ох.

Пр и мер 2. Могут ли sina 
и cosa одного и того же угла a 
быть равными соответственно: 
а) 12/13 и —5/13; б) Ѵ3 и —2/3?

Решение, а) Числа 12/13 и 
•—6/із обладают тем свойством, что 
(і2/із)а + (—713)2 = 1- Следователь
но, по доказанному существует 
такой' угол а, для которого
sina = l2/13 и cosa = —5/13.

б) Для чисел Ѵ3 и —2/з имеем (1/3)2 + (—2/з)2 —1- Сле
довательно, числа Ѵз п !—2/з нельзя принять за sina и cosa 
одного и того же угла а.

101. Значения тригонометрических функций некоторых углов. 
Воспользовавшись сведениями из геометрии, найдем значения 
тригонометрических функций углов 30°, 45° и 60° (или соответст
венно в радианной мере углов л/6, л/4 и л/3).

1) а = я/6 (рис. 98). На основании теоремы о том, что в пря
моугольном треугольнике катет, лежащий против угла в 30°, 
равен половине гипотенузы, заключаем, что

л 1
Sin 6“ = У=~2
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(поскольку г— 1). Воспользовавшись теперь формулами (100.1), 
(99.2) и (99.6), легко вычислим:

cos Я I . /~, . „ Л , 1. У 3
у= + У 1-sin“^= V V-

1t я = sin (я/6) = 1_ . я_ =

6 COS (я/6) У 3 6 tg (я/6)
- = /3.

2) а = л/4 (рис. 99). В данном случае проще начинать с вычис
ления тангенса:

л _  у
X

ибо у = X. Воспользовавшись теперь формулами (100.5), (100.6)

tgT = v=J.

Рис. 99. Рис. 100.Рис. 98.

и (99.6), легко найдем:

я 1 
cos — = ,4 /2

• л 1 SIB — = -угг- ,
4 /2 ctgy= 1.

4

3) а==я/3 (рис. 100). По определению косинуса cos(a/3) = x. 
В нашем случае х = 1/2. следовательно,

cosy = y

К "з

Далее воспользуемся формулами (100.3), (99.2) и (99.6): 

sin|=j/l1-COS’-J= 2

. t я 2ÉÌ» = J/3, 
3 cos (я/3)

1 1ctg¿^ =
3 tg (я/3) Уз '
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Присоединяя к полученным результатам результаты п. 98, 
составим следующую таблицу значений тригонометрических функ
ций некоторых часто встречающихся углов.

\ Углы 
\ a

Фун к-\ 
цнн \

0
(0°)

я
6

(3 0°)

я
4

(45°)

Я
3

(60°)

Я

(90°)
я

(180°)
3

(270°)
2я

(360°)

sin a 0
1
2

К2
2

Кз
2 1 0 — 1 0

cos a 1
/з

2
V 2

2
1
2 0 —1 0 1

tga 0 Кз
3 1 /з не суще

ствует 0 не суще
ствует 0

ctg a
не су
щест
вует

Кз 1 /3
3 • 0 не суще

ствует 0 не суще
ствует

О поведении tga в окрестности а = я/2, а = Зя/2 и ctg а 
в окрестности а = 0, а = л и а = 2я см. п. 98.

Упражнения

Доказать тождества: 
I. sin2 a + tg2 a = cos^ a see- a

l + ctga_ tga+1
1 —ctg a tga —1

3 / j
4. sin8 a-f- cos8 a

2.

cos- a — sin- a sin- a
ctg2 a — tg2 a see2 a

Упростить выражения:
5. siri4 a+cos4 a+2 sin2 acos2 a. 6. ------- „—(l + tg2a)cosec2a
7. Дано: sin a-)- cos a = 1,4. Найти sin a cos a.
8. Дано: sina+cos a — m. Найти sin3a-)-cos3a.
„ rr X sin2 a , cos2 a9. Доказать тождества: а) —5------ ¡~|--------5------- - = 1;

3. 4 \ see2 a cosec 

(1 + ctg2 a) (sec2 a— 1)

б)
tg a ctg2 a — 1

sec2 a — 1 1 cosec2 a — 1 '
І; в) tg2a — sin2 a = tg2 a sin2 a.1—tg2a ctg a

10. Получить формулы, выражающие тригонометрические функции sin a, 
cos a и tg a через ctg a.

11. Дано: 'sina = 4/6 и я/2 < a < я. Вычислить cosa, tga и ctg a.
12. Могут ли синус_ и косинус одного и того же угла a быть равными:

а) Чі и -3/„; б) —4/К65 и 7//б5?

1 1
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§ 4. Четность, нечетность и периодичность
тригонометрических функций

102. Четность и нечетность. Напомним (см. п. 33), что функ
ция у = f (х) называется четной, если для всех допустимых зна
чений аргумента х имеет место тождество

f(_x) = /(x).

Функция у — f (х) называется нечетной, если для всех допу
стимых значений аргумента х имеет место тождество

/(— *) = — /(х).

Для тригонометрических функций справедлива следующая
Теорема. Функции cosa и seca являются четными, т. е. 

cos (— a) = cos a и sec (— a) = sec a,
а функции sina, tga, ctg a и coseca являются нечетными, т. е.

sin (•—a) == — sin a, cosec (—a) — •— cosec a, 
tg(—a) = —tga, ctg(—a) = —ctga.

Доказательство. Рассмотрим два угла, образованных 
единичным радиусом-вектором г: /_ АОЕ = а и /_АОЕг —— а 
(рис. 101). Заметим, что абсцисса точек Е и Е^ одна и та же (х).

Согласно второй формуле (97.11) 
имеем cos a = X и cos (— a) = х, 
следовательно,

7

Рис. 101.

cos (—a) = cos a. (102.1)

Так как равенство (102.1) спра
ведливо для любого угла а, то 
мы доказали, что cos (—a) = cos a.

Четность seca (см. формулу 
(99.4)) доказывается так:

, V 1 1sec (— a) = —---- г =------= sec a.' ' cos (— a) cos a

Итак,
sec(—a) = sec a. (102.2)

Заметим, далее, что ординаты точек Е и £х противоположны 
по знаку (ВЕ = у, ВЕ± = — у). Согласно первой формуле (97.11) 
имеем sina = i/ и sin(—a) = — у, следовательно,

sin (— a) = i—sina. (102.3)
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Используя формулу (99.2), а также тождества (102.1) и (102.3), 
получим.

, , . sin (— а) — sin аtg (— а) =--- )----- ( =-------- :
° ' cos (— а) cos а

tg(_a) = _tga.
Итак,

tga.

(102.4)
Для доказательства нечетности ctg a воспользуемся тождествами 
(99.6) и (102.4):

ctg (- «) = tF(^) = = “ ctg “•

Итак,
ctg(—a) = -—ctga. (102.5)

Рекомендуем читателю доказать, что справедливо и тождество 
cosec (—a) =— coseca. (102.6)

Пример. Найти значения тригонометрических функций 
угла а =— я/3.

Решение. Используя нечетность функций sina, coseca, 
tga и ctga, получим

sin (— я/3) =- — sin (я/3) = — J/ 3/2, _ 
cosec (— я/3) = — cosec (я/3) = — 2/ J/З,

tg(—я/3) = —tg(n/3) = —J/З, _ 
ctg (— я/3) = — ctg (я/3) = — l/КЗ.

Используя четность функций cosa и seca, получим
cos (— я/3) = cos (я/3) = V2, sec (— л/3) = sec (я/3) = 2.

103. Понятие периодической функции. Тригонометрические 
функции обладают свойством периодичности, которое определяется 
в общей форме следующим образом.

Определение. Функция /(х) называется периодической 
с периодом T (Т =^0), если для любого х выполнено условие: 
если функция определена в одной из точек х или х + Т, то она 
определена и во второй точке, и ее значения в обеих -точках 
равны между собой:

/(х) = /(х + Т). (103.1)
Число Т называется в этом случае периодом функции /(х). 

Докажем следующее предложение:
Если Т — период функции f(x), /по и любое из чисел пТ, 

п = —1,. ±2, ..., также является периодом f (х).
Доказательство. Проведем сначала доказательство для 

'—Т. Для этого рассмотрим пару значений аргумента х и 
х+(—Т) — х—Т. Из записи

х — (х — Т)-\-Т
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видно (в силу определения периодичности), что если функция 
определена в одной из точек х—Т, х, то она определена и во 
второй точке. Далее устанавливаем равенство f (х— T) = f(x): 

f(x) = f((x-T) + T) = f(x-T).
Доказательство того, что пТ при натуральном и является 

периодом функции /(х), проведем- по индукции (случай отрица
тельного п сводится к этому заменой Т на —Т). Итак, требуется 
установить, что если f (х) определена в одной из точек х, х + пТ,

то она определена и во второй точке, причем f (х) = / (х + пТ). 
Допустим, что утверждение теоремы уже доказано для некото
рого п = k (оно, например, очевидно при /і=1). Докажем, что 
оно останется верным и для п = /г+1. Прежде всего, в силу 
того, что Т — период, замечаем, что если одно из значений 
аргумента x + kT и х + (k 1) Т = (х 4 kT) + Т принадлежит об
ласти определения функции, то ей принадлежит и второе зна
чение. Так как, по предположению индукции, такое же поло
жение справедливо и для пары точек х и x + kT, то видно, что 
точки X и х + (6+1)Г принадлежат (или не принадлежат) об
ласти определения / (х) одновременно. Далее устанавливаем 
равенство значений /(х) в точках х и х + (Æ+ 1) Т: ■

f(x + (k+ì)T) = f(x + kT + T) = f(x + kT) = f(x)
(последнее — по предположению индукции).

Доказано, что пТ — период функции при любом целом п. 
Наименьший положительный период функции (если он сущест
вует) называется основным периодом.

Пример 1. Функция f{x) — c (с — постоянная величина), 
имеет своим периодом любое число. Основного периода здесь 
нет. График этой функции изображен на рис. 102.
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Пример 2. Напомним, что целой частью числа х (обозна
чение: [х]) называется наибольшее целое число, не превосходя
щее X (п. 4). Целая часть х есть функция от х; ее график по
казан на рис. 103.

Дробной частью числа х (обозначение: (х)) мы назвали (п. 4) 
разность между х и его целой частью:

(х)=х—[х].
Дробная часть х является периодической функцией с основным 
периодом Т=1. Действительно,

(х + 1) = х+ 1 —[х + 1],
и так как очевидно, что [х + 1] =
= [х] + 1, то
(х + 1 ) — X + 1 — [X + 1 ] =

= х+ 1 — [х] — 1 = х — [х] = (х).
График дробной части х показан 
иа рис. 104.

Пример 3. а) Рассмотрим следующую функцию /(х), опре
деленную для X, удовлетворяющих неравенствам 0^х<2:

X при О^х < 1,
1/2 при 1 ^х < 2.

График функции изображен на рис. 105.

Рис. 105. Рис. 106.

б) С помощью этой 
число Т — 2, построим

X— [х]
ѵ2

при
при

функции f(x), приняв за основной период 
периодическую функцию F (х):

f (х) = 2п х < 2/г + 1, 
2/г + 1 <¡x < 2/1 + 2, il — 0, Ч- 1, -4- 2, . . .

График функции F (х) изображен на рис. 106.
104. Периодичность тригонометрических функций. Одним из

важных свойств тригонометрических функций является свойство 
периодичности, с которым мы в общем виде познакомились Б п. 103. 
Докажем следующую теорему о периодичности тригонометриче
ских функций.
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Теорема. Тригонометрические функции sina, cosa, tga, 
ctg a, seca и coseca являются периодическими функциями, причем 
основной период функций sina, cosa, seca и coseca равен 2л 
(360°), а основной период функций tga и ctga равен я (180°)1).

Доказательство. В пп. 95 и 96 мы ввели углы вида 
ß„ = 360°/г + а, где 0°^а<360° и п—целое число (положи
тельное, отрицательное или нуль). В радианной мере эти углы 
можно записать в виде ß„ = 2л/і + а, где 0^а<2л и п — любое 
целое число (положительное, отрицательное или нуль). Напом
ним, что все углы ß„ при разных значениях п, "но одном и том 
же a имеют общие начальную (ОЛ) и конечную (О£) стороны 
(см. п. 96). Если воспользоваться первой из формул (97.11) для 
определения синуса, то получим

> sin ß„ = sin (2лл-}-а) = г/= sin а;
если воспользоваться второй из формул (97.11) для определения 
косинуса, то получим

cos ßn = cos (2л/г 4- “) = х = cos a,
так как соответствующие значения X и у для угла a и углов 

ß„ = 2л/г-j-a одинаковы (рис. 107). 
Аналогичный результат полу
чается и для других тригоно
метрических функций. Мы прихо
дим к следующим формулам:

sin (2л/і 4- a) = sin a, 
cos (2л/і 4- a) = cos a, 
tg(2n/î4-a) = tga, 

ctg (2л/г 4- a) = ctg a, 
sec (2л/і 4- a) = sec a, 

cosec (2лл 4- a) = cosec a,

1 (104.1)

новных тригонометрических 
генса и котангенса

где п — 0, -4- 1, -t- 2,

где п = 0, +1, +2, ...
Этим уже доказано, что Т = 2л

является периодом для всех ос- 
функций. Покажем, что для тан- 

справедливы также следующие формулы: 
tg(n/i4-a).= tga,

ttg (nn4-a) = ctga, (104.2)

х) Пока мы рассматриваем тригонометрические функции уела, и период Т 
следует рассматривать как угол; это замечание сохраняет силу вплоть до 
п. 107, где вводятся тригонометрические функции числового аргумента.
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Рассмотрим два случая.
а) /г =¿ 2&, т. е. п— четное число (/г = 0, ± 1, ± 2, ...). В этом 

случае имеем
tg (пп -{- а) = tg (2/гя + а) = tg а, 

ctg (пп + а) = ctg (2kn + а) = ctg а.
Здесь мы использовали полученные ранее формулы (104.1).

б) п = 26+1, т. е. іг — нечетное число (k = Q, ±1, ±2, ...). 
В этом случае имеем

, tg (пп + а) = tg (2kn + я + а) = tg (я-¡-а), 
ctg (пп + а) = ctg (2kn + л + а) = ctg (п + а).

Здесь мы использовали формулы (104.1).
Из геометрических соображений (рис. 108) следует, что

у = — у і и х =— хп где х и у—координаты конца подвижного 
единичного радиуса-вектора г, образующего с осью абсцисс
у 1 Uvl \Л/ J d ***1 1 iVUL/jJ/X 111 "1 d “

ты конца подвижного единичного 
радиуса-вектора rlt образующе
го с осью абсцисс угол я-¡-а. 
Мы имеем

— У Уtg(iï + a): Уі ■tga.

Аналогично получаем ctg (я 4- a) = 
= ctga. Следовательно, при лю
бом п — 0, ±1, ±2, ... имеем

tg(nn + a) = tga, 
ctg (пп + a) = ctg a.

Для углов в градусной мере 
аналогичные формулы получим,
заменив в формулах (104.1) 2пп на 360°п и в формулах (104.2) 
пп на 180°/г. Этим доказано, что я (или- 180°)—период для 
функций tga и ctg а. Остается доказать, что 2п—основной пе
риод для sina, cosa, seca и coseca, а я — основной период для 
tga и ctg а. Докажем это только для sina, а для остальных 
основных пяти функций советуем это сделать читателю.

Доказательство. Требуется показать, что Т = 2я—наи
меньший положительный угол такой, что для всех a выполняется 
равенство sin (a + T) = sina. Проведем доказательство от про
тивного. Допустим, например, что существует угол А такой, что

sin (a + Л) = sin a и 0 < А < 2я.
Так как в последнем равенстве a может быть любым (ведь это 
равенство, по предположению, выполняется тождественно), то
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должно выполняться, например, равенство 
sin (у + л) = sin у = 1.

Но sina=l только для аргументов~а вида а = л/2 + 2лп, где 
п = 0, ±1, ±2, ... Следовательно, должно выполняться равен
ство л/2 + А = л/2 + 2пп, откуда следует, что А = 2л/і. Мы при
шли к противоречию, предположив, что 0 < А < 2л.

Для sin а наше утверждение доказано. Аналогично оно дока
зывается и для других тригонометрических функций.

Упражнения

д)

1. Угол а — —л/6. Найти значення основных тригонометрических функций.
2. Угол а = —45°. Найти значения основных тригонометрических функций.
3. Показать, что следующие функции:

а)

У —

y = sin“x; б) у=х2 + tg1 х; в) у = 
sin X — tgx _3x + 2sinx
sinx+ctgx’ У~~ ctg6X ’ Ж

! + 2 cos X 
: X»

y = sin I X |;

, cos X sin X

3) y— I sin X |, явля
ются четными.

4. Показать, что следующие функции:
a) y = ctg° х; б) y = x+tgx; в) У=~°зіпЗх'• г) У = ~ Іё3 *'>

. X-tgX , x+sinxд) У — Т-Г—  ; е) у = -—¡— , являются нечетными.1+secx ' а Ctg2X + tg2X
5. Указать, какие из следующих функций являются четными, нечетными 

и какие не являются ни четными, ни нечетными:
а) у = sin x+ctgx; б) y = sinx+cosx; в) у— ‘ j^gínx ’ г) У=х1 + 5Іп2*+ Ь

д) у = х3 + sin3 х+1 ; e) y=lg| sin х|.
6. Указать периодические функции среди следующих функций: 
a) y=cos2x; б) y = cosx2; в) y = xtgx; г) y = cos(l/x);
д) у = sin X + cos х; e) y = 2ctgx+3; ж) у = — 4; з) y = lgcosx.
7. Указать основной период (если он существует) следующих функций:
а) б) у = sin 2х; в) y = siny; г) у = cos x + ctg х;

д) у=2 tgx+3 ctgx; e) y = 5’<n *; ж) y = sin ^х — ; з) y = sin ^2x —у) ;

и) y = sinx-¡-sin у ; к) у= sin х+sin y+sin у ; л) у = 7; M)y=cos2nx.

§ 5. Формулы приведения
105. Зависимость между тригонометрическими функциями до

полнительных углов. Углы аир назовем дополнительными до 
л/2, если а + Р = л/2. Сходными (по названию) тригонометриче
скими функциями будем соответственно называть синус и коси
нус, тангенс и котангенс, секанс и косеканс.

Теорема. Сходные тригонометрические функции дополни
тельных углов равны между собой.
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Доказательство. Докажем сначала, что 
= cosa,sin ( -g—a

cos —a ) = sin a.

(105.1)

(105.2)

Предположим 
угол ß = ir/2—a 
Построим теперь с помощью под
вижного единичного радиуса- 
вектора г уттл АОЕ = a и АОЕ± —
=— ß>0 (рис. 109). Заметим, 
что A BjOE^ /\ВЕО (они пря
моугольные, имеют равные гипо
тенузы I OE I = I ОЕ1 I и равные 
острые углы: /В£0 = а—я/2 =
— — ß = /_BfiE-¡). Из равенства 
треугольников имеем —X — уѵ и 

— У- Следовательно, sin (— ß) =
= sin(a—л/2) = у± = —X — —cosa, 
откуда sin (a — л/2) = — cosa, 
но в силу нечетности синуса 
sin (a—л/2) =— sin (л/2—a), и 
мы имеем sin (л/2—а) = cos а.

Аналогично доказывается, что 
cos (л/2—a) = sin a.

Для остальных функций можно

для определенности, что л/2<а<л; тогда 
удовлетворяет неравенствам —л/2 < ß < 0.

/ У
v—і-і >-

-4 B'~z~o—у

Рис. 109.

tg 4-а

ctg 1-у—а =

доказательство
sin (л/2— a) cosa 
— - - -ctg а,

= tga.

cos (л/2 —а) *

cos (л/2— а)
sin а 
sin а
cos а

вести так:
(105.3)

(105.4)sin (п/2 — а)

При выводе формул (105.3) и (105.4) мы пользовались только 
что доказанными формулами (105.1) и (105.2).

Замечание 1. При доказательстве теоремы мы считали, 
что угол a задан в радианах. Соответствующие формулы для 
угла а, измеренного в градусной мере, легко получить из фор
мул (105.1) — (105.4), заменив я/2 на 90°.

Замечание 2. При доказательстве теоремы мы предполо
жили для определенности, что угол a удовлетворяет неравен
ствам п/2 < a < л. Можно показать, что теорема остается в силе 
и в случае любого угла a (как положительного, так и отрица
тельного).

Пример. Заменить данные тригонометрические функции три
гонометрическими функциями дополнительного угла: 

л _._ /л л \ • л 1
COS

, я л .
-= sin ( у—з ) — Sin-
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2. tg 18° = ctg (90° — 18°) = ctg 72°.
3. ctg 31°29'32" = tg (90°—31°29'32") = tg 58°30'28".
106. Формулы приведения. Формулами приведения называются 

формулы, выражающие тригонометрические функции углов ■—а, 
я/2 ± се, я±а, Зя/2 ± се, 2я±ачерез тригонометрические функ
ции угла а, где а — произвольный (допустимый) угол. Сами три
гонометрические функции этих углов будем называть приводи
мыми тригонометрическими функциями. Будем говорить для 
краткости, что углы ■—а, я + се, 2я±се образованы откладыва
нием угла а от оси Ох (от горизонтальной оси), а углы я/2 ± а 
и Зя/2 ± а образованы откладыванием угла а от оси Оу (от 
вертикальной оси).

Пользуясь возможностью произвольного выбора угла а в фор
мулах (105.1) —‘(105.4), получим новые важные формулы (мы 
ограничимся функциями sina, cosa, tga и ctg a.

а) Заменив в формулах (105.1) — (105.4) a на —а, получим

(106.1)

б) Заменив в формулах (106.1) a на я/2 + a, а следовательно, 
я/2се на я-)-а, получим

sin (я 4-а) = sin у + 

COS (я 4- а) = cos у 4-

— sin а,

— cos а
(106.2)

(мы снова воспользовались тем, что формулы (106.1) справедливы 
для произвольного угла а). Так как я является основным перио
дом для tga и ctga (см. п. 104), то

tg (я 4-а) = tg а, j
і-~ t_  i -J-__  íctg (я 4-a) = ctg а. ; (106.3)

в) Аналогично получим
. /3 ..sin І у я 4-а 

cos f у я 4- а

(106.4)

(

(



106] § 5. ФОРМУЛЫ ПРИВЕДЕНИЯ 279

Рекомендуем читателю доказать, что

tg + =— ctg а,

ctg
2

Зя -а = — tea.
(106.5)

г) Заменив в формулах (106.2) и (106.3) a на —а, получим
tg(ji—а) = —tga, )sin (я—а) = sin а,

cos (я—а) =— cosa, ctg (я—а) = — ctg а. }
д) Заменив в формулах (106.4) и (106.5) a на —а, получим

Зя \ J. ( Зя \ ," ---- a j = ctg а,

) (106.6)

sin

cos
2

Зя

■ cos а. tg

—а) =— sina, ctg Зя a =tga.
(106.7)

а =

е) В силу того, что 2я является периодом для всех основных 
тригонометрических функций, будем иметь

sin (2я—а) = sin (—а) = — sin а, 
cos (2я—а) = cos (—а) = cos а, 
tg (2я—а) = tg (—а) = —tga, 
ctg^—a) = ctg(—а) =— clg а.

(106.8)

ж) Аналогично е), будем иметь
зіп(2я + а) = зіпа, tg(2.n + a) = tga, 
соз(2я + а) = соза, ctg (2л -fa) = ctg а.

'I
) (106.9)

Рекомендуем читателю написать формулы, аналогичные фор
мулам (106.1) — (106.8), для углов в градусной мере, заменив 
в последних я/2 на 90°, я на 180°, Зя/2 на 270° и 2я на 360°.

Пример 1. Пользуясь формулами приведения, найти зна
чения следующих тригонометрических функций (или выразить их 
через значения тригонометрических функций острых углов): 
а) зіп(2я/3); б) cos91°10'52"; в) ctg 182°12'46".

Решение, а) зіп(2я/3) = зіп(я/2 + я/6) = соз(я/6) = |/3'/2;
б) cos 91°10'52" = cos (90° + 1°10'52") = — sin 1° 10'52";
в) ctg 182°12'46" = ctg (180° + 2°12'46") = ctg 2°12'46".
Пример 2. Найти tg (Зя/2—а), если tga = 0,9.
Решение, tg (Зя/2—а) — ctg а= І/tg а= 10/9.
Сформулируем теперь о бщее правило приведения:
1) если угол а откладывается от вертикальной оси {углы 

я/2 ± а, Зя/2 ± а), то название приводимой функции меняется 
на сходное; если же угол а откладывается от горизонтальной оси 
(углы —а, я ± а, 2я ± а), то название приводимой функции 
сохраняется;
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2) если приводимая функция имеет отрицательное значение, 
то нужно соответствующую функцию угла а взять со знаком 
минус; если же приводимая функция имеет неотрицательное зна
чение, то нужно соответствующую- функцию угла а взять со 
знаком плюс.

Проиллюстрируем это правило на примере угла ß = rc-|-cc. 
Заметим еще раз, что правило приведения справедливо для 
любого угла а, но для простоты запоминания и иллюстрации 
этого правила мы считаем а острым положительным углом.

Итак, на рис. ПО угол ß = я + а = X АОЕ. Требуется выра
зить тригонометрические функции угла л 4-а через тригономет
рические функции острого положительного угла а. Заметим,

что угол а —/_ ВОЕ = /_ АОЕѴ Согласно правилу приведения 
нужно выяснить:

1) соответствующие названия тригонометрических функций; 
2) знаки приводимых тригонометрических функций.

1) Так как угол а откладывается от горизонтальной оси 
(угол ß имеет вид л+ а), то названия приводимых функций 
сохраняются.

2) sin ß < 0, cos ß < 0.
Учитывая 1) и.2), имеем

sin ß = sin (л 4- ce) = — sin a, 
cos ß = cos (л 4-а) — — cos a>

так как tg ß > 0 и ctg ß > 0, то
tgß= tg(n4-a)= tga, 

ctg ß = ctg (л 4- a) = ctg a.
Мы пришли к формулам (106.2) и (106.3). Рекомендуем читателю 
проиллюстрировать на чертеже типа рис. ПО правило приведе-
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ния для остальных углов (—а, я/2 ± а, л—а, Зл/2 ± а и 
2я ±а). Мы формулировали определения и правило для случаев, 
когда углы измерялись в радианах, но все остается в силе, если 
всюду заменить я/2 на 90°, я на 180°, Зл/2 на 270°, 2я на 360°, 
а угол а считать заданным в градусной мере.

Объединим полученные для формул приведения результаты 
в следующую таблицу.
\ Углы

Функ-\ 
ЦИН \

8
1

“a
8 1 
! °

"tí
Ö ++ о 
l 0

Ö
1

tío
1 00

Ö
+

tío

fcC

?
1 о
К о

1

я 8*
+ +• о 
« О

co см oi

ö
tío1
'S
SS

S'
8 о" 
K°
Se

sin — sin a cos a cos a sin a — sin a — cos a — cos a — sin a sin a

COS cos a sin a — sin a — cos a — cosa — sin a sin a cos a cos a

tg —tg a ctga — ctga — tga tga ctga -ctga — tga tga

ctg — ctga tg a — tga
1

— ctga| ctga tga — tga — ctga ctga

Для произвольного угла ß = ß„ = 360° п +' а, где 0° а < 360 ° 
(см. формулу (96.1)), или ß — ß„ = 2шг + а, где 0^а<2л; 
п = 0, ± 1, ±2, . . ., если угол дан в радианах, задача отыскания 
sin ß, cosß, tgß, ctg ß с помощью формул (104.1) и (104.2) сво
дится к отысканию тригонометрических функций угла а.

Пример 3. Дан угол ß= 13я/3. Найти sinß, cosß, tgß 
и ctgß.

Решение. Представим данный угол в виде ß = ßa = 2-2n -р 
+ JT/3. Применив формулы (104.-1) и (104.2), получим

sin —= sin ( 2-2л 4-у 1 = siny = -y—,
13л / п п I Л \ я 1cos-д-= eos ( 2 • 2я + у 1 = cos у = У,

' tg^—tg(4n + ì) = tgi = K3,

ctg= ctg ( 4я + ì) ■= ctg J .

Заметим, что тангенс и котангенс'можно было бы вычислить и так:
, 13л sin (ІЗїт/3) Уз/2 ,/у , 13л 1 1 .

3 cos(13n/3) ~ Va _ ' CXg 3 — tg(l3n/3)~ yj ‘
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П р и м*е р 4. Найти sin ß, cos ß, tg ß и ctg ß, если ß = — 1050°, 
Решение. Представим данный угол в виде

ß = ß_s = 360°(—3)4-30°.
Применив формулы (104.1), получим

sin (—1050°) = sin [360° ■ (—3) + 30°] = sin 30° = у2, 
cos (—1050°) = cos [360° • (—3) + 30°] = cos 30° = /з“/2.

Тангенс и котангенс найдем следующим образом:

tg(—1050°)

ctg (—1050°)

_ sin (—1050°) _ у2 _ 1
— cos ( — 1050°) ~ У3-/2 ~ /з" ’
_ cos (—1050°) /3 /2 lZ^-
— sin (—1050°) ~~ 1/2 — У à •

Пример 5. Имеем угол ß = — 960°. Найти sin ß, cosß, tgß 
и ctgß.

Решение. Представим данный угол в виде ß = ß_3 = 360°x 
Х(—3)4-120°. Применив формулы (104.1) и (106.1), получим

sin (—960°) = sin [360° • (—3) -f- 120°] = sin 120° = 
= sin (90° + 30°) = cos 30° = ]/3"/2,

cos (—960°) = cos [360°-(—3) + 120o] =cos 120° = 
= cos (90° 4- 30°) = — sin 30° = — V2, 

sin (—960°) У 3/2tg ( 960 ) ■ cos (_g60oj — 

ctg (—960°) = l/tg( —960°):
Ve
-l/J/T.

-/s',

Пример 6. Найти tg (21jt/4).
Решение. tg-^ = tg(5jr4--j) = igT=1- 

.Пример 7. Найти ctg 1020°.
Решение. ctg 1020° = ctg(180°-5 4- 120°) = ctg 120° =

= ctg (90° + 30°) = — tg (30°) = — 1/j/y.
Пример 8. Доказать тождество

cos2 (jt/24- а) і cos2 (2л — а)
sec2 (л 4- а) — 1 ' cosec2 (2л 4- а) — 1

Решение. Применив формулы приведения, получим в левой
части предполагаемого тождества Sl2n а . 4---- со-2-”—,- = Л. Далее,sec сс i cosec а ■ і
А sin2 а 2 tcos*2 а
- 1 - cos2 а — ~ T-1 - sin2 « sin2 “ = cos2 а + Sin2 а = 1, т. е. левая 

часть равна 1. Мы пришли к верному равенству, что и доказы
вает наше тождество.
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Упражнения

1. Заменить значения данных тригонометрических функций значениями три
гонометрических функций дополнительных углов:

а) sin 54°, б) sin (я/4 —За); в) cos 53°; г) cos (Зя/10); д) tg 51°; 
e) ctg(ji/4—а/2); ж) ctg 36°28'46".
2. Найти значения следующих тригонометрических функций (или выразить 

их через значения тригонометрических функций острых углов):
a) cos (2я/3); б) sin 92°31'; в) ctg (5я/4); г) tg 330°.
3. Найти ctg (Зя/2-j-a), если ctg a = 10/11.
4. Вычислить:
а) 3 sin (я/2)-)-4 cos (2я/3) + 6 sin (1 Зя/6);

б) 2 tg 180° —у sin (—270°) у cos 180°.

5. Упростить выражение cos (a—jt/4) cos (я/4— a)
sin2 (a + я/4)

6. Значения данных тригонометрических функций привести к значениям 
тригонометрических функций неотрицательных острых углов:

а) cos (32я/3); б) sin 2760°; в) tg(—1845°); г) ctg 2209°.
7. Вычислить выражение 2 tg 1095°-)-ctg975o + tg(—195°), зная, что 

tg 15°= 2-1/3".
8. Доказать тождество
3 [sin4 (Зя/2 —a) + sin4 (Зя + a)]— 2 [sin0 (я/2 + а) + зіп0 (5я—а)] = 1.



Глава IX

ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ числового
АРГУМЕНТА И ИХ ГРАФИКИ

§ 1. Тригонометрические функции числового аргумента

107. Определение. В настоящей главе мы введем тригоно
метрические функции числового аргумента. Многие вопросы 
математики, механики, физики и других наук приводят к три
гонометрическим функциям не только угла (дуги), но и аргу
ментов совершенно различной природы (длина, время, темпера
тура и т. д.). До сих пор под аргументом тригонометрической 
функции понимался угол, измеренный в градусах или радианах. 
Теперь мы обобщим понятия синуса, косинуса, тангенса, котан
генса, секанса и косеканса, введя их как функции числового 
аргумента.

Определение.. Тригонометрическими функциями числового 
аргумента х называются одноименные тригонометрические функ
ции угла, равного х радианам.

Поясним это определение на конкретных примерах.
Пример 1. Вычислим значение sin (л/4) = sin 0,785... Здесь 

под л/4 = 0,785... мы понимаем отвлеченное иррациональное 
число. Согласно определению sin (л/4) = sin (л/4 радиан) = j/2/2. 
Итак, sin (л/4) = sin 0,785... = J/ 2/2.

Пример 2. Вычислим значение sin 1,5. Здесь под 1,5 мы 
понимаем отвлеченное число. Согласно определению sin 1,5 = 
= sin(l,5 радиана) = 0,9975 (см. приложение II).

Пример 3. Вычислим значение tg 1,3. Аналогично преды
дущему получаем tg l,3 = tg(l,3 радиана) =3,6021 (см. прило
жение II).

Итак, в дальнейшем под аргументом тригонометрических 
функций мы будем понимать угол (дугу) или просто число 
в зависимости от той задачи, которую решаем. А в ряде слу
чаев аргументом может служить величина, имеющая и другую 
размерность, например время и т. д. Называя аргумент углом 
(дугой), мы можем подразумевать под ним число, с помощью
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которого он измерен в радианах. Например, вместо слов «ко
синус числа ДО» будем говорить «косинус угла, равного 10 ра
дианам».

108. Области определения и области изменения значении 
тригонометрических функций. Уточним области определения 
(существования) и области изменения значений тригонометри
ческих функций, рассматриваемых как функции числового аргу
мента (х—число). Здесь мы существенным образом воспользуемся 
результатами пп. 97, 98.

1) _y = sinx. Так как соответствующая функция угла опреде
лена для всех углов X, то и новая функция определена для 
всех действительных чисел X (—оо < X < + оо). Синус как функ
ция угла изменяется в пределах от —1 до +1, следовательно, 
и новая функция изменяется в пределах от —1 до +1, т. е. 
она удовлетворяет неравенствам — l^sinx^l. (Область изме
нения значений функции sinx— отрезок [—1, 1] оси Оу.)

Для остальных- функций сообщаем просто результаты.’ Päc- 
суждения аналогичны предыдущему.

2) j = cos X. Область определения (существования): —оо <х< 
< + оо. Область изменения функции: — l^cosx^ + 1-

3) y = tgx. Область определения (существования): х—любое 
действительное число, кроме чисел вида X — у(2k4- 1 ), где 
k = 0, il, -+-2, ...

Область изменения функции: —oo<tgx<4-oo.
4) у = ctg X. Область определения (существования): х—любое 

действительное число, кроме чисел вида x = kn, где k = Q, ±1, 
±2, ... Область изменения функции: —оо < ctgx < 4-00.

Заметим, что все свойства тригонометрических функций угла 
(четность, нечетность, периодичность) переносятся на тригоно
метрические функции числового аргумента.

109. Некоторые неравенства и их следствия. Выведем теперь некоторые 
неравенства и их следствия.

Неравенство 1. Для всех действительных значений х, удовлетворяю
щих неравенствам 0 х < л/2, справедливы следующие неравенства:

sinx<x<tgx. (109.1)

Доказательство. Пусть число х удовлетворяет неравенствам 
О < X < л/2. Построим окружность радиуса ОЛ=1 и в ней, отложим от оси 
Ох центральный угол АОМ, равный х радианам (рис. 111). Из чертежа 
видно, что площадь Д АОМ меньше площади сектора АОМ, которая меньше 
площади Д A0ML. Соответствующие площади равны ОА-ВМ, -^-ОА--х 

и ОА ■ AMl. Следовательно,

ОА-ВМ < j-0A°-x < -^ОА-АМг. (109.2)
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Так как ] ОА | = ОА = I, то ß/W = sinx, AAÍ1 = tgx, и неравенства (109.2) 
принимают вид

sin х < X < tg X. (109.3)
Заметив, что sin O = tgO = O, приходим к неравенствам (109.1).

Неравенство 2. Для всех действительных значений х справедливо
неравенство

|sínx|<|x|. (109.4)

(Абсолютная величина функции sinx не превосходит абсолютной величины ее 
аргумента.)

Доказательство. 1) Если 0<х<я/2, то неравенство (109.4) спра
ведливо на основании (109.1).

2) Если —я/2<х<0, то, сделав замену переменной х на у по формуле
у —— X, получим siniy = sin(—

Доказательство. По

— sinx, где у уже удовлетворяет нера
венствам 0 < у < я/2, и для него спра
ведливы неравенства 0<sin у<у. Вер
нувшись к переменной X, получим 0 < 
< sin (— х) <—х, или 0< —sin Х< —X. 
Последние неравенства равносильны не
равенству | sin х | < I х |, ибо х< 0.

3) Если же |х| > я/2, то и подав
но I sin XI < IXI, так как | sin х | < 1.

Итак, мы доказали, что для всех 
действительных значении х справедливо 
неравенство (109.4).

Заметим, что только при х = 0 мы 
имеем равенство sin 0 = 0.

Неравенство 3. Для всех дей
ствительных значений X справедливы не
равенства

0< 1 — cosx<x2/2 (109.5)

и, следовательно, неравенство
1—x2/2<cosx. (109.6)

,'лс (121.3) (см. стр. 306) имеем

0< 1 — cos х = 2 sin2 .

На основании неравенства (109.4) можем писать sin2 (х/2) < х2/4. Таким обра- 
X X“ X“

зом, 0<1 —cos х = 2 sin2-2-< ' что 11 тРебовалось доказать.
Из (109.5) получим

X2
1-----2~<cosx. (109.6)

С помощью полученных неравенств изучим поведение cos х, sinx и tgx 
при малых X.

Следствие 1. При малых х
cos X к 1.

Доказательство. На основании (109.5) имеем 0<1—cosx<x2/2, 
а это и значит, что cos х я 1 при малых х, причем ошибка, которую мы 
допускаем при замене cos х на 1, не превосходит х2/2.

Пример 1. cos 0,1 я 1, причем 0 < 1 — cos 0,1 < 0,005.
Пример 2. cos 0,4 я 1, причем 0<1—cos 0,4 <0,08.
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Следствие 2. При малых х
■ sin X ~ 1

X ~

Доказательство. Пусть 0 < х < я/2; тогда на основании (109.3) 
имеем

sin X < X < tg X.
Разделим теперь sin х на каждый из членов последних неравенств; получим

1 smx > cos X. (109.7)
X

Умножим все члены неравенств (109.7) на —1; получим
. Sill X /ілп о\— 1 <----- — < —cos X. (109.8)

Затем ко всем членам последних неравенств прибавим по единице, получим 

0< 1-COSX. (109.9)

Применив теперь одно из неравенств (109.5), получим
0< і_5122: <-£І. (109.10)

Мы вывели (109.10) в предположении, что 0 < х < я/2. Рекомендуем читателю 
доказать самостоятельно, что (109.10) имеет место и при —я/2 < х<0. Итак, 
при X, удовлетворяющих условию 0 < ] XI < я/2, справедливы неравенства
(109.10) . А это и значит, что (sin х)/х х 1, т. e. sin х га х, причем ошибка, 
которую мы допускаем при замене sin х на х, не превосходит | х |3/2. (Из
(109.10) имеем |.ѵ — sin X I < I X |3/2.)

Пример 3". sin 0,1 и 0,1, причем 0 < 0,1 —siri 0,1 < 0,0005.
Пример 4. sin 0,2 « 0,2, причем 0 < 0,2 — sin 0,2 < 0,004.

У пражнения

1. Указать области определения и области изменения следующих триго
нометрических функций:

а) í/ = scc.v; б) у= cosec х.
2. Оценить ошибку, которую мы допустим, если приближенно положим: 
a) cos 0,5 ~ 1 ; б) cos 0,6 s¡ 1 ; в) sin 0,3 к 0,3; г) sin 0,4 s¡ 0,4.

§ 2. Графики тригонометрических функций

ПО. Первоначальные сведения о таблицах тригонометрических 
функций. В Приложениях к настоящей книге (стр. 581—582) 
приведены таблицы, которые дают возможность получить зна
чения основных тригонометрических функций с четырьмя зна
чащими цифрами.

Приложение I. Таблица составлена для значений аргу
мента х в градусной мере. В графе I даются значения аргу
мента х° с шагом в 1° от 0° до 45°. В графе II даются соответ
ствующие значения1 угла в радианной мере. Этой же графой
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можно пользоваться для отыскания значений тригонометрических 
функций числового аргумента (см. и. 107). В графах III—VI 
даются соответственно значения тригонометрических функций— 
значения sinx, tgx, ctgx и cosx, если 0^xo<L45°, и даются 
значения cosX, ctgx, t'gx и sinx, если 45°х° 90° (читай 
внизу!). Тригонометрические функции остальных углов можно 
уже искать, используя всевозможные формулы приведения (см. 
и. 106). В графе VIII даются значения аргумента х° с шагом в 1° 
от 45° до 90° (чйтай снизу вверх!). В графе VII даются соответ
ствующие значения угла в радианной мере (или просто числа!).

Поясним, как можно пользоваться таблицей. Итак, считаем, 
что, использовав соответствующие формулы приведения, мы 
пришли к отысканию тригонометрической функции неотрицатель
ного угла, не большего 90°.

Пример 1. Найти tg39°.
В графе I находим число 39. В графе IV (угол меньше 45°) 

находим соответствующее ему значение tg39°-, равное 0,8098. 
Итак, tg39° = 0,8098.

Пример 2. Найти tg62°.
В графе VIII находим число 62. В графе V (угол больше 45°) 

находим соответствующее ему значение tg62°, равное 1,881. 
Итак, tg 62° = 1,881.

Приложение II. Таблица составлена для значений х 
в радианной мере. В графе I даются значения аргумента х 
с шагом 0,1 от 0 до 1,6. В графах II—IV даются соответственно 
значения тригонометрических функций — значения sinx, cosx 
и tgx. Этой же таблицей можно пользоваться для отыскания 
значений тригонометрических функций числового аргумента 
('см. п. 107). Тригонометрические функции остальных углов 
можно уже искать, используя всевозможные формулы приведе
ния (см. п. 106).

Итак, допустим, что, использовав соответствующие формулы 
приведения, мы пришли к отысканию тригонометрической функ
ции неотрицательного угла, не большего 1,6.

Пример 3. Найти cos0,7.
В графе I находим число 0,7. В графе III находим соответ

ствующее ему значение cos 0,7, равное 0,7648. Итак, cos 0,7 = 
= 0,7648.

Пример 4. Найти tg 1,4.
В графе I находим число 1,4. В графе IV находим соответ

ствующее ему значение tg 1,4, равное 5,7979. Итак, tg 1,4 = 
= 5,7979.

111. Основные графики.
1. Синусоида (график ф у н к ц'и и у = sin х). 1) Область 

определения (существования) функции:
X—любое действительное число ( — оо<х< + оо).
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2) Область изменения функции:

3) - Периодичность функции:
sinx—периодическая функция с основным периодом, рав

ным 2л.
4) Четность функции:
sinx—нечетная функция, ибо sin (—х) =— sinx.
На основании пп. 3) и 4) достаточно построить' график 

функции t/ = sinx на отрезке [0, л], а затем продолжить его 
нечетно на отрезок [—л, 0] и, наконец, то, что получится на 
отрезке [—л, л], продолжить периодически на всю числовую 
ось. Итак, в дальнейшем будем изучать поведение нашей 
функции на отрезке [0, л].

5) Точки пересечения с осями координат:
а) с осью Oz/(х = 0): г/(0) = sin 0 = 0; график функции у — sin х 

проходит через начало координат;
6) с осью Ох(у = 0) (нули функции).
Найдем те X, при которых z/ = sinx = 0. Такими значениями 

будут числа xk = kn (k = 0, ± 1, ±2, ...). Нас интересуют хк 
из отрезка [0, л]. Такими хА будут х„ = 0 (уже найдено) и хг = л, 
а остальные нули функции расположены вне отрезка [0, л]. 
Следовательно, нули sinx на отрезке [0, я] совпадают с кон
цами этого отрезка.

б) Наименьшие и наибольшие значения функции на отрезке 
[0, л].

Функция у = sinx на отрезке [0, л/2] монотонно возрастает 
от 0 до +1, а на отрезке [л/2, я] монотонно убывает от. + I 
до 0 (см. п. 98). Следовательно, наименьшими значениями 
будут z/(0) = sin0 = 0 и у (л) =sin я = 0; наибольшее значение 
достигается в одной точке: y (л/2) = sin (л/2) = 1.

7) Интервалы знакопостоянства функции.
На исследуемом отрезке [0, л] наша функция всюду неотри

цательна, т. е. ÿ = sinx^0.
8) На основании неравенств O^sinx^x для 0^х^л/2 

(п. 109) мы заключаем, что наша синусоида на отрезке [0, л] 
должна располагаться ниже биссектрисы у = х первого коорди
натного угла. Так как при этом х—sinx^x3/2, т. е. является 
при малых X весьма малой величиной, то график у = sin х бли
зок к графику у = х (касается биссектрисы I координатного 
угла).

После того как функция исследована, приступаем к построе
нию ее графика. Для этого найдем некоторые «опорные» точки 
его, а затем соединим их плавной линией с учетом свойств 
функции sinx. Для построения некоторых «опорных»точек можно, 
например, применить два способа.
10 в. В. Заіі цеп и др.
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Первый способ. Составим таблицу значений для sinx 
на отрезке [0, я/2] с шагом /і = 0,2 с точностью до 0,01. (Длина 
последнего отрезка [1,4; я/2] на оси Ох немного меньше 0,2).

X 0 0,2 0,4 0,-6 0,8 1,0 Г’2 1,4 я/2

y=z sin X OJ 0,20 0,39 0,56 0,72 0,84 0,93 0,99 1 ,00

Значения для синуса взяты из таблицы тригонометрических . 
функций (приложение II).

Второй способ. Воспользуемся геометрическими сообра
жениями. Рассмотрим первую четверть единичной окружности 
(рис. 112). Разделим ее и соответствующий ей отрезок [0, я/2]

оси Ох, например, на 8 равных частей. Величина перпендику
ляра, опущенного из точки деления окружности на ось Ох, 
численно равна значению синуса соответствующего угла и зна
чению синуса соответствующего числового аргумента из отрезка 
[0, я/2] оси Ох. Во второй четверти (я/2^х^я) синус убывает 
от 1 до 0. На основании нашего геометрического построения 
можно заключить, что график синуса во второй четверти 
(я/2^ X я) симметричен его графику в первой четверти отно
сительно прямой X = я/2.

Соединив полученные вторым (или первым) способом «опор
ные» точки плавной линией, мы получим график синуса (сину
соиду) на отрезке [0-, я]. При проведении линии (построении 
графика) следует иметь в виду свойства 2), 6), 7) и 8). Затем 
продолжим график синуса на отрезок [—я, 0], используя 
нечетность синуса, а именно построим на отрезке [—я, 0] гра
фик, симметричный графику синуса на отрезке [0, я] относи-
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телыіо начала координат. Имея график синуса, построенный на 
отрезке [—л/ я], мы, используя его периодичность, сможем 
продолжить его на всю числовую ось (рис. 113).

2. График функции у = cosx. На основании формулы 
приведения мы имеем í/ = cosx = sin (л/2-\-х).

Следовательно, график косинуса—это синусоида, сдвинутая 
по оси Ох влево на я/2. График косинуса построен на рис. 114.

3. Тангенсоида (график функции j/ = tgx). 1) Об
ласть определения функции:

X — любое действительное число, кроме чисел вида хп = 
= у(2«+1), где /г = 0, ±1, ±2, ...

2) Область изменения функции:
— оо < у < оо.

3) Периодичность функции:
tgx—периодическая функция с основным периодом, равным л.
4) Четность функции:
tgx—нечетная функция, ибо tg (—х) = ,—tgx.
На основании 3) и 4) достаточно построить график функции

у = tg X на отрезке [0, я/2], а далее продолжить его нечетно на 
отрезок [—я/2, 0] и, наконец, то, что получится на отрезке 
[—я/2, я/2], продолжить периодически на всю числовую ось. 
Итак, в дальнейшем будем изучать поведение нашей функции 
на отрезке [0, я/2].

5) Точки пересечения с осями координат:
а) с осью 0у(х = 0): г/(0) —tgO = O; график функции y = tgx 

проходит через начало координат;
6) с осью Ох (у = 0) (нули функции).

10*
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Найдем те значения х, при которых tgx = 0. Такими значе
ниями будут xk = kn (ti = Q, ±1, ±2, ...). Нас интересуют хк 
из отрезка [0, я/2]: хо = 0 (уже найдено), а остальные нули 
функции расположены вне отрезка [0, я/2]. Следовательно, 
единственный нуль tgx, находящийся на отрезке [0, я/2], совпа
дает с левым концом этого отрезка.

6) Вертикальные асимптоты:
tgx определен всюду на отрезке [0, я/2], кроме точки х = я/2.
Так как tgx—»-+00 при х—>-я/2, х <я/2, то прямая х = я/2 

является вертикальной асимптотой для графика функции ¿/ = tgx.
7) Наименьшие и наибольшие значения функции на отрезке 

[О,, я/2].
На основании п. 98 функция tgx на отрезке [0, я/2] моно

тонно возрастает от 0 до -)-оо. Следовательно, наименьшее зна
чение будет у(0) = tgO = 0, а наибольшего значения не будет, 
йбо tgx—>- + 00, когда X—>я/2, х < я/2.

8) Интервалы знакопостоянства функции.
На исследуемом отрезке [0, я/2] функция tgx всюду неотри

цательна, т. e. y = tgx]>0. Следовательно, график функции 
лежит над осью Ох. На основании неравенств O^sinx^x^tgx 
(см. (109.1)) для 0^х<л/2 мы заключаем, что тангенсоида на 
отрезке [0, я/2] должна располагаться выше биссектрисы у — х 
первого координатного угла.

После того как функция исследована, приступаем к построе
нию ее графика. Для этого найдем некоторые «опорные» точки 
его, а затем соединим их плавной линией с учетом свойств функ
ции tgx. Для построения «опорных» точек можно применять 
один из двух уже знакомых нам способов.

Первый способ. Составим таблицу значений для tgx на 
отрезке [0, я/2] с шагом h = 0,2 и с точностью до 0,01. (Длина 
последнего отрезка [1,4; я/2] на оси Ох немного меньше 0,2.)

X 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 1,4 я/2

í/ = tgx 0 0,20 0,42 0,68 1,03 1,56 2,57 5,80 не
существует

Значения для тангенса взяты из таблицы тригонометрических 
функций (приложение II).

Второй способ. Воспользуемся геометрическими сообра
жениями аналогично тому, как мы это делали в случае построе
ния графика функции у = sinx. Разделим опять первую четверть 
единичной окружности и соответствующий ей отрезок [0, я/2] 
оси Ох, например, на 8 равных частей. На оси тангенсов полу
чим отрезки, численно равные тангенсам соответствующих углов.



112] § 2. ГРАФИКИ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ 293

Далее, эти отрезки перенесем в соответствующие точки оси Ох. 
Концы их соединим плавной линией и получим график функции 
z/ = tgx (рис. 115). Вся танген
соида изображена на рис. 116.

4. График функции г/ =
= ctg X изображен на рис. 117.
Рекомедуем читателю самостоя
тельно построить его двумя спо
собами:

1) составить таблицу значений 
для ctgx на отрезке [0, я/2] с ша
гом Іг = 0,2- и точностью до 0,01;

2) воспользоваться формулой 
приведения ctgx =— tg (х-)-я/2).

Указания к способу 1). При 
составлении таблицы значений 
для ctgx воспользоваться фор
мулой ctgx = 1/tgx и. таблицей 
тригонометрических функций (при
ложение II), например: ctg 1,0 = Рис. 115.
= 1/tg 1,0= 1/1,557 = 0,64. .

Указания к способу 2). 1) Построить график функции у = tg х;
2) сдвинуть построенный график влево по оси Ох на л/2 

(получим график функции у = tg(x + n/2));

3) последний график зеркально отразить (перевернуть) отно
сительно оси Ох (после выполнения последнего действия получим 
график функции г/= ctgx).

112. Примеры построения графиков некоторых других триго
нометрических функций. В дальнейшем мы будем коротко гово
рить: построить график функции y — f(x), а понимать под этим
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следующее: провести исследование функции y = f(x) и построить 
ее график. Рассмотрим некоторые примеры.

Пример 1. Построить график функции у = 2 sin х. 
Решение. Заметим, что график функции у = 2sinx полу

чается из графика функции у = sinx, исследование которой про
ведено в начале п. 111, умножением каждой его ординаты на 2. 
Нули же функции sin Л' совпадают с нулями функции 2 sin х. 
График функции у = 2 sinx изображен на рис. 118.

Пример 2. Построить график функции i/ = sin2x. 
Решение. Заметим, что график функции i/ = sin2x полу

чается из графика функции z/ = sinx сжатием по оси Ох в два 
раза (см. п. 47). Основным периодом для функции i/ = sin2x 
будет уже число я. График функции z/=sin2x изображен на 
рис. 119.

Пример 3. Построить графики функций: а) у — sin|х|; 
б) у — Isinx|.

Решение, а) Воспользуемся общим правилом (п. 48) построе
ния графика функции у — f ( | х | ) по графику функции г/ = /(х): 
сохраняем часть графика у = sinx для х^О и зеркально отра
жаем ее относительно оси Оу (часть графика у — sinx для 
х<0 просто отбрасываем). Получаем график, показанный на 
рис. 120.
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б) Снова используем результаты п. 48. Сохраняем часть си
нусоиды у — sin X, расположенную выше оси Ох; часть синусоиды, 
лежащая ниже оси Ох, зеркально отражается в осп Ох. Полу
чаем график функции г/ = | sinx|, показанный на рис. 121.

113. Дальнейшие примеры построения графиков функций.
Пр и мер 1. Построить график функции z/ = lgsinx.
Решение. 1) Область определения функции.
Функция определена для тех значений аргумента х, для ко

торых sinx>0. Такие значения аргумента заключены в преде
лах 2/гя <х < (2&+1)я, где k = Q, ±1, ±2, ...

2) Периодичность функции.
sinx—периодическая функция с основным периодом, равным 2я. 

Следовательно, для тех х, для которых определена функция 
i/= lg sinx, мы будем иметь lg sin (х + 2я) = lg sin X, т. е. иссле
дуемая функция будет иметь периодом также число 2я. Исходя 
из соображений периодичности, достаточно исследовать нашу 
функцию на любом отрезке длины 2я, например на отрезке 
[О, 2я]. Но на отрезке [0, 2я] наша функция определена не 
всюду—она определена только в интервале (0, я), поэтому в 
дальнейшем будем изучать поведение данной функции в интер
вале (0, я).

3) Область изменения функции.
В интервале (0, я) наибольшее значение, которое принимает 

sinx, равно 1 (в точке х = я/2), а наименьшего значения нет, 
но при X—>0, х>0, и X—>я, X <я, sinx—>0, оставаясь поло
жительным. Функция lg sinx сначала возрастает от —оо до 0 
(при 0 < х^ я/2), а затем убывает от 0 до —оо (при я/2 х < я). 
Итак, —oo<lgsinx^0.

4) Четность функции.
Функция у — lg sinx ни четная, ни нечетная.



296 ГЛ. IX. ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ И ГРАФИКИ [113

5) Точки пересечения с осями координат:
а) с осью Оу (х = 0); наша функция определена только в ин

тервале (0, я), а в точке X = 0 она не существует, поэтому точки 
пересечения с осью Оу не существует;

6) с осью Ох (í/='O) (нули функции); наша функция обра
щается в нуль в единственной точке интервала (0, я) — в точке 
х = я/2, _а в остальных точках этого интервала она отлична от 
нуля.

б) Вертикальные асимптоты.
Заметим, что прямые х = 0 и х = я являются вертикальными 

асимптотами для нашей функции, ибо при х—>• О, х > О, 
ÿ = lgsinx—!-—ОО И при X—)-Л, X < я, у = lg sin X—►—СЮ.

7) Интервалы знакопостоянства функции.
На исследуемом отрезке [0, л] наша функция всюду неполо

жительна, т. е. у — lgsinX0, ибо 0 <sinх^ 1. Следовательно, 
график функции лежит под осью Ох.

8) Наименьшие и наибольшие значения функции на отрезке 
[О, я].

Наибольшего значения функция достигает в единственной 
точке х = я/2, и это значение равно 0 (у (я/2) = lg sin (я/2) = 0). 
Наименьшего значения функция не имеет, ибо при х—>0, х>0, 
и при X—»я, X <я, í/ = lgsinx—>—сю. График функции 
г/= lg sin х изображен на рис. 122.
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Рис. 122.

Пример 2. Построить график функции у = xsin2x. 
Решение. 1) Область определения функции:
X—любое действительное число.
2) Область расположения графика функции.'
Заметим, что |х sin 2х | <1, х | (так как |sin2x|< 1), поэтому 

—X X sin 2х X.

Геометрически это означает, что график функции t/ = xsin2x 
заключен между графиками функций у — —х и у = х.

3) Четность функции.
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Данная функция, как произведение двух нечетных функций 
(х и sin2x), есть функция четная.

В дальнейшем будем исследовать функцию при х^О.
4) Точки пересечения с осями координат:
а) с осью Оу (х = 0); при х = 0 мы имеем у = 0, следовательно, 

график функции проходит через начало координат;
б) с осью Ох (у = 0) (нули функции); функция обращается 

в нуль в точках, где sin2x = 0, т. е. в точках вида х = ял/2 
(л = 0, 1,2, .. .).

5) Точки, в которых функция принимает значения, равные X, 
или —X.

a) xsin2x = x в точках, где sin2x = 1, т. е. в точках 
х — лп + л/^ (л = 0, 1, 2, ...);

6) xsin2x — — X в точках, где sin2x = -^-l, т. е. .в точках
х = ял + Зя/4 (л = 0, 1, 2, ...).

Построим график функции сначала для х]>0, а затем, 
используя четность нашей функции, отразим его зеркально 
в оси Оу. График функции у =
= xsin 2х изображен на рис. 123.,

Пример 3. Построить гра-
. , I tgx|фик функции У = Х tgx 

Область оп-Решение. 1) 
ределения функции.

Функция определена для тех 
значений X, для которых суще
ствует и отлична от нуля функ
ция tgx, т. е. для всехX, кроме 

Я ,п.. , 1)(х — пл
где л = 0, 

2) Для

и X = у (2л - 

±1, ±2, ..
всех X из области 

I tg-x 1 _ f
-X,V

определения функции имеем 
если tg х > 0, 
если tg X < 0.» tgx

3) Четность функции.
Функция — четная. Следовательно, достаточно сначала по

строить ее график для х> 0.
4) Заметим, что tgx>0 при х>0 в интервалах

ял < х < я/2 +ял, где л = 0,1,2,...,
т. е. в интервалах (0, я/2), (я, Зл/2) и т. д.; tgx<0 при х>0 
в интервалах

л/2 + ял <х < я(л+1), где л = 0,1,2,..., 
т. е. в интервалах (я/2, я), (Зл/2, 2л) и т. д.
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5) Окончательно имеем (для х > 0)
_ |tgx| _ f х для ян. < X < л/2 + лн,

\ —X для л/2 + л/і <х <л (н-)- 1),
где /i = 0, 1,2, ...

Построим график функции

6) у= I cos X |; 7) у= I cos | х 11; 8) у 

11) і/= sin (лхг); 12) у = 2,ОЄгСО5Л.

сначала для х > 0, а затем, исполь
зуя четность данной функции,от
разим его зеркально в оси Оу.

График функции у = х - 
изображен на рис. 124.

Упражнения

1. Найти по таблицам тригонометри
ческих функции следующие значения:

a) sin 38°; б) cos 47°; в) lg 0,5.
2. Провести исследование и построить 

графики следующих функций:
l)y = secx; 2) i/=cosecx; 3) у = 

= 3cosx; 4) i/=cos3x; 5) t/=cos|x|; 
= lg cosx; 9) z/ = —eos (x/2); 10)í/=xcosy;



Глава X

ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ ВЫРАЖЕНИЙ

§ 1. Формулы сложения и вычитания

114. Расстояние между двумя точками на плоскости. 
Задача. На плоскости даны две точки A(xlt yj и В(х2,у2).

Найти расстояние АВ между ними.
Решение. На рис. 125 изображен случай, когда х2 > лу > О

и #2>Уі>0- Мы же будем вести рассуждения, справедливые 
для любого случая расположения точек А и В. Заметим, что 
AC = DE = \x2—х, I и ВС = \у2—г/J. По теореме Пифагора из
прямоугольного треугольника 
АСВ имеем

АВ2 = АС2 + ВС2,
или ЛВ2 = |х2—Хі[2 + | уг—Í/J2- 
Так как |х2——ху)2 и 
ІУа — í/x|2 = (í/2 — í/i)2, ТО

AB2 = (х2—xj2 +,(//„ —Уі)2, 
откуда имеем
АВ=У (х2—xj2^^—z/J2. (114.1)

Пример 1. Найти расстояние между точками А (7, —2) и 
В (4, -6).

Решение. По формуле (114.1) имеем

АВ = /(4—7)2 + (—6 + 2)2 = /25 = 5.

Пример 2. Найти расстояние между точками С(2, —1) и 
П(3, 1).

Решение. По формуле (114.1) имеем

CD - |/(3—2)2+(1 + I)2 = }/~5.
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115. Косинус суммы и разности двух аргументов,
а) Косинус разности. Предположим, что углы а и ß

удовлетворяют следующим двум условиям:

На рис. 126
1) 0^а<2л, 0<^Р<2л; 2) a^ß.
изображены углы а (¿/ЛОС) и ß (¿/АОВ). Точки 

А, В и С лежат на единичной ок
ружности (ОЛ = OB = ОС = 1). Заме
тим, что j/_BOC^=a — ß.

Кроме системы координат Оху бу
дем рассматривать еще новую си
стему координат Ох'у', полученную 
из старой поворотом на угол ß.

В дальнейшем будем использовать 
тот факт, что расстояние ВС между 
точками В и С, вычисленное в старой 
системе координат Оху и в новой 
системе координат Ох'у', будет оди
наково.

В системе координат Оху точка 
В имеет координаты (cosß, sin ß),

а точка С—координаты (cosa, sina).xHo формуле (114.1) имеем
ВС2 = (cosa—cos ß)2 + (sin a — sin ß)2 =

= cos2 a—2 cos a cos ß + cos2 ß + sin2 a — 2 sin a sin ß + sin2 ß =
= 2(1 — cosacosß — sinasinß). (115.1)

В системе координат Ox'y' точка В имеет координаты (1, 0), 
а точка С—координаты (cos (а — ß), sin (а—ß)). По формуле 
(114.1) найдем
BC2=[cos(a— ß)—l]24-sin2(a — ß) =

= cos2 (а — ß) — 2 cos (a — ß) 1 ~ sin2 (a — ß) =
= 2 [1— cos(a — ß)]. (115.2)

Приравняв правые части формул (115.1) и. (115.2), получим вы
ражение для косинуса разности двух углов:

cos (а—ß) = cos а cos ß -(- sin a sin ß. (115.3)

Мы доказали теорему:
Косинус разности двух углов равен произведению косинуса пер

вого угла на косинус второго плюс произведение синуса первого 
угла на синус второго.

Заметим, что ограничения, наложенные на углы aiiß условиями 1) и 2), 
можно снять. В самом деле, допустим, что снято ограничение 0<а<2л; 
0<ß < 2л, Налагаемое на углы a и ß условиями 1), и мы имеем:
2л£<а < 2л(/г+1) и 2ят < ß < 2я (ш-|-1), где k, т = 0, ±1, ±2, ....



116] § 1. ФОРМУЛЫ СЛОЖЕНИЯ И ВЫЧИТАНИЯ 301

или 0 sí а — 2яй < 2я и 0<ß — 2ят < 2я. Положив а^-2яй = а1, ß —2ят = 
= ß,, получим 0 < GCj < 2я и 0=е^г<2я. Без ограничения общности 
будем считать, что :s= ß,. (Ниже будет показано, что условие 2) не суще
ственно.)

Итак, утлы at и ßt удовлетворяют условиям 1) и 2), при которых была 
доказана теорема. Следовательно,

cosía! — ßi)cos a! cos ßj+ sin at sin ßx.
Подставив вместо a¡ и ßt их значения, получим 
cos [a — ß+2rt (m — k)] —

= cos (a — 2я6) cos (ß — 2ят) -f-sin (a — 2я&) sin (ß — 2ят).
Воспользовавшись периодичностью синуса и косинуса, придем к формуле (115.3). 

Мы показали, что условие 1) не существенно.
Допустим теперь, что, вопреки условию 2), a < ß, т. е. ß > a. Восполь

зовавшись четностью косинуса, будем иметь
cos (ß — a)= cos [ — (a —ß)] = cos(a —ß).

Итак, доказана общность формулы (115.3), т. е. ее справедливость при любых 
углах a и ß.

б) Косинус суммы. Так как формула (115.3) справедлива 
для любых двух углов a и ß, то, заменив в ней ß на —ß, по
лучим

cos(a-f-ß)=cos fa — (— ß)] = cosacos(—ß)-f-sinasin(— ß).
Воспользовавшись четностью косинуса и нечетностью синуса, 
будем иметь

cos (a -j- ß) = cos acos ß — sin a sin ß. (115.4)
Мы доказали теорему:
Косинус суммы двух, углов равен произведению косинуса первого 

угла на косинус второго минус произведение синуса первого угла 
на синус второго.

Пример. Вычислить cos(13л/12).
Решен ие.
13 ( 3 . я \ 3 я

COS Л = COS ( 4- л + у ) = cos -4- Я cos у — Sin . яЛ Sin -Ң- =

=-Ц- ■ • -Ç—-^<1 + К"з)«—0.966.

Формулы (115.3) и (115.4), как и есє выводимые в дальней
шем соотношения для тригонометрических функций, сохраняют 
свою силу и для тригонометрических функций числового аргу
мента. Вообще, в дальнейшем мы уже не будем всякий раз ука
зывать, как понимается аргумент тригонометрической функции 
(как угол или как число).

116. Синус суммы и разности двух аргументов.
а) Синус суммы. Воспользовавшись формулой приведения

(105.2), будем иметь »
sin(a + ß) = cos [|-(a + ß)J =cos [’(у—a) — ß] .
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К правой части последнего равенства применим формулу (115.3): 
cos [(у—— ß] =cos(y—a^cosß + sin (у — a)sinß =

= sin a cos ß -)- cos a sin ß.
Итак,

sin (a + ß) = sin a cos ß + cos a sin ß. (116.1)
Мы доказали теорему:
Синус суммы двух аргументов равен произведению синуса пер

вого аргумента на косинус второго плюс произведение косинуса 
первого аргумента на синус второго.

б) С и н у с разности. Рекомендуем читателю вывести фор
мулу

sin (а — ß) = sinacosß — cos а sin ß (116.2)
и сформулировать соответствующую теорему.

Пример. Вычислить sin 105°.
Решение, sin 105° = sin (60° + 45°) — sin 60° cos 45° +

+ cos 60° sin 45° = Æ . 2ÍL + . jÇL = _ÇL (К3 + i) ~ о,966.

117. Тангенс суммы и разности двух аргументов.
а) Тангенс суммы. При всех допустимых значениях аргу

ментов a и ß имеет место формула
tg(a+ß) = i^t!^. (117.1)

Доказательство. На основании формул (116.1) и (115.4) 
имеем

ta (cl -4- RI — sin(a + ß) _ sin a cos ß+cos a sin ß /117 94
s'. TU cos(a+ß) cos a cos ß —sin a sin ß ’ ' ' '

Разделив почленно числитель и знаменатель дроби, стоящей в 
правой части, на произведение cosacosß (мы предполагаем, что 
оно отлично от нуля), получим (117.1).

б) Тангенс разности. Аналогично можно вывести фор
мулу

tg(«~ (117-3>

Рекомендуем 
Пример 1. 
Решение.

читателю вывести ее самостоятельно. 
Вычислить tg 105°.

tg 60°+tg 45° Кз +tg 105° = tg (,60o + 45°) :

 (Кз-н)2
1—tg60°tg45 , і]Лз

(2 + /3)æ—3,732.

Пример 2. Вычислить tg(13ji/12).
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Решение. tg
13я
"IF

К З 
1-І- Гз

_ tg (3n/4)+tg (я/3) _
1— tg (Зя/4) tg (я/3)

( - ir = 2_j/з _ о,268.

118. О формулах сложения для нескольких аргументов. Если возникает 
необходимость найти тригонометрическую функцию трех (или более) слагае
мых, то это можно сделать, последовательно применив выведенные в пп. 115—117 
формулы. Например:

sin (a+ß + y) = sin |(a+’ß) + v] =sin (a + ß) cos у + cos (a+ß) sin y =
= (sin a cos ß + cos a sin ß)cos y-)-(cos a cos ß — sin a sin ß) sin y =

= sin a cos ß cos у + cos a sin ß cos у 4-
4- cos a cos ß sin у — sin a sin ß sin у. (118.1)

Предлагаем читателю самостоятельно доказать, что
cos (a + ß + у) = cos a cos ß cos у — sin a sin ß cos у — sin a cos ß sin у —

— cos a sin ß sin у (118.2)

tg(«4-ß + y)=
tg«4-tgß4-tgy—tgatgß tgy 

1—tgatgß —tgß tgy —tgytga (118.3)

У n p а ж н e н и я

1. Вычислить:
а) cos 105°; б) sin ||я; в) tg 15°; г) tg я.

Вывести формулы:
ctg a ctg ß— 1 
ctg a 4-ctg ßа) ctg(a4-ß) = - 6) ctg(a-ß) =

ctgactgß4-l
ctg ß—ctg a

и

§ 2. Формулы для двойного и половинного аргумента. 
Выражение sinna и cos лее через степени since и cosa

119. Тригонометрические функции двойного аргумента. Поло
жив в формулах (116.1), (115.4) и (117.1) a = ß, мы получаем 
следующие формулы:

sin 2а = 2 sin a cos а. (119.1)
Синус двойного аргумента равен удвоенному произведению си- 

„нуса и косинуса данного аргумента.
cos 2а — cos2 а—sin2 а. (119.2)

Косинус двойного аргумента равен разности квадратов коси
нуса и синуса данного аргумента.

‘í2“ = í^¡- (119.3)

Пример 1. Упростить выражение
А = 2 (sin6 а 4- cos6 а) — 3 (sin1 а 4- cos4 а). (119.4)
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Решение. Мы уже решали этот пример в п. 99. Используя 
формулы (99.9), (99.10) и (119.1), имеем

sin4a + cos4a= 1—^-sin22a, (119.5)

sin6 а + cos“ a = 1—Ysm22a. (119.6)
*

Подставив (119.5) и (119.6) в (119.4), получаем
А —2— -|-sin22a— 3 + -^-sin22a =— 1.

Замечание. Формулы (119.5) п'(119.6) можно получить и 
та к :
sin4 a + cos4 a = (sin2 a-ф cos2 a)2 — 2 sin2 a cos2a = 1 —^-sin2 2a,

sin6 a -ф cos6 a = (sin2 a + cos3 a) (sin4 a -ф cos4 a — sin2 a cos2 a) =
1 1 3= 1 — v sin3 2a — — sin2 2a = 1 —r sin3 2a.
2 4 4

Формулы (119.1) — (119.3) можно использовать для любого 
аргумента а, считая его двойным для аргумента а/2. Например:

sina = sin2^y) = 2sin-^cosy, (119.7)

cos a = cos 2 = cos2sin2-^ , (119.8)

2tg-
tga = tg2('|) =-------2—, (119.9)

v 1 1—,g2_2

siny = sin2(^)=2sin^cos^

И T. Д.

l + lgatgy
Пример 2. Упростить выражение A ----------------- .

Решение. Умножим числитель и знаменатель на tg(a/2) ir 
заменим tga по формуле (119.9), тогда получим

Л=-
tg-

2tg2 (ос/2)
1 — tg2(a/2)

l+tg2(a/2)

) ‘gy ('+'е*?)

1+'gIÿ)('-4'-j)
_tga

2

Пример 3. Доказать, что ctg a —tg a —2 tg 2a —4 tg 4a = 
= 8ctg8a.
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„ i 4. 1 , . 1—tg2aРешение. Заметим, что erga —tga = -^—tga = —=
_ 2 ' '
~ tg 2a ’

Преобразуя левую часть тем же способом и далее, получим 
последовательно 2 tg 2а — 4 tg 4а = -^—4 tg 4а=-^ =

= 8 ctg 8а, т. e. ctg a—tg а —2 tg 2а —4 tg 4а = 8 ctg 8а. -Тожде
ство доказано.

120. Выражение sin na и cos na через степени sina и cosa при натураль
ном числе п. Случай, когда п = 2, дан формулами (119.1), (119.2). Выразим 
теперь sin За, cos За, sin 4а, cos 4а и вообще sin na, eos па через sina и 
cos а. Укажем на два способа получения соответствующих формул. Покажем, 
например, как получаются формулы для sin За и cos За.

Первый способ. Представляем sin За в виде sin(2a-(-a) и исполь
зуем-формулу (116.1), а затем используем формулы (119.1) и (119.2):

sin 3a = sin (2a + a) = sin 2a cos a + cos 2a sin a =
= 2 sin a cos2 a-j-cos2 a sin a —sin3 a = 3 cos2 a sin a —sin3 a.

Итак,
sin 3a = 3 cos2 a sin a— sin3 a. • (120.1)

В правую часть формулы (120.1) входят sina и còsa; заменив eos2 a на 
1— sin2 a, придем к следующей формуле:

sin 3a = 3 sin a — 4 sin3 a, (120.2)

которая содержит в правой части только степени sin a. Аналогичные формулы 
можно получить для cos За (рекомендуем это сделать читателю):

cos3a=cos3a — 3 cos a sin2 a, (120.3)
cos За = 4 cos3 a —3 cos a. (120.4)

Заметим, что формулы (120.1) и (120.2) являются частным случаем формулы 
(118.1), когда в последней a = ß = y. Формулы же (120.3) и‘(120.4) — частный 
случай формулы (118.2).

Второй способ. Воспользуемся результатами, полученными в алгебре 
при изучении комплексных чисел. На основании формулы Муавра (п. 17)

(cos a -j-i sin a)n = cos na-}-i sin na; (120.5)

для случая, когда n = 3, имеем
(cosa-|-í sin a)3= cos За4-г sin За. (120.6)

Два комплексных числа равны тогда и только тогда, когда равны соответст
венно их действительные и мнимые части. Теперь из равенства

eos3 a-¡-3 cos2 a sin a-і — 3 cos a sin2 a —sin3 a-i = cos 3a-J-i sin 3a, (120.7)

отделяя (и соответственно приравнивая) действительную и мнимую части, по
лучим формулы

cos За = cos3 а — 3 cos a sin2 а (120.3)
и

sin За = 3 cos2a sin а — sin3a. (120.1)

В общем случае для получения sin па и cos па можно поступать также 
двумя способами: либо применять последовательно теоремы сложения (первый 
способ), либо пользоваться формулой Муавра (второй способ).
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Пример. Упростить выражение

Л = у cos3 а sin За -}-ÿ sin3a cos За.

Решение. Применив формулы (120.1) и (120.3), получим 
cos3 а sin За +4- sin3 а cos За =

=у cos3 а (3 cos2 а sin а —sin3 a) + ÿ sin3 а (cos3 а —3 cos а sin2 а) =

= cos“ а sin а—cos а sin6 a = sin а cos а (cos4 а —sin1 а) =

=у sin 2а (cos2 а — sin2 а) (cos2 а+ sin2 а) = у sin 2а cos2a=-i- sin 4а.

В конце решения примера мы воспользовались формулами (П9.2), (99.1) и

121. Тригонометрические функции половинного аргумента. 
Часто бывает необходимо, зная тригонометрические функции ар
гумента а, найти тригонометрические функции аргумента а/2. 
Выведем соответствующие формулы. Мы имеем

cos2 у—sin2y=cosa. (119.8)

Присоединим к этой формуле основное тригонометрическое тож
дество:

о а , . о а ,COS“ у + Sin“ у = 1. (121.1)

Сложив почленно (119.8) и (121.1), получим
1 + cos а = 2 cos2 у. (121.2)

Вычитая (119.8) из (121.1), получим
1 —cosa = 2 sin2 у. (121.3)

Из тождеств (121.2) и (121.3) соответственно имеем
а , -, / 1 -4- cos а

COS 2 =± V 2 > (121.4)

.а , / 1 — cos азш2=±]/ 2 (121.5)

Разделив почленно тождество (121.3) на (121.2), приходим к тож
деству

1 — cos а 
1 + cos а (121.6)

Из последнего тождества имеем
— cos а
+ cos а ’

(121.7)
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Применяя формулы (121.4), (121.5) и (121.7), следует всякий раз 
заботиться о знаке, который нужно взять перед радикалом.

Для вычисления tg (а/2) могут быть использованы и формулы, 
выражающие tg (а/2) через cosa и sina рационально. Выведем 
эти формулы:

а)

. a
5,11 У 

ac°s-2

o . a a 2 sin у cos у

2 cos2 у

sin a
1 c°s a. ’

Итак,
sin a

1 + cos a ' (121.8)

, СС
tgv= 1 — cos а

cos ■

tg-

о а . а 2 cos у sm у

1 — cos а
sin а

(121.9)

формулы также ясно, что знак tgy совпадает со
ибо всегда 1—cosalo.
1. Найти sin22°30', cos22°30' и tg22°30'.

Так как всегда 1 + cosalo (формула (121.8) имеет смысл только 
при l+cosa>0), то из (121.8) можно заключить, что знак tg у 
во всех случаях совпадает со знаком sin a.

б)

Итак,

Из последней
знаком sin a,

Пример
Решение. Мы знаем, что cos 45° = sin 45° = ]/ 2/2. Следова

тельно, применяя формулы (121.5), (121.4) и (121.9), получим

sin 22°30' = + ]/"1 - C2OS 4L° = ~ 0,383;

cos 22°30' = + 1 + c°s 45° = да o,924;

tg 22°30' = 1 -^/05° = /2-1 0,414.

Пример 2. Дано: sina = — 4/5, где Зл/2 < a <2я. Найти 
sin (a/2) и cos (a/2) .

Решение. Сначала находим

cosa = + ’K 1 — sin2a= j/" 1—^==у«

Так как Зл/4 < a/2 < л, то sin (а/2) > 0, а cos (а/2) <0.
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Применяя формулы (121.5), (121.4) и беря в них радикалы 
с соответствующими знаками, получим

К'бsinW/1 • cos a -3/6.

COS
+ cos a 2 /~5

т-т о гг (1 + sin a) tg (л/4 — a/2) ,Пример 3. Доказать тождество -—1' Л------ —- = ctg a.
Решение. Так как ctga = cosa/sina, то достаточно дока

зать, что В = (1 + sina) tg (л/4— a/2) = cos a. На основании фор
мул приведения и (99.2) имеем

D /1 I « А _ [1 + cos (я/2 —a)] sin (я/4 — а/2)
ß = (1 + Sln а) tg <Т~Т/ --- ----------------- cos (л/4-а/2)----------------•

Применяя формулу (121.2), получим
п 2 cos2 (л/4 —а/2) sin (л/4 —а/2) 0 / л а у ( л а
В --- -----------------cos (я/4 —а/2)-------------- ----- 2 C0S ) 5Ш Т) •

Далее получаем
ß = 2cos(|-|)sin(-J-|)=sin2^-^)= -

= sin ( у—al = cosa.

(Мы применили сначала формулу (119.1), приняв за данный ар
гумент (л/4—a/2), а за удвоенный аргумент (л/2—а), а затем 
формулу приведения (105.1).) Следовательно, тождество доказано.

122. Выражение основных тригонометрических функций аргу
мента a через tg(a/2). Иногда требуется основные тригонометриче
ские функции (sina, cosa, tga и ctg a) выразить рационально 
через tg(a/2). Пцкажем, например, как это делается для sina. 
Используя тождества sin a = 2 sin (a/2) cos (a/2) и cos2 (a/2) + 
+ sin2 (a/2)= 1, можно писать

n . a a sin a = 2 sin у cos y 2 sin (a/2) cos (a/2) 
cos2 (a/2/ + sin2 (a/2) '

Разделив числитель и знаменатель дроби, стоящей в правой ча
сти последнего равенства, почленно на cos2 (a/2), получим

sina 2 tg (ot/2)
1 +tg2 (a/2)' (122.1)

Используя тождество cos a = cos2 (a/2) — sin2 (a/2), читатель может 
доказать, что

cosa 1—tg2(a/2) 
I+tg2 (a/2) (122.2)

Соответствующая формула для tga приводилась нами в п. 119:
(122-3>
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Зная tg а, .можно получить формулу

ctg а
1 — tg3(<s/2) 

2 tg (а/2) (122.4)

Замечание. Формулы (122.1) — (122.4) имеют смысл для 
всех значений аргумента а, кроме ап = (2/г + 1) я, где п—целое 
число.

Пример 1. .Дано tg(a/2) = 7/8. Найти sina, cosa и tga.
Решение. На основании формулы (122.1) имеем

2-7/в 112
Sina^l+(7/8)2-113-

1-Ш2Аналогично cosa:
і + (’/8)2 113'

tga уже проще искать так: tga = 112 
15 •

sin a 
cos a

n o n 24-3 cosa , a 2
Пример 2. Вычислить 4Z-5sina ’ ЄСЛИ is~2==~~3' 
Решение. На основании формул (122.1) и (122.2) находим

, 2-( —2/3) 12 1-Ѵ9 5
5іп<*Ш + (-2/з)*- = —13’ cosa = I+v7=i3-

„ 2+3 cosa 2+15/13 _  41
ДаЛЄЄ’ 4 —5 sin a - 4 + 60/13 — ТІ2 '

Упражнения

1. Доказать тождество cos 2a cos a — sin a
1 + sin 2a

5
2. Упростить выражение Л =

cos a+ sin a ’
1

3. Доказать тождество

9 cos2 (x/2)

cos- a

, , (5tg(x/2)+4y ' 

1 sin 2a.
ctg (a/2) —tg (a/2) 4

4. Получить формулы, выражающие sin 4a и cos 4a через степени sin a и 
cos a.

5. Упростить cos3 a cos 3a + sin3 a sin 3a.
6. Дано: sina=—3/6, где Зя < a < 7я/2. Вычислить sin (a/2), cos (a/2) 

и tg(a/2).
2 cos2 (x — 5я/4)

1 — sin 2.ї '
■ß

_ sin (x—л/4) , / Зя \7- Упростить 5іп(х+я/4) СЦ+—

8. Доказать тождество (cosa—cosß)2+(sina—sin ß)2 = 4 sin2 !

9. Доказать, что sin И 1 + tgatgy
1 — sin 2a = tg a + tg2 (i-a) .
l + sin2a

10. Дано: tg(a/2) = e/6. Найти sina и cosa.
_ 3sina — 4 tg a . a 4 ■-11. Вычислить ------—-—2—, если tg-?r=—5ctga + 6cosa b 2 3

12. Получить выражение для tg3a через tga.
13. Доказать тождество tg a+2 tg 2a+4 tg 4a+8 tg 8a+16 ctg 16a = ctg a.
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§ 3. Преобразование в сумму выражений вида 
sin а cos ß, cos а cosß и sin а sin ß

123. Основные формулы. Вернемся к формулам (116.1) и 
(116.2):

sin (а -j- ß) = sin а cos ß + cos а sin ß, 
sin (а — ß) = sin а cos [З— cos а sin ß.

Сложив эти тождества почленно и разделив на 2, получим
sinacosß==sin(a + ß) + sin(a-ß). (123.1)

Выполнив аналогичные действия с формулами (115.3) и (115.4):
cos (а — ß) = cosa cos ß + sina sin ß, 
cos (a + ß) = cosa cos ß — sin a sin ß,

получим'
cosaeosß=^a+ß4cos(a-ß). (123.2)

Вычтем из (115.3) почленно (115.4) и разделим на 2; получим
. о cosía — В) — cosía -|-ß) sin a sm ß = —і------■ 17. (123.3)

124. Примеры. Иногда при решении примеров, имея произ
ведения тригонометрических функций, например функций аргу
ментов a и ß, бывает полезно перейти к полусуммам или к по- 
луразностям соответствующих тригонометрических функций.

Пример 1. Упростить Л =ÿcos3asin За + у sin3acos3a.

Решение. Мы решали этот пример в п. 120, используя 
формулы (120.1) и (120.3) для sin За и cos За. Покажем теперь, 
как можно этот же пример решить, используя формулу (123.1). 
Заметим, что

cosasin За sin 4а-4-sin 2а 
2 И sin a cos За sin 4а — sin 2а 

2

Используя только что полученные соотношения, будем иметь 
А = у cos3 a sin За + у sin3 a cos За =

1 » sin 4а 4-sin 2а . 1 . , sin 4а — sin 2а=у cos2 а ------- -----------н у Sin- а------- “ =

= у sin 4а (cos2a ф- sin2 а) + у sin 2а (cos2 а — sin2 а) =

= у sin 4а + у sin 2а cos 2а = у sin 4а ф- sin 4а =у sin 4а.
(В конце решения примера мы воспользовались формулами п. 119.)

Пример 2. Упростить Л = - sin (60°4-a)

4 sin 15° +1 sin 75' >_£.\ 
4 J
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Решение. Преобразовав произведение, стоящее в знамена
теле, получаем

д ______ sin (60°-|-а)__________ sin (60°-|- а)
2 |^cos ^60° — — cos90°^ 2cos^60°— -у)

Знаменатель преобразуем при помощи формулы приведения 

cos(60°—y) = sin [эо° — (б0°— -2-)] = sin (з0° +-J) -

Числитель же преобразуем так:
sin (60° +а) = 2 sin (30° + y)cos (30° + у).

Тогда

А
25іп(эОЧ-|)со»(зОЧ-А)

(зо’+ї
'+т)-= cos ( 30'

2 sin

Пример 3. Вычислить А = sin 20° sin 40° sin 80°. 
Решение. Заметим, что

sin 20° sin 40° =у (cos 20° — cos60°) = y cos 20°—у.
Далее,
A = (2 cos 20° sin 80° — sin 80°) =

= -|-(sin 100° +sin 60°—sin 80°)

так как sin 100° = sin 80°, a sin60° = p<3/2.

Кз

Упражнения

1. Вычислить sin 52°30' cos 7°30'.
2. Пользуясь формулами преобразований настоящего параграфа и табли

цами тригонометрических функций, найти значения следующих выражении:
а) sin 3°30' cos 4°30'; б) cos 5°30' cos 7°30'; в) sin 8°30' sin 11°30'; 
r) sin 0,25 cos 0,35; д) cos 0,45 cos 0,65; e) sin 0,45 sin 0,75.
3. He пользуясь формулами для sin За и cos За, упростить выражение 

cos3 а cos За + sin3 а sin За.
4. Доказать тождество 4 sin a sin (л/З + а) sin (л/З— а) = sin За.
5. Вычислить А = cos 80° sin 50° cos 20°.
„тт л ZnaX./jtaXsin (За/2)6. Доказать тождество 4 cos ----- тг sin ----- — = ■ . \.

\627у32у sin (a/2)
7. Доказать, что cos 20°-}-8 sin 70° sin 50° sin 10° = 2 sin2 80°.
8. Вычислить 4 cos 10° cos 50° cos 70°.
9. Вычислить cos -=- cos —.□ ö
10. Вычислить 16 sin 20° sin 40° sin 60° sin 80°.
И. Вычислить tg 20° tg 40° tg 60° tg 80°.
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§ 4. Преобразование в произведение сумм вида
sin а ± sin ß, cos а ± cos ß и tg а ± tg ß

125. Основные формулы. При вычислении различных выра
жений, содержащих тригонометрические функции, с помощью 
таблиц логарифмов и логарифмической линейки удобно иметь 
дело с произведениями, а не с суммами. Выведем ряд формул, 
которые позволяют от сумм переходить к произведениям.

а) Сумма синусов. Запишем формулу (123.1) в виде
sin (х ¿- у) + sin (х—у) = 2 sin X cos у

и положим в ней x = (a+ß)/2 и г/=(а— ß)/2. Заметим, что х+г/=а 
и X—у — ß; следовательно,

sina ¿-sin ß = 2 sin cos g. (125.1)

Сумма двух, синусов равна удвоенному произведению синуса 
полусуммы на косинус полуразности их аргументов.

Пример 1. sin 14° +sin28° = 2sin21°cos7°.
Пример 2. sin 0,6 + sin 3,2 = 2 sin 1,9 cos 1,3.
б) Разность синусов. Заменив в формуле (125.1) ß на 

— ß, получим, учитывая нечетность синуса,
sina — sin ß = 2 sin cos . (125.2)

Р'азность двух синусов равна удвоенному произведению синуса 
полуразности на косинус полусуммы их аргументов.

Пример 3. sin 16° — sin 13° = 2 sin 1°30' cos 14°30'.
Пример 4. sin-^- — sin-^ = 2 sin cos. r r 8 12 48 48
в) Сумма косинусов. Запишем формулу (123.2) в виде

cos (х + у) ¿- cos (х—ÿ) = 2 cos X cos г/ 
и положим в ней x = (a + ß)/2 и i/ = (a—ß)/2. Мы уже видели, 
что х+і/ = а и X—z/=ß; следовательно,

cos a ¿- cos.ß = 2 cos cos . (125.3)

Сумма двух косинусов равна удвоенному произведению косинуса 
полусуммы на косинус полуразности их аргументов.

Пример 5. cos52°30' ¿- cos 16°30' = 2 cos 34°30' cos 18°. 
Пример 6. cos0,8¿-cos2,8 =2cos 1,8cos 1. 
r) Разность косинусов. Из формулы (123.3), анало

гично предыдущему, получается формула
cosa—cos ß =2sin sin (125.4)

Разность двух косинусов равна удвоенному произведению синуса 
полусуммы на синус обратной полуразности их аргументов.
П- л л ¿-і 25л • лример 7. cos уд—cos-[-g = 2 sin-gj-g-sin .
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Пример 8. cos 1,6—cos 1,4 = —2 sin 1,5 sin 0,1. 
д) Сумма тангенсов. Перейдя к синусам и косинусам,

получим

tga + tgß sin а 
cos а

sin ß 
cos ß

sin а cos ß + cos а sin ß
cos а cos ß

sin («+ ß) 
cos а cos ß ‘

Итак,
tga + tgß sin (a + ß) 

cos a cos ß (125.5)

Пример 9.tgl2° + tg 18° = cO-n^4+785 = ysec 12°sec 18°.

Пример 10. tg-£ + tg£ =--- /194 =1 1 ь 4 1 ° 12 cos (я/4) cos (я/12)
V 3 1 / 3~ я

VIcos (я/12) У 4 SeC 12 •

e)
на — 
генса,

Разность тангенсов. Заменив в формуле (125.5) ß 
ß, будем иметь, учтя четность косинуса и нечетность тан-

tga-tgß= sin(«~ß).. (125.6)ь ь 1 cos a cos ß ' '

Пример П. Преобразовать по формуле (125.6) и вычис
лить, используя таблицу тригонометрических функций (прило
жение II), '

tg 0,55 — tg 0,15.

Решение, tg0,55 —tg0,15 = — s15■ В нашей табли
це нет значений функций для аргументов 0,55 и 0,15, поэтому, 
воспользовавшись формулой (123.2), перейдем к полусумме коси
нусов, но уже от аргументов, которые имеются в таблице:

COS 0,55 cos 0,15 = «»0,70+cos 0,40 = 0,7648 + 0,9211

Теперь имеем tg 0,55 — tg 0,15 « q 843 ~ 0,46.

Пример 12. tg-^л— tg-^ =-------,
r r 616 & 16 „ 5л я2c°s_cos_

Замечание. Последние две формулы (125.5) и (125.6) имеют 
смысл для аргументов a и ß, отличных оту(2п+1), где п—
целое число.

126. Примеры.
Пример 1. Преобразовать в произведение выражение 

cos a + sin ß.
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Решение. Заменив sin ß по формуле приведения на 
cos(jt/2—ß), перейдем к сумме косинусов и воспользуемся фор
мулой (125.3):
cos а —[—sin ß =

= cosa + cos (-J — ß) = 2cos(-J + -^£-)cos .

Пример 2. Преобразовать в произведение tga + ctga. 
Решение. Перейдя к sina и cosa, получим

tg a + ctg a sin a 
cosa

cosa_ sin2 a + cos2a__  2
sina sin a cos a sin2a' (126.1)

Пример 3. Привести к виду, удобному для логарифмиро
вания,

А = ctg 60° + tg 40° + ctg 40° + ctg 30°.
Решение. Заменив ctg60° по формуле приведения на tg30ч 

и воспользовавшись формулой (126.1), получим

Л = tg 30° + ctg 30° + tg 40° + ctg 40° 2
sin 80° "

Далее, будем иметь
._ 2 (sin 80°-f- sin 60°)__ 4 sin 70° cos 10°

sin 60° sin 80° sin 60° sin 80° *

Последнее выражение можно упростить, если заметить, 
sin60° = K3/2, а sin 80° = cos 10°. Теперь будем иметь

что

8 sin 70° cos 10°
/З cos 10°

sin 70°.

Пример 4. Привести к виду, удобному для логарифмиро
вания,

А — cos 1 la + 3 cos 9a + 3 cos 7a + cos 5a.
Решение. Воспользовавшись формулой (125.3), получим 

Л = 2 cos 8a cos 3a + 6 cos 8a cos a ='2 cos 8a (cos 3a + 3 cos a). Со
гласно формуле (120.4) cos3a = 4cos3a—3cosa, откуда cos3a-[- 
+3cosa = 4cos3a, и мы имеем Л = 8cos8acos3a.

т-т en 1 -Teos a-і-cos 2a 4-cos 3aПример 5. Доказать тождество —1---- =—!¡-----=r r cos a+ 2 eos2 a —1
=2 eos a.

Решение. Заметим, что 2cos2a^ 1 = cos 2a (см. (121.2)) и 
cos a + cos 3a =2 cos 2a cos a. После этого преобразуем левую 
часть предполагаемого тождества:

1 -(- cos a + cos 2a + cos 3a   1 cos 2a + 2 cos a cos 2a
cos a+2cos2a—1 cosa-j-cos2a

_ 2 cos2 a-[- 2 cos a cos 2a__ 2 cos 'a (cos a+ cos 2a)__
cos a-[- cos 2a cos a+ cos 2a 2 cos a.

А
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Следовательно, наше тождество доказано. Мы исключили из 
рассмотрения те значения аргумента а, при которых выражение 
cos а + 2 cos2 а—1 или, что то же самое, cos a+cos 2а равно нулю.

Пример 6. Проверить, что tg9° — tg27°—tg63° +tg81° = 4.
Решение. Заменив по формуле приведения tg81° на ctg9°, 

a tg63° на ctg 27° и воспользовавшись формулой (126.1), получим

tg 9°_ tg 27° — tg 63° + tg 81° = tg 9’ + ctg 9° — (tg 27° + ctg 27°) =
2 2 2 (-sin 54° — sin 18°)_ 4 sin 18° cos 36° 4 cos 36°

sin 18° sin 54° sin 18° sin 54° sin 18° sin 54° sin 54°

Заметив, что cos 36° = sin 54°, мы приходим к равенству 4 = 4. 
Итак, tg9° — tg27° — tg 63° +tg 81° = 4.

Упражнения

Преобразовать суммы функций в произведения:
1. sin (л/30) + sin (я/40). 2. sin 2,8 — sin 1,2. 3. cos 40° + cos 10°.

4. cos (я/10) — cos (л/20). 5. tg 3,2+ tg 10,4. 6. tg 91°45' —tg 3°51'. 7. tg2 + ctg2"
8. Вычислить: tg 75° — tg 15°. ä , S •
Привести к виду, удобному для логарифмирования:
9. sin2(|„+“p0sÆ+|).

10. sin 5а sin 4a + sin 4а sin За—sin 2а sin а.
, 2 cos2 а—1 .

2 tg (л/4 —а) sin-(л/4 + а) 1 0 1 1
12. ctg 80°+tg 40° + ctg 40°+tg 80°.

4 113. sin 7а — sin 5а —-x-sin 9а + —sin3a.«J u
Доказать тождества:
14. siri a —sin 2a + sin 3a = 4cos -g- a cos a sin y.

4-Jt + a J+tg3a.
1 — sin 2a , 3tga — tg3 a ,
І+эіпга”1- 1—3tg2a £

et ö16. cos a + cos 2a + cos За + cos 4a = 4cos -g- cos a cos-g- a.
Проверить равенства:
1’. t8f+t84+l8^+leA=»"°W’8).

18. cos 80° +sin 20°+cos 60’ +sin 40°+cos 40° = cos 65° cos 60° see 85°.
19. (siri 20°+sin 140°) (cos 50°+cos 70°) +

+ (sin 50°+ cos 160°) (cos 40° — sin 70°) = 1.
20. tg 10°tg20°+tg20°tg60° + tg60°tg 10°=l.
21. sin 50° sin 24° (tg 40° +ctg 24°) +cos 16° = 2sin74°.
22. Вывести формулы для суммы и разности двух котангенсов:

ctga + ctgß = S!n(K + ^; ctga-ctgß = sin(ß~7aj.
sin a sin ß s bl sin a sin ß
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§ 5. Преобразование некоторых выражений в произведения 
с помощью введения вспомогательного аргумента

Некоторые суммы бывает возможно свести к произведениям, 
если соответствующим образом ввести вспомогательный аргумент. 
Проиллюстрируем этот прием на отдельных примерах.

127. Преобразование в произведение выражения asina + ôcosa. 
Мы предполагаем, что а#=0 и b=¡¿=0. Постараемся подобрать 
аргумент ф и положительный множитель р так, чтобы было

a = pcos<p и ô = psintp. (127.1)
Возведя в квадрат обе части равенств (127.1) и сложив полу
ченные равенства почленно, будем иметь а- + Ö2 = р2 (cos2q> + sin2 ф), 
откуда p2 = a2 + ö2 и

. p = j/û2 + &2. (127.2)
(В качестве р мы берем арифметическое значение корня.) После
этого вспомогательный аргумент ф можно найти из соотношений

a a b bи sin ф :COS ф : (127.3)Р Уаа + 02 Р )/аа-)-д2
Теперь будем иметь
a sin а -г b cos а = р cos ф sin а + р sin ф cos а =

= р (sin а cos ф + cos a sin ф) = р sin (а ф).
Итак,

a sina-)-bcosa = р sin (а 4~ф). (127.4)
Формулу (127.4) можно получить и так:

sin а + b cos а = У а2 4- Ь2 ( , а sin а 4- Ь
V И а- + Й2 г /а2+6а

Положив теперь
Ко-+Ь’ = р>0. Н у= = 5тф,

мы придем к формуле (127.4).
Замечание. Тот факт, что такой аргумент ф существует, 

доказан в п. 100 1 ) .

Пр_имер 1. Представить в виде произведения выражение 
Л = КЗ sin a + cos а.

Решение. Здесь а = b = 1 и Уаг + Ь2 = 2. Следовательно,
А = КЗ sin а + cos а = 2 sin a + у cos a) . 

Теперь полагаем
Уз , COS ф 1

■g- —Siti ф.и2
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В качестве аргумента ф можно взять, например, ф = л/6. Окон
чательно имеем
А = У 3 sin а -|- cos а — 2 ( sin а cos + cos а sin у ì =

Пример 2. Представить в виде произведения выражение 
А = sina + cos a.

Решение. В этом примере а = 1 и 6=1, следовательно, 
/а2 + &2 = /2. Теперь поступаем, как в общем случае: 
А=У 2 sin a + cosa) . Положим ^-=coscp и ^-=sin <р.

В качестве аргумента <р можно взять, например, <р = л/4. После 
этого получим

sina + cosa =/2 sin (a + -^-) . (127.5)

128. Преобразование в произведение выражении asina + ôn 
acosa-|-& при 0 < | b ( sgi | а \.

1) Рассмотрим выражение a sin a + &. Запишем его следующим 
образом: a sin a -\-b = a (sin a -\-b/a). Так как, по предположению, 
\Ь/а |^1, то можно положить &/а = эіпф. Теперь будем иметь

a sin a -(- b = a (sin a + sin <p) = 2a sin cos

Пример 1. Преобразовать в произведение 2 sin a+1.
Решение. 2 sin a + 1 = 2 (sin a-t-1/,,). Положим 1/2 = sinq>. 

В качестве ф можно, например, взять л/6, и мы получим
2sin a+ 1 = 2 (sin ~ 2 (sina + sinq= ) =

. . Í a , я \ fa л \= 4sin^- + —

2) Рассмотрим выражение a cosa + &. Запишем его следующим 
образом: a cos a + b = a (cosa-)-b/a). Так как, по предположению,
I b/a I 1 ,• то можно положить Ь/а = cos у. Теперь будем иметь

a cos a + b = a (cos a + cos ф) = 2a cos a^~(p cos —~ -.

Пример 2. Преобразовать в произведение 2 cosa-)-/2. 
Решение. 2cosa-)-/2 = 2(cosa-)-V 2/2). Положим

/2/2 = созф. В качестве ф можно, например, взять л/4, и мы 
получим _
2 cos a /2 = 2 (cos a -)- ) =

- 2 (cosa¿-cos 2cos(i + i)cos(i— Л



318 ГЛ. X. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ ВЫРАЖЕНИЙ [129

Пример 3. Преобразовать в произведение 3 — 4cos2а.
Решение. 3—4 cos2 а = 4 (3/4 — cos2а). Положим 3/л = cos2tp. 

В качестве ф можно, например, взять л/6, и мы будем иметь 

3-4cos2а = 4 (cos2f-cos2«) = 4 (І+£^УЗ)_=

= 2 ^cos —cos2a) = 4sin + а) sin .

129. Преобразование в произведение выражения atga + ô. 
Рассмотрим выражение atga + ö, где а =/=(). Запишем его сле
дующим образом: а tga + ö = a (tga + b/a). Так как тангенс изме
няется в пределах от —оо до +оо, то при любых а и b можно 
положить ¿>/ö = tgtp, и мы получим

atga + ô = a(tga + A) = a(tga + tgT) = ^|±|).

Пример 1. Преобразовать в произведение 3tga-|-KÌT
Решение. 3tga+j/3 = 3 (tga+j/ З/З). Положим К 3/3=tg ф. 

В качестве ф можно, например, взять л/6, и мы будем иметь
3 tg а + /3 = 3 (íg a + tg £ì = 3sin <a+^} = 2_ЕІ£І1і(Н+2Ѵ6) .

& \ & 0 6 ) cos a cos (л/6) cos a

Пример 2. Преобразовать в произведение 9 — 3tg?4a.
Решение. 9 — 3tg24à = 3(3 — tg24a). Положим 3 = tg^. 

В качестве ф можно, например, взять л/3, и мы получим
9 — 3tg24a=3^tg2-y—tg24a) = 3(tg-y —tg 4a) (tgy + tg 4a) =

_  3 sin (я/3 —4q) sin (л/3 + 4а) 12 sin (я/3 —4a) sin (л/3+ 4«)
cos (я/3) cos 4a cos (л/3) cos 4a cos2 4a

Упражнения

С помощью введения вспомогательного аргумента представить в виде 
произведении следующие выражения:

1. sina—)/3 cos a. 2. sina — cosa. 3. — 2 sin a. 4. 1—2 cos a.
6. 3 — 4sin2a. 6. p^tg 2a3. 7. 1—3tg2a. 8. 3 — 9tg24a. 9. 1—cos a -)- 
+ cos 2a. 10. 1 + 1?3 sin 4a — 2cos22a. 11. 2 sin2 a-f-j/З sin 2a — 1.



Глава XI

ОБРАТНЫЕ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ
И ИХ ГРАФИКИ

§ I. Функции arcsin х, arccos х, arctgx и arcctgx
130. Функция у = arcsin х (арксинус). Рассмотрим функцию 

у = sin х. Так как область определения этой функции — всяосьОх 
(:—оо < X < + оо), а область изменения значений—отрезок 
[—1, 1] оси Оу (—ls^z/<l), то об обратной функции (по от
ношению к функции z/ = sinx) имеет смысл говорить только на 
отрезке [—1, 1] оси Оу. Пусть, например, известно, что 
z/ = sinx = a, где —1 а <1 1. Сколько значений х можно найти 
из последнего уравнения? На рис. 127 видно, что существует

бесконечно много значений аргумента х (лу, хг, х3, ...), обла
дающих тем свойством, что sin,r, = a, где t = l, 2, ...

Для того чтобы получить обратную (однозначную) функцию 
к функции ÿ = sinx, достаточно рассмотреть какой-либо наиболь
ший отрезок оси Ох, на котором функция ÿ = sinx или моно
тонно возрастает, или монотонно убывает (см. п. 35). Функция 
у — sin X монотонно возрастает от —1 до +1, например, на отрезке 
[—я/2, я/2] и вообще на любом отрезке вида [—я/2 + 2&гс, 
я/2 + 2йя], где k = 0, ±1, ±2,... Она монотонно убывает от +1 
до -—1 на любом отрезке вида [я/2 + 2£я, Зя/2 + 2^я], где k — 0, 
±1, ±2, ...

На всей оси Ох функция í/ = sinx обратной (однозначной) 
функции не имеет. На каждом же из отрезков монотонности 
функция // = slnx имеет обратную функцию. Остается теперь 
зафиксировать какой-либо из этих отрезков. В качестве отрезка
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оси Ох, на котором рассматривается функция z/ = sinx и обрат
ная к ней функция, обычно берут отрезок [—л/2, зт/2]. Итак, 
рассмотрим функцию z/ = sinx на отрезке [—л/2, л/2]. На этом 
отрезке функция y = sinx монотонно возрастает, принимая все 
значения от —1 до +1. Следовательно, для любого yQ из от
резка [—1, 1] оси Оу найдется, и притом только одно, значе
ние х0 из отрезка [—л/2, л/2] оси Ох такое, что í/„ = sinx0, т. е.

для функции ÿ = sinxHa ука
занном отрезке существует об
ратная (однозначная) функция, 
которую условились называть 
арксинусом и обозначать так: 
х= arcsin у. Меняя, как обычно, 
обозначения, мы будем писать 

у = arcsin X. (130.1)
Пример 1. Найти а — 

= arcsin (Ѵ2).
Данный пример подробно 

можно сформулировать так: 
найти такой аргумент а, лежа
щий в пределах от — л/2 до л/2, 
синус которого равен 1/2.

Решение. Существует бес
численное множество аргумен

тов, синус которых равен 1/2, например: л/6, 5л/б, 13л/б, —7л/6 
и т. д. Но нас интересует только тот аргумент, который нахо
дится на отрезке [—л/2, л/2]. Таким аргументом будет л/6. Итак, 

1 лarcsin — .

arcsin

-К 3/2). 
как и в примере 1, получим

Пример 2. Найти а — arcsin(
Решение. Рассуждая так же,

По общему правилу (см. п. 35) график обратной

л
Т

функции 
б несимметричен с графиком основной функции относительно 

сектрисы I—III координатных углов (рис. 21).
Свойства функции г/ —arcsinx (рис. 128).
1) Область определения: отрезок [—1, 1].
2) Область изменения: отрезок [—л/2, л/2].
3) Функция у — arcsinx нечетная: arcsin(—х) = —arcsinx
4) Функция у = arcsinx монотонно возрастающая.
5) График пересекает оси Ох, Оу в начале координат.

{ ¡5= 0 при 0х^Х 1,
' і < 0 при —1 < X < 0.
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Перечисленные свойства вытекают из свойств функции y = sinx 
на отрезке [—я/2, я/2].

131. Функция у — arccos х (арккосинус). Функция y = cosx 
определена на всей оси Ох (—оо <%< + оо) и изменяется в от
резке [—1, 1] оси Оу (—1^í/<1). Если мы поставим вопрос 
об определении тех х, при которых у = cos х — а, где —1 1,
то увидим, что эта задача решается неоднозначно. На рис. 129

видно, что существует бесконечно много значений аргумента х 
(хѵ х.2, х3, ...), обладающих тем свойством, что cosx,- = a, где 
і = 1, 2, ... Для того чтобы мы могли ввести функцию, обрат
ную по отношению к функции y = cosx, нам нужно взять наи
больший отрезок оси Ох, на котором она или монотонно воз
растает, или монотонно убывает (см.- п. 35). Функция y = cosx 
монотонно возрастает от •—1 до +1 на любом отрезке вида 
[(2й— 1) зх, 2£я], где ¿ = 0, ±1, ±2, ... ; она монотонно убывает 
от +1 до —1 на любом отрезке вида [2£я, (2&+1)я], где 
k = 0, +1, ±2, ...

В качестве отрезка оси Ох, на котором рассматривается 
функция í/ = cosx и обратная к ней функция, обычно берут 
отрезок [0, я]. На' этом отрезке функция y = cosx монотонно 
убывает, принимая все значения от +1 до —1. Следовательно, 
для любого уй из отрезка [—1, 1] оси Оу найдется, и притом 
только одно, значение х0 из отрезка [0, я] такое, что y„ = cosx0, 
т. е. для функции y — cosx на указанном отрезке существует 
обратная (однозначная) функция, которую условились называть 
арккосинусом и обозначать так: х = arccos у. Меняя, как обычно, 
обозначения, мы будем писать:

z/ = arccosx. (131.1)
Пример 1. Найти а = arccos(—.]/з/2).
Подробно данный пример можно сформулировать так: найти 

такой аргумент а, лежащий в пределах от 0 до л, косинус ко
торого равен —К 3/2.

Решение. Существует бесчисленное множество аргументов, 
косинус которых равен —]/3/2, например: 5л/6, 7л/6, —5л/6, 
—7я/6 и т. д. Но нас интересует только тот аргумент, который 

11 В. В. Зайцев и др.
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находится в отрезке [0, я]. Таким аргументом будет 5я/6. Итак, 
arccos (— Кз/2) = 5я/6.

Пример 2. Найти а = arccos (j/2/2).
Решение. Рассуждая так же, как и в предыдущем случае, 

мы получим arccos (К2/2) = я/4.
График функции у = arccosх симметричен с графиком функ

ции у = cosa- относительно биссектрисы 1 — III координатных 
углов (см. рис. 21 в п. 35).

Свойства функции у = arccosх выте
кают из соответствующих свойств функ
ции у = cosa: на отрезке [0, я] и видны 
из графика на рис. 130.

Перечислим эти свойства:
1) Область определения: отрезок 

[-1. 1].
2) Область изменения: отрезок [0, я].
3) Функция z/=arccosx ни четная, 

ни нечетная. Для нее выполняется тож
дество

arccos(—х) = я — arccosx. (131.2)
4) Функция ¿/= arccosx монотонно 

убывающая.
5) График пересекает ось Ох в точке (1, 0), а ось Оу. в точке 

(0, я/2).
6) arccosx ^0 на всем отрезке [—1, 1].
132. Функция ji = arctgx (арктангенс). Рассмотрим функцию 

ÿ = tgx. Область определения этой функции — вся ось Ох, за 
исключением точек вида х„ = -^-(2/г+1), гдеп = 0, ± 1, ±2, ...,
и область изменения значений — вся ось Оу. Об обратной функ
ции (по отношению к функции у = tg х) можно уже говорить для 
всей оси Оу. Задача нахождения х из уравнения tgx = a и здесь 
имеет бесчисленное множество решений. На рис. 131 видно, что 
существует бесконечно много значений аргумента х(хп х2, ...) 
таких, что tgx¡ = a, где ¿=1,2, ...

Для того чтобы получить обратную (однозначную) функцию 
к функции у = tg X, достаточно рассмотреть какой-либо наиболь
ший интервал оси Ох, на котором она монотонно возрастает. 
Функция z/=tgx монотонно возрастает от —оо до +оо, напри
мер, на интервале (—я/2, я/2) и вообще на любом интервале 
вида (—я/2-|-&я, я/2 + £я), где k = Q, ± 1, ±2,... В качестве 
интервала оси Ох, на котором рассматривается функция у = tgх 
и обратная к ней функция, берут обычно интервал (—я/2, я/2). 
На этом интервале функция у = tg х монотонно возрастает, при
нимая все значения .от —оо до +оо. Следовательно, для лю-
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бого г/о> лежащего на оси Оу, найдется, и притом только одно, 
значение ха из интервала (—я/2, я/2) такое, что г/„ = tgx0, т. е. 
для функции у = tgx на указанном интервале существует обратная

(однозначная) функция, которую условились называть арк
тангенсом и обозначать так: х = arctg у. Меняя, как обычно, обоз
начения, мы будем писать:

у — arctg х. (132.1)
Пример 1. Найти а=-

= arctg (КЗ/З).
Подробно данный пример

можно сформулировать так: 
найти такой аргумент а, ле
жащий в пределах от —я/2 
до я/2^_ тангенс которого ра
вен V 3 /3.

Решение. Существует бесчисленное множество аргументов,
тангенс которых равен j/З/З, например: я/6, 7я/6, —5я/6 и т. д.' 
Но нас интересует только тот аргумент, который находится 
в интервале (—я/2, я/2). Таким аргументом будет я/6.. Итак,

arctg (КЗ/З) = я/6.

Пример 2. Найти'а = arctg(—1).
Решение. Рассуждая так же, как и в предыдущем случае, 

мы получим arctg (—1) = — я/4.
График функции у = arctgх симметричен с графиком функ

ции у = tgX относительно биссектрисы I — III координатных 
углов (см. рис. 21 в п. 35).
11*
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Свойства функции i/= arctgx вытекают из .соответствующих 
свойств функции z/ = tgx на интервале (— п/2, п/2) и видны 
из графика на рис. 132. Перечислим эти свойства:

1) Область определения: х—любое действительное число.
2) Область изменения: интервал (—п/2, п/2).
3) Функция у = arctgx нечетная: arctg( — х) =— arctgx.
4) Функция у — arctgx монотонно возрастающая.
5) График пересекает оси Ох, Оу в начале координат.
6) arctgx < 0 при — оо < х< 0 и arctgх > 0 при 0 < х< + оо.
7) Прямые у = п'2 и у = — п/2 — горизонтальные асимптоты 

графика.
133. Функция j = arcctgx (арккотангенс). Функция у = ctgx 

определена на всей оси Ох, за исключением точек вида хп — пп, 
где п = 0, ± 1, ±2, ... Областью изменения ее значений является 
вся ось Оу. Так же как и для функций, рассмотренных 
в пп. 130—132, существует бесконечно много значений аргу

мента X (Ху, х2, ...), для кото
рых ctgx,= fl, где ( = 1, 2, ... 
(рис. 133).

В качестве интервала оси Ох, 
на котором определяется обратная 
функция по отношению к функции 
у--ctgx, берут обычно интервал 
(0, л). На этом интервале функ
ция у = ctgx монотонно убывает, 
принимая все значения от +оо 
до —оо. Следовательно, для лю
бого уи, лежащего на оси Оу, 
найдется, и притом только одно, 
значение х0 из интервала (0, л) 
такое, что уа = ctg х„, а это и 
значит, что на указанном интер
вале существует обратная (одно

значная) функция, которую называют арккотангенсом и обоз
начают так: x = arcctgz/. Меняя обозначение, будем писать:

í/ = arcctgx. (133.1)
Пример 1. Найти a = arcctg(—1/КЗ).
Подробно данный пример можно сформулировать так: найти 

такой аргумент а, лежащий в пределах от 0 до л, котангенс 
которого равен — 1/Кз.

Решение. Существует бесчисленное множество аргументов, 
котангенс которых равен —1/Кз) например: —л/6, 5л/6, —7л/6 
и т. д. Но нас интересует только тот аргумент, который нахо
дится в интервале (0, л). Таким аргументом будет 5л/6. Итак,

arctg (—1//3) = 5л/6.
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ни четная и ни нечетная. Для

Пример 2. Найти а = arcctg 1.
Решение. Рассуждая так же, как и в предыдущем случае, 

мы получим arcctg 1 = я/4.
График функции у = arcctg х симметричен с графиком функ

ции y = ctgx относительно биссектрисы I — III координатных 
углов (см. рис. 21 в п. 35). Свойства функции y=arcctgx вы
текают из соответствующих
свойств функции y = ctgx на 
интервале (0, я) и видны из 
графика на рис. 134.

Перечислим эти свой
ства:

1) Область определения:
X — любое действительное 
число.

2) Область изменения:ин
тервал (0, я).

3) Функция у = arcctg х 
нее выполняется тождество

arcctg (—х)=я— arcctg х. (133.2)
4) Функция у = arcctgх монотонно убывающая.
5) График пересекает ось Оу в точке (0, я/2). К оси Ох при 

X—> + оо он приближается асимптотически (ось Ох является 
для него горизонтальной асимптотой при х—> + со). Прямая 
у —л также служит асимптотой графика (при х—<- — оо).

6) arcctg х> 0 при любых X.
134. Пример. Построим график функции у = arccos (1/х2).
1) Область определения: функция определена для х, удовле

творяющих неравенству

Ш = А-<1 или х2^1.
І Xі I ж2

Последнее неравенство удовлетворяется при х^—1 и х>1.
2) Область изменения значений функции: О^у < я/2, так как 

1/х2 > 0.
3) Функция четная, так как у(—,х) = у(х).
4) Точки пересечения с осями координат:
а) с осью Оу (х = 0) функция не может иметь точек пересече

ния, так как она определена только при |х|^1;
б) с осью Ох (у = 0) она пересекается в точках (—1, 0) и 

(1, 0) (нули функции), так как 1 /х2 = 1 лишь при х = ±1.
5) Наименьшее и наибольшее значения функции в области 

определения. В силу четности функции достаточно ее исследо
вать для хі> 1. Если X— 1, то у(І) =arccos 1 —0. Если х—>-+оо, 

то 1/х2—>.0 (1/х2 > 0), следовательно, arccos(l/x2)—>я/2, причем
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arccos (1/ха) < л/2. Итак, при х = 1 (и при х = -—1) функция 
принимает наименьшее значение, равное нулю, а при х—>-|-оо 
(и при X—►— оо) стремится к я/2, оставаясь меньше я/2. Ни при 
каком X не выполняется равенство arccos (1/х2) = я/2, т. е. 
наибольшего значения наша функция не имеет.

6) Интервалы знакопостоянства: функция всюду в области 
определен-ия неотрицательна, т. е. arccos (1/х2) 0.

Для построения графика функции найдем некоторые опорные 
его точки, а затем соединим их плавной линией с учетом свойств 
функции.

Так как функция у — arccos (1/х2) ‘четная, то достаточно по
строить ее график для х>1 (1 0'< + °о), а затем продолжить
его симметрично относительно оси Оу для х^-- 1 (---оо<х^ — 1).
Составим таблицу значений функции у — arccos (1/х2) (с точно
стью до 0,01) для некоторых «хороших» значений х с непосто
янным шагом h.

X 1,00 и 1,07 ¿/2 и 1,19 У2 « 1,41 X--- ►-)- 00

1
и = arccos —s 
y X2

0 Я з 0,52 4 ~ 0,79
4

Я
У ~ 1,05 я ( я \

TJ

Соединив полученные-опорные точки плавной линией и учтя, 
что прямая у = п/2 является горизонтальной асимптотой при

X—►+оо, мы получим график функции у = arccos (1/х2) на бес
конечном полуинтервале [1, +оо). Продолжив его четным обра
зом на бесконечный полуинтервал (—оо, —1], мы получим 
график функции у = arccos (1/х2) во всей области ее определения 
(рис. 135).
Упражнения

Найти значения обратных тригонометрических функций:
1.arcsin ( іИГ/2 ). 2. arcsin (—1/2). 3. arccos (—Ѵг)- 4. arccos ( /З /2).

5. arctg(— V~3). 6. arctgl. 7. arcctg(—1). 8. arcctg 
Построить графики функций:
9. у — arcsin (1/х). IO. f/ = arccos (1/х). 11. y=arcsin (1/х2).

12. у=arcsin (1/.|х|). 13. у = | arcsin (1/x) |.
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§ 2. Операции над обратными тригонометрическими функциями
135. Тригонометрические операции. Рассмотрим некоторые простейшие 

тригонометрические операции над обратными тригонометрическими функциями 
(первая группа формул).

1) у = sin (arcsin х). По определению

sin (arcsin х) = х, | х | < 1. (135.1)

Пример 1. sin (arcsin 0,93) = 0,93.
2) у = cos (arccos х). По определению

cos (arccos X) s x, |x|s£l. (135.2)

Пример 2. cos [arccos (—0,79)] = —0,79.
Следует подчеркнуть, что тождества (135.1) и (135.2) справедливы только 

в области определения (существования) арксинуса и арккосинуса, т. е. при 
|х|<1- Например, нельзя писать sin (arcsin 1,2)= 1,2, ибо выражение 
arcsin 1,2 не имеет смысла.

На основании предыдущего заметим также, что функции

у — х, у = sin (arcsin х), у = cos (arccos x)

совпадают только в области определения арксинуса и арккосинуса, т. е. на 
отрезке [—1, 1] оси Ох. Вне этого отрезка последние две функции просто не 
существуют.

3) í/ = tg (arctg х). По определению

tg (arctg x) - X, —оо<х<-|-оо. (135.3)

Пример 3. tg (arctg 123)= 123.
4) y = ctg (arcctg x).. По определению

ctg (arcctg x) = x, —oo<x< + oo. (135.4)

Пример 4. ctg [arcctg (—987)] = —987.
Функции y = x, i/ = tg (arctg x), у = ctg (arcctg x) совпадают на всей оси Ox.
5) у = sin (arccos x). Положив arccos х = а, получим cosa = x.
На основании формулы (100.3) будем иметь sin (arccos x) = sin a =

= -J- У1 — cos2 a = + У1 — x1, т. e.

sin (arccos x) = + Уі — x2, | x] < 1. (135.5)

Мы взяли перед корнем знак « + » потому, что a = arccosx удовлетворяет 
неравенствам 0<а<я.

п к • Í 3\ -.А 9 4
Пример 5. sin I arccos -g- 1 — y 1—^=-5-.
6) y—— cos (arcsin x). Положив arcsin х = а, получим sina = x.
На основании формулы (100.1) будем иметь

cos (arcsin x) = cos a = + V 1 —sin2 a= + У 1 —x2,
т. e.

cos (arcsin x)= + У 1 —x2, | x ) < 1. (135.6)

Мы взяли перед 
ряет неравенствам

Пример 6.

корнем знак «+» потому, что угол а = arcsin х удовлетво- 
— я/2 < а < я/2.
cos ^arcsin = 1 — 16__3 

25— 5 ’
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7) На основании тождества tg а = 1 /ctg а имеем 

1 1tg (arcctg х) = ctg (arcctg х) X ’ x# 0. (135.7)

Пример 7. tg (arcctg (1/9)) = 9.
8) На основании тождества ctga = l/tg<% имеем

1 1ctg (arctg x) ■- х 0. (135.8)tg (arctg X) x ’

Пример 8. ctg (arotg

9) На основании формулы tga==¿^-^- и предыдущих результатов полу

чим еще формулу

tg (arqsin х):

cos а

sin (arcsin х) _ X
cos (arcsin x) Ixl < 1. (135.9)

Пример 9. tg [arcsin (—1/1^2)]— ^/X^
-1.

л 1 -1/2
Аналогично предыдущему, рекомендуем читателю самостоятельно доказать 

следующие формулы:

(135.10)

(135.11)

(135.12)

(135.13)

(135.14)

(135.15)

(135.16)

sin (arctg- xì = —-------- .
ХТ+Г2

— oo < x < -)- oo;

sin (arcctg x)= ' — 00 < x< + oo;
У 1 + x2

tg (arccos x) - X 1 -X2 _ 0< 1 x| < 1;
X

cos (arete x) — ——---- - . — oo < x < + oo;
_ /l+x2

cos (arcctg x) = ■ . X----- , --  00 < X < + 00
/Ì+X"

ctg (arcsin x) = X 1 —x-, 0 < |x,<l;
X

ctg (arccos x) =------ -----, |x|< 1.

Пример 10. Вычислить:

^tg -j-t-s-arccos-r- -t-tg --—arccos , где IM.

Решение. На основании формулы (125.5) имеем

А = -

. л 
sinT

COS
fл . і а\ Z л 1 a \^T+T arccos — j cos -yare cos y J .

л , 1 л 1
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Знаменатель этой дроби преобразуем по формуле (123.2):

cos
я . 1 а
_+_ arccos у )СО8(т-|агссО8у) =

COS -g- + COS arccos -r- b
~2b ■

Окончательно найдем: A=2b/a.
С помощью формул (135.1) — (135.16) получим ряд новых соотношений 

(вторая группа формул).
10) z/ = sin (2 arçsin x).
Обозначив arcsin X через а, будем иметь sin 2а = 2 sin а cos а, откуда 

sin (2 arcsin х)=2 sin (arcsin х) cos (arcsin x) = 2x У 1 —x2.

Мы воспользовались формулами (135.1) и (135.6). Итак,

sin (2 arcsin х) = 2x1^ 1 —х2, где | х | < 1. (135.17)

Пример 11. sin(2arcsin 0)=2-(-ÿ) J/G—у=—.

11) у= sin (2 arccos x). Имеем ____
sin (2 arccos х) = 2 sin (arccos x) cos (arccos х) = 2хУ 1 — x2, | x | < 1. (135.18)

Пример 12. sin ^2 arccos =2--^- 1

12) у = cos (2 arccos x). Аналогично предыдущему, будем иметь 
cos (2 arccos x) = cos2 (arccos x) — sin2 (arccos x) =

= x2 —(1 —x2) = 2x2-—1, |x|<l. (135.19)

Рекомендуем читателю рассмотреть другие возможные случаи, аналогичные 
случаям 10) —12), и вывести соответствующие формулы. Например:

tg (2 arctg x) = у , I x ¡ 1 ; (135/20)

9 x
sin (2arctgx)=-¡—¡—s, —co<x<4-oo. (135.21)1 -f- Xй

Пример 13. Проверить равенство

cos Í 2arctg-|-ì= sin f4arctgy j .

Решение. Вычислим левую и правую части предполагаемого равенства. 
Обозначим arctg (х/7) через а, тогда tga = 1/7. Далее, воспользовавшись фор
мулой (122.2), получим

cos (2aretg = cos 2«

Обозначим arctg (Ѵз) через ß, тогда tgß = 1/3- Далее, на основании фор
мул (119.1), (122.1) и (122.2) имеем 
sin4ß-=2 sin 2ß'cos 2ß = 2-i2)tegß2p- •

_ 4 tg ß (1 — tg2ß) _ 4‘

- (l+tg2ß)2 25’



330 гл. xi. ОБРАТНЫЕ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ [135

Следовательно, cos (2 arctg (*/,)) = sin (4 arctg (Vs)). Решая пример 13, мы по
путно вывели еще две формулы:

1 — X2cos (2arctgx) = у-¡-у, — oo<x<¿-oo; (135.22)

•4 y ґ 1 V“ìsin (4 arctg x) = ~ ’ ;y, — oo<x<¿-oo. (135.23)
t* T*‘J“

Выведем теперь некоторые формулы для тригонометрических функций от 
половины обратной тригонометрической функции (третья группа формул).

13) у = cos у arccos X у Обозначив arccosx через а, будем иметь 

а , -, f 1 ¿- cos а „
cos у — ± у ----- g------• 1ак как а = arccos х, то 0 < а < я, следовательно,
а/2 удовлетворяет неравенствам 0 < а/2 л/2, поэтому перед корнем мы
должны брать знак и мы имеем

cos I у arccos X где X (135.24)

п ( 1 Ц i/l + ’/s /3
Пример 14. cos I у arccos у 1 = у = Jy~ •

14) у = sin ( у arccosx ). Аналогично предыдущему, можно вывести сле-
дующую формулу:

sin [ -g- arccos X (135.25)где I X I < 1.

Рекомендуем это сделать читателю.
Пример 15. sin у arccos у') = ~2 ^ = Т'

Используя формулы сложения и полученные выше формулы, выведем еще 
ряд соотношений (четвертая группа формул).

15) А = sin (arcsin x-¡-arcsin у). На основании формул (116.1), (135.1) 
и (135.6) будем иметь 

А = sin (arcsin х ¿-arcsin у) =
= sin (arcsin х) cos (arosin у)¿-cos (arcsin x) sin (arcsin y) =

= x V 1 — у2 ¿-у у 1 — x2.
Итак,

sin (arcsin x¿-arcsin у)=хУ 1 —у2 ¿-у У 1 —х2, где |х|<1 и |у|<1.
(135.26)

„ ■ , • 3 , . 4 \ 3 Ï6 . 4 -.Г. 9
Пример 16. sin (arcsin у ¿-arcsin у 1 =у I/ 1—^¿-у l/ 25=

=2+L6=i.
25 '25

16) A = sin (arccosx¿-arccos у). На основании формул (116.1), (135.5) 
и (135.2) будем иметь 
А = sin (arccos x¿- arccos у) =

= sin (arccos x) cos (arccos y) ¿- cos (arccos x) sin (arccos у) =
= у/Г=72-)-хуТ^72.
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Итак,

sin (arccos Х + arccos у)'=х У 1 — (/2 + г/У 1 —х2. где : 1 и І у I < 1. 
(135.27)

Пример 17. sin (arccos ÿ + arccos 1— y+ÿ )/"1—Т =

/1 . 0,62.3 1 12
В этой группе формул можно образовать очень много различных соотно

шений. Запоминать все эти формулы не имеет смысла. В дальнейшем при реше
нии примеров мы в каждом конкретном случае будем выводить ту или иную 
формулу.

Пример 18. Вычислить: sin arccos—2arcctg( — 2)^J .

Решение. В общем виде наш пример можно записать так:

А = sin у arccos x — 2 arcctg у

На основании формул (116.2), (135.24), (135.25), (135.21) и (135.22) будем 
иметь

А = sin arccos x — 2 arcctg у =

= sin -і-arccosх) cos (2 arcctg'í/) — cos arccosх^ sin (2arcctgy) =

/
1  у ц 2 J J ly 2//

—2~ У ~2~ pqL f > где 1*1 а У—любое число.
(135.28)

В нашем конкретном случае x = 3/s и у = —2. Следовательно,

1 ( 3 \ 2sin [1 arccos |-2a.cctg(-2)] = * .
/5

11 и Vs
5/5

Пример 19. Вычислить: 2 tg arccos 1
/7+Т2

•arccos-

25

а

0,98.

Уї+а-
а > 0.

Решение. В общем виде наш пример можно записать так:
/l = 2tg(arccosx— arccos у).

На основании формул (117.3) и (135.12) будем иметь
. , . . tg (arccos х)—tg (arccos у)
g (aiecos X arocos y) — ¡ _j_^g (arccos x) tg (arccos y)

У 1 —X2 yT ■y*
y У 1 —x2—x У 1 — y2

Ÿ1 —x2 У~ 1 — і/2 xy + Vi -x2 УТ

где

, (135.29)

где |x|< 1, \y I < 1 и xy+ /(1—x2)(l—ÿ2) 0. В нашем случае x=l//ì +a2
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и = 1 4-а2. Следовательно,

/П=3?= ]/" 1-
1 + Û2 /14-, /і-у3=

Окончательно получаем:
а2 1

l+a2 /l-|-а2

2tg arccos
/ГТ?

-arccos

1 + а2 1 1 + а2

= 2
1 + а2 1 -)- а2 а-— )

136. Операции сложения (вычитания). Выведем теперь неко
торые соотношения между обратными тригонометрическими функ
циями.

Теорема 1. Для всех х из отрезка [—1, 1] имеет место 
тождество

arcsin х 4-arccos х = л/2. (136.1)
Доказательство. По определению

— л/2 <1 arcsin х^ л/2, 0arccosх^я и sin (arcsinх) — х.
Заметим, что —л/2 л/2—arccos х^ л/2. По формуле приве
дения имеем

sin ( — arccos X j = cos (arccos х) = х.

Итак, аргументы arcsin х и я/2—arccos х заключены в отрезке 
[—я/2, л/2], в- котором синус монотонно возрастает от —1 до 
4-1, и имеют одинаковый синус, равный х. Следовательно, сами 
аргументы также равны, т. е. arcsin х — л/2—arccos х, откуда 
и получаем тождество (136.1).

Теорема 2. Для всех х (—оо<х<4-°°) имеет место 
тождество

arctgx-f- arcctgx = л/2. . (136.2)
Тождество (136.2) доказывается так же, как и тождест

во (136.1). Рекомендуем читателю провести это доказательство 
самостоятельно.

Советуем читателю в качестве упражнения проиллюстриро
вать тождества (136.1) и (136.2) на чертежах, построив на одном 
из них графики функций у = arcsin х и у = arccos х, а. на дру
гом— графики функций i/=arctgx и у = arc ctg х.

Аналогично предыдущему могут быть получены формулы для arcsin х + 
4- arcsin у, arccos х + arccos у, arctgx-barctg у и т. д. Мы не будем их выво
дить, а приведем ряд примеров, на которых покажем метод решения таких 
задач.

Пример 1. Проверить, имеет ли место равенство

arcsin уд 4-arcsin 12_ я_ 
13— 2 •
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Решение. Обозначим arcsin (5/13) = а и arosin (12/13) = ß. Заметим, 
что 0 < а < л/2 и 0 < ß < л/2, следовательно, 0 < a + ß < л. Найдем теперь 
cos (a + ß). Согласно формуле (115.4) и формулам п. 135 имеем
cos (a + ß) =

=cos (arcsin-^ 12cos ^arcsin jg )-S¡" ( arcsin jg sin Í . 12 
I arcsin jg

йѴ,іЛ 144N\ 5 12 12 5 5 12 „
\+ V 169/ \+ V 169/ 13 ' 13“ 13 ■ 13 13'13-0-

Итак, cos(a + ß) = 0, причем 0 < a + ß < л. Следовательно, a + ß = n/2. Если 
бы мы знали только, что cos(a + ß) = 0, то отсюда еще нельзя было бы 
заключить, что a+ß = n/2, ибо, например, и соэ(5л/2) = 0. Здесь существенно 
то, что аргумент a + ß находится, в интервале монотонности косинуса, а в ин
тервале монотонности функция не может принимать одинаковые значения 
в различных точках интервала.

Пример 2. Проверить, имеет ли место равенство
. 4 , ■ . 5 , .16 5

arcsin-g-+arcsin-jg + arcsingg=-^- л.

Р еш е и и е. Обозначим arcsin (4/5) = а, arcsin (5/13) = ß и arcsin ( 16/65)=у. 
Заметим, что 0 < а < л/2, 0 < ß < л/2 и 0 < у < л/2. Следовательно,

0< a + ß + y < Зл/2. Поэтому a + ß + y не может равняться 5л/2. Интересно, 
что все же sin(a + ß + y) = l и эіп-^-л = 1. Проверим неочевидное равенство 
sin (a + ß + y)=l:
sin (a + ß + y) = sin a cos ß cos y+cos a sin ß cos y +

+ COS a cos ß sin y—sin a sin ß sin y =
__4_ 12 63 3_ £ 63 3 12 16__4 
— 5 ' 13'65 + 5 ' 13 ' 65+ 5 ‘ 13'65 5

Итак, sin (a + ß + y) = sin -y = 1, но a + ß + y # •

ІЗ
1Ê=1
65

16Рекомендуєм читателям доказать, что arcsin -g-+arcsiiipg + arcsingg=-g-. 
Пример 3. Проверить, имеет ли место равенство

л , .77 . 8 , { 3 \
у + arcsin gg = arcsin-ру + arccos (—-gl. (*)

Решение. На основании формулы (131.2) arccos (—3/б) = л — arccos (3/6). 
Предполагаемое равенство (*) перейдет в равенство

77 8
-arccosarcsI1185-arcs,nl7=2-

Воспользовавшись формулой (136.1), получим

.77 .8 .3
arcsin — arcsin = arcsin .85 17 5

Обозначим arcsin (77/85) = а, arcsin (8/17) = ß. Заметим, что

(**)

(***)

О < ß <7 а < , О < а- и 0 < arcsin < 2

Если мы докажем теперь, что sin (arcsin (77/85) — arcsin (8/17)) = 3/5, то будет
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доказано равенство (***), а тем самым и предполагаемое равенство (*):
. I . 77 sin I arcsin gg-

-cos arcsin

. 8 \ . Z-arcsin jy I = sin I arosingg 

77

) cos ^arcsinyj —

85 sin arcsin Z77\2
W

77 15 8 36_ 1155—288 3
85 ’ 17 17 ' 85— 17-85 — 5 '

Итак, sin (arcsin (77/85) — arcsin (8/17)) = 3/5. Следовательно, справедливо
и равенство (*).

Пример 4. Доказать, что

arctgy+arctg y + arctg y + arctg у=у . (*)

Решение. Обозначим ах = arctg (1/3), a„ = arotg р/Б), ct3 = arctg (»/,) 
и a4 = arctg р/8). Заметим, что каждое из а,-, ¿=1, 2, 3, 4, заключено в пре
делах 0 < а,- < я/4. Следовательно,

О < -{- а2 + <х3 а4 < я.

Если нам удастся доказать ’теперь, что tg (а1 + а2 + а3 + а4) = 1, то предпо
лагаемое равенство (*) будет доказано, ибо единственный аргумент в интер

вале (0, я), тангенс которого равен 1, 
есть я/4. Заметим, что

. , , , tga.+tga, 4
tg (ai + «■>) = , X ?—-1—tgaxtga2 7

У,
ir
ч

1
-1\ 0

1
1
1 Зтг

X

ч

lg(a3 + a4) = у .
Далее,
tg(ai + a2 + a3 + a4) =

= tg(a1 + K2) + tg(a3 + a4) _
1—tg(ai + a2)tg(a3-|-a4)

Рис. 136. Следовательно, равенство (í) имеет место.
Пример 5. Исследовать функцию у = arctg x-j-arctg j-yí и построить 

ее график.
Решение. Функция определена всюду, кроме х = —1. Обозначим 

<х = arctg х и ß—arctg . . Заметим, что —я/2 < а < я/2 и —я/2 < ß <
1 I я

< я/2; следовательно, —я < a-j-ß < я. Теперь найдем
, 1—X 

X- 1 4-х
tgatg ß— J %1—x'

14-х

‘0 = .^+«=,™^- :1.

Итак, мы имеем — я < у < я и tg у= 1, а это возможно, если у = я/4 или 
у = — Зя/4. Равенство у=—Зя/4 может иметь место только тогда, когда 
одновременно arctgx<0 и arctg < 0, а эти последние неравенства
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< о

i/ = arotg х+ arctg

1 _  Xвыполняются, если одновременно х < 0 и •. ■ ■ < 0. Система неравенств 

( X < О,
i kzí 

V і +х
удовлетворяется, если х<—1. Если же х > —1, то у — п/4. Итак,

1-х I п/4, если х>—1,
1+х- ( —Зя/4, если X <—1.

График исследуемой функции изображен на рис. 136.

Упражнения

1. Вычислить: а) sin (arccos (4/6)); б) cos (arcsin (1/3)): в) cos (arcsin (—2/3)); г) 
sin (arctg (—3)); д) tg (arccos (Vi)); e) cos (arctg (—1/2)); ж) ctg (arccos (Vs));

з) tg yarccos у + у1 —tg lyarccosy—у I, где 0 < | а |< | b |.

2. Вычислить: _
a) s'in (2 arcsin (—1^3/2)); б) sin (2 arccos (VJ); в) cos (2 arccos (—l/e)); 

г) tg (2 arctg (—4/6)); д) sin (2 arctg VT)-, e) cos (2 arctg (— УТТ)).
3. Проверить, имеют ли место равенства:
a) sin (2 arctg (1/2))=cos (2 arctg(V3)); б) sin (4 arcíg(1/3))=sin (4 arctgíVj)).
4. Вычислить:
a) cos arccos^—у))’ б) sin (y arccos у) •

5. Доказать тождества:

)=а/]a) sin ( у arcsin х « 1 и X # 0;где

б) tg ^у arcsin t + ’ где |х| <Ь

6. Вычислить:
5а) sin (2arctgy)+tg 0-

б) sin [у + 2 arctg ( V% — l)] +si

■ arcsin

4)’у arccos

ni .3 __ yarcsmyB) y—COS2 

7. Вычислить:
X • ( • 12 i • 5 \a) sin ( arcsin yg-|-arcsin I ; .. . ( 1 , 16) sin I arccos у -J- arccos у

в) tg ^2 arcsin — arc c°Sjg^ ! г) sin2 ^arctg 2—arcctg —3")] ’

, . Z . 16 . . 63\ - ( 8 . 15\д) sin I arcsin gg-)-arcsin gg I ; e) cos I arccos jy-г arccos у? I.
8. Доказать следующие тождества:
a) cos (arccos x+arccos y) =xy— Vi—x2 Vi— У2, где |х|<1 и |ÿ| <l; 

X -4- иб) tg (arctg aictgii)=y—, если ху 1.
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9. Проверить, имеют ли место равенства:
. -3 ,4л

а) arosin y-|-arcsin -у=-g- ;

10. Исследовать функции и построить их графики:
а) y = arctgx — arcctg — ; б) t/ = arcsin V 1 — x+arcsin У"х',

в) ÿ = ctg (arctg x+arctg (1 —x)).

§ 3. Обратные тригонометрические операции
над тригонометрическими функциями

137. Функция у = arcsin (sin х). Исследуем функцию i/ = arcsin (sin х) и 
построим ее график.

1) Область определения (существования): функция определена для всех х 
(— оо<х< + оо). Напомним еще раз, что х—число, a sinх—тригономет
рическая функция числового аргумента.

2) Область изменения функции: из определения арксинуса следует, что
— я/2 < у < я/2.

3) Сформулируем словесно правило, определяющее у по заданному х: 
каждому значению аргумента х (—оо < х. < + оо) ставится в соответствие зна
чение функции у из отрезка [—я/2, я/2), т. е. —я/2«Sу < я/2, такое, что 
sin у= sin X.

П'ример 1. r/ = arcsin (sin (л/3)) = л/3. Здесь х=я/3 и у=л/3, ибо
— я/2 < у < я/2.

П р и м е р 2. ^ = arcsin (sin (2л/3)) = я/3. Здесь х = 2я/3, а у = л/3, так 
как sin (я/3) = эіп (2л/3) и —я/2 < я/3 < л/2. Ошибкой являлось бы утверж
дение, что arosin (sin 2л/3) = 2л/3, ибо аргумент 2л/3 не попадает в отрезок 
[—л/2, я/2].

4) Функция нечетна. В самом деле,

Следовательно,
sin (—х) = —sin X и arcsin (—u) = — arcsin и. 

arcsin [sin (—X)] — — arcsin (sin x).
5) Функция периодическая с периодом 2л, так как sin х —периодическая 

функция с основным периодом 2я.
6) График функции у=arcsin (sin х) на отрезке [0, я], 
а) При 0<х<л/2 имеем

z/ = arcsin (sin х)=х,
ибо sinÿ=sinx и —я/2<і/<я/2.

б) При я/2<х<я получим
i/ = arcsin (sin x) = arcsin [sin (я —x)] = я —x,

ибо sin у = sin (я—x) = sinx и 0<я—х<л/2.
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Итак,

{X,' если 0<х<я/2, 
л — х, если л/2<х<я.

Построив график функции у — arcsin (sin х) на отрезке [0, я], мы его 
продолжаем симметрично относительно начала координат на отрезок [—я, 0], 
учитывая нечетность данной функции. График функции, построенный уже на 
отрезке [—я, я], мы, используя периодичность данной функции, продолжаем 
на всю числовую ось. График функции y = arcsin (sin х) изображен на рис. 137.

Пример 3. Найти a = àrcsin (sin 2).
Решение. Требуется найти угол а, лежащий в пределах от —я/2 до 

я/2, синус которого равен sin 2. Заметим, что если угол х удовлетворяет не
равенствам — я/2<х<я/2, то равенство arcsin (sinх)=х справедливо. 
В противном же случае последнее равенство не имеет места. В нашем же слу
чае л/2 < 2 < я. Применив формулу приведения, получим 8Іп2 = эіп(я—2). 
Теперь уже угол я — 2 удовлетворяет неравенствам —л/2 < я — 2<я/2, и 
поэтому можно писать:

arcsin [sin (я — 2)] = я — 2.

Следовательно, a = arcsin (sin 2) = я — 2.
■ Пример 4. Вычислить: arcsin {cos [2 arctg ( У 2-J-l)]}.

Решение. Воспользовавшись формулой cos (2 arctg х)
иметь

1-х2
1+х2 будем

cos [2 arctg (У 2+1)] l-(/2+l)2 
1 + (К 2+і)2

После этого получим
_ / т/~ 2

arcsin {cos [2 arctg ( У 2+1)]} — arcsin í---- я
T’

138. Функция _p = arctg(tgx). Исследуем функцию y = arctg(tgx) и по
строим ее график.

1) Область определения (существования): функция определена для всех х, 
за исключением х„ = -^- (2я+ 1), .где я = 0, ±1, ±2, ...

2) Область изменения функции: из определения арктангенса следует, что
— л/2 < у < л/2.

3) Каждому значению х из области определения данной функции ставится 
в соответствие значение функции у, находящееся в интервале (—я/2, я/2), 
такое, что tgy—igx.

Пример 1. у=arctg (tg (я/6)) = я/6. Здесь х = я/6 и у = я/6, ибо
— я/2 < у < я/2.
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Пример 2. y = ar,ctg (tg (7л/6)) = л/6. Здесь х = 7л/6, а г/ = л/6, ибо 
tg (л/6) = tg (7л/6) и —л/2 < л/6 < л/2. Ошибкой являлось бы утверждение, 
что arctg (tg (7 л/6)) = 7л/6, так как аргумент 7 л/6 не попадает в интервал 
(—л/2, я/2).

4) Функция нечетна, так как tg (— х) =— tgx и arctg (—и) = —arctg и. 
Следовательно, arctg [tg(—х)] =—arctg (tgx).

5) Функция периодична с периодом л, так как tg х —периодическая функ
ция с периодом л.

6) График функции у = arctg (tgx) на интервале (0, л/2). В левом конце 
интервала (0, л/2), т. е. при х = 0, функция определена и равна 0, так как 
у (0) = arctg (tg 0) = arctg 0 = 0. В правом же конце интервала (0, л/2), т.е. при 
х=л/2, функция не определена, ибо при х=л/2 не существует tg х. Следовательно, 
функция í/ = arctg (tg х) определена на полуоткрытом отрезке [0, л/2), т. е. при

0<х<л/2. На этом полуоткрытом отрезке у = arctg (tg х) =х. При хл/2 
(х < л/2) tgx -> + оо и arctg (tg х) л/2. График функции í/ = arctg (tg х) 
изображен на рис. 138.

Упражнения

Построить графики функций:
1. у = arccos (cos х). 2. ÿ = aicctg(ctgx).
Найти:
3. arcsin (sin 1). 4. arcsin (sin 3). 5. arcsin (sin 4). 6. arcsin (sin 5).

7. arcsin (sin б). 8. arcsin (sin 7).
Вычислить:

9. arctg

10. arctg

11. arccos

12. arcsin cos

. , , 2o-6 , , 2b —atg arctg ■ ¿-arctg
ЬУЗ aV3

tgZ( arcctg arcctg .

, где а / 0 и b 0.

sin arccos /і- arccos

2 (arcsin-^--)-

6+1 
2У З

„ , arcsin---- 7==-
3 з/ТГ

-arcsin 3 \ 
in ) 

Wl J
arcctg ctg ^arcsin j/'"—- V 3

■ arccos ■
V 3

- arccos

14. arccos{cos [2arcctg (У 2-і)]}.

r.)L
13.



Глава XII

ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЯ И НЕРАВЕНСТВА

В этой главе мы рассмотрим некоторые уравнения, а также 
простейшие системы уравнений, содержащие неизвестную под 
знаком тригонометрических функций. Такие уравнения назы
ваются тригонометрическими уравнениями.

Приведем некоторые примеры тригонометрических уравнений 
и их систем:

1) 2sinx—1=0; 2) 5sin2x—3sinxcosx—2cos2x = 0; 
73) sin4 x + cos4 x = y ; 4) sinx sin у =a, 

x+y=a’,

5) 6)
siri X + sin у == 3/2,
COS X + cos у = /3/2.

3tgxtgÿ = 1, 
tgx + tgz/ + tgz = /3, 

x + z/ + z = jx;
Решение различных типов тригонометрических уравнений

большей частью основано на сведении их к некоторым простей
шим уравнениям, которые мы рассмотрим ниже. При этом оста
ются в силе общие правила, относящиеся к решению уравнений. 
В частности, данное уравнение не всегда приводится к простей
шей форме с помощью одних лишь равносильных преобразований. 
Поэтому следует проверить найденные решения, подставляя их 
в исходное уравнение.

Тригонометрические уравнения слишком разнообразны для 
того, чтобы пытаться дать их общую классификацию или общий 
метод решения. Мы можем указать лишь способы решения не
которых типов таких уравнений.

§ 1. Уравнения, разрешенные относительно одной
из тригонометрических функций

При решении различных тригонометрических уравнений 
мы будем часто приходить к некоторым простейшим уравне
ниям, решения которых следует запомнить. Приведем эти 
уравнения. Для того чтобы можно было дать- геометрическую
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иллюстрацию к этим уравнениям, будем считать х углом в 
радианной мере.

139. Уравнение sìnx = а. Уравнение
sinx = a (139.1)

имеет решение при I а | 1. Для вывода общей формулы, которая
заключает в себе все корни нашего уравнения, воспользуемся 
рис. 127. Допустим, что мы нашли какой-то корень xL уравне
ния sinx = a:

sinxx = a.
Тогда, в силу периодичности функции sinx, имеем 

sin (л\ + 2Азх) — sin Xj = а,
т. е. и числа вида х^ + Якл, где 6=0, ±1, ±2, ..., удовлетво
ряют уравнению (139.1). Заметим еще, что и

Рис. 139.

sin (я—x1) = sinx1 — а,
т. е. я—x\ также удовлетворяет уравнению (139.1). Следова
тельно, и числа вида я—х1 + 26я также удовлетворяют данному 

уравнению. Следовательно, зная 
одно какое-то значение хп удов
летворяющее уравнению sinx = а, 
мы можем получить две серии 
значений аргумента, удовлетво
ряющих этому же уравнению:

26л+ х„ (139.2)
(26+1)я—хѵ (139.3)

где 6=0, ±1, ±2, ...
В качестве xt будем, как пра

вило, брать arcsin а.
Объединив две серии (139.2)

и (139.3) корней данного урав
нения sinx = a одной формулой, 
мы будем записывать в дальней

шем его общее решение (совокупность всех корней) в виде
х = (—1)" arcsin апл, (139.4)

где и = 0, ±1, ±2, ... и —я/2<і arcsin а ^я/2.
Поясним формулу (139.4) и другим способом, с помощью

рис. 139. Известно, что sinx=a (на рис. 139 ОЛ=1, В1С1 = 
=В2С2 = а > 0).

Уравнению (139.1) удовлетворят углы:
а) положительные: х14-26л и х2 + 26я (6=0, +1, +2, ...);
б) отрицательные: х34-26л и х4 + 26я (6=0, —1, —2, ...).
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Всё эти углы можно задать одной формулой (139.4), и, 
обратно, любой угол, полученный по формуле (139.4), есть угол 
либо вида а), либо вида б). ' Проверим, например, обратное 
утверждение для положительных углов.

Если п = 2/г^0 (четное число), то из (139.4) получаем
X — arcsin а -\-2kn = х1 + 2&гс;

'—.—'

если же n = 2Æ+1^0 (нечетное число), то из (139.4) получаем 
х =— arcsin а + (2k +1) л = л—arcsin а + 2kn = х2 + 2&лс.

Аналогичную проверку рекомендуем читателю сделать само
стоятельно и для отрицательных углов.

Пример 1. sinx = 1/2-
Решение. x — nn-j-(—1)" arcsin (’/2). Так как arcsin х/2 = л/6, 

то х = /гл + (—1)"я/6.
Пример 2. sinx = —]/~3/2.
Решение. х — пк-\-(—1)" arcsin (—К 3/2). Так как

arcsin (—К 3/2) = —л/3, то х = ші + (—1)п+1л/3.
Замечание. При выводе формулы (139.4) мы воспользо

вались рис. 127, на котором 0 <а < 1 и 0 <хг < я/2. Очевидно, 
что при помощи этой формулы получаются все корни уравне
ния sinx=a. Формула (139.4) остается в силе и тогда, когда 
— 1 <а<0, а также при а = 0, 1 или —1. Однако эти послед
ние случаи удобней рассмотреть особо.

Допустим, что а = 1 или а = — 1. Корни уравнения sin х — 1 
можно записать так:

х=у+ 2лл = у (4n+1), (139.5)

где л=0, ±1, ±2, ..., а корни уравнения sinx =— 1 можно 
записать так:

х=—у + 2пл = у(4/г—1), (139.6)

где /г =0, ±1, ±2........... Допустим теперь, что а = 0. Корни
уравнения sinx = 0 можно записать так:

х=/гл. (139.7)
Рекомендуем читателю получить формулы (139.5), (139.6) и
(139.7), пользуясь общим правилом (139.4).

140. Уравнение cosx = a. Уравнение
cosx = a (140.1)

имеет решение при I а | 1. Для вывода общей формулы корней 
уравнения (140.1) воспользуемся рис. 128. Допустим, что мы 
нашли какое-нибудь решение х1 уравнения .(140.1): cosx1 = a.
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Тогда в силу периодичности cos (ах + 2/гя) = cos л\ = а, т. е. и
числа вида х1 + 2/гл, где п—0, ±1, ±2......... удовлетворяют
уравнению cosa'—а. В силу четности косинуса cos (—aJ = 
= cosA1=a; применив еще свойство периодичности, мы получим, 
что числа вида ,—Aj + 2/гя также удовлетворяют уравнению 
cosa = ¿2. (На рис. 128 мы видим, что а2 = —ах.) Следовательно, 
зная одно какое-либо значение ап удовлетворяющее уравнению 
cos а =¿2, мы можем получить две серии значений аргумента, 
удовлетворяющих этому, же уравнению:

2/гя + А'!, (140.2)
2/гя—ап (140.3)

где /і = 0, ±1, ±2, ...
В качестве Aj будем, как правило, брать arccos а.
Объединив две серии (140.2) и (140.3) корней уравнения 

cos а = а одной формулой, мы будем писать в дальнейшем его 
общее решение (совокупность всех корней) в виде

а = 2/гя ± arccos а, (140.4)
где /г=0, +1, ±2, ... и 0 arccos а я.

Рекомендуем читателю пояснить формулу (140.4) с помощью 
рисунка, аналогичного рис. 139.

Пример 1. cos а = К 3/2.
Решение, а — 2пп ± arccos (К 3/2) = 2/гя + л/6.
Пример 2. cos а = — 1/2.
Решение, а = 2/гя ± arccos (—г/2) = 2/гя ± 2л/3,
Пример 3. cos а =0,995.
Решение, а = 2/гя ± arccos0,995 0,1 +2я/і (см. прило

жение II).
Замечание. При выводе формулы (140.4) мы воспользо

вались рис. 128, на котором 0 < ¿г < 1 и 0<Aj< я/2. Очевидно, 
что при помощи этой формулы получаются все корни уравнения 
cosa =¿2. Рекомендуем читателю доказать, что формулой (140.4) 
можно пользоваться и во всех остальных случаях (—1 <а<0, 
а—0, а = — 1 и ¿2=1),. если учесть, что arccos 1=0, 
arccos (—1)=я и arccos 0 = я/2. Но все-таки в этих частных 
случаях (¿г = — 1, ¿2 = 0 и ¿г = 1) проще пользоваться другими 
формулами.

Уравнение cos а = — 1 имеет корни:
а = я4-2/гя = (2/г1)я, где /г = 0, ±1, +2, ...(140.5)

Уравнение cos а = 1 имеет корни:
А = 2/гя, где /г = 0, ±1, ±2, ..., (140.6)

Уравнение cos а = 0 имеет корни:
= у 4-= (2/г-[-1), где /г=0, ±1, ±2, ... (140.7)
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141. Уравнение tgx = ö. Уравнение
tgx = a (141.1)

имеет решение при любом а (—оо < а < + оо). Воспользуемся 
рис. 129 для вывода общей формулы, которая заключает в себе 
все корни уравнения (141.1). Допустим, что мы нашли какое- 
нибудь решение. xt уравнения (141.1), т. e. tgx1 = a. Тогда, 
в силу периодичности, tg (хт/гл) = tg х1 т. е. и числа вида 
х^ + пп, где /г=0, ±1, ±2, ..., удовлетворяют уравнению
tgx — а. Следовательно, зная одно какое-то значение хх, удов
летворяющее уравнению tgx — а, мы можем получить общее 
решение (совокупность всех корней) в виде

х=/гл + х1. (141.2)
В качестве Xj будем, как правило, брать arctg а. Итак, 

общее решение уравнения tgx = a выражается формулой
X— /гл + arctga, (141.3)

где /г =0, ±1, ±2, ... и —я/2 < arctga < я/2.
Рекомендуем читателю пояснить формулу (141.3) с помощью

чертежа. _
Пример 1. tgx=j/3. _
Решение. х =/гл ф-arctg ]/3 = ляф-л/3.
Пример 2. tgX = — j/~3/3.
Решение. X = /глф- arctg ( — Y 3/3)—пл—л/6.
Пример 3. tgx = —1,9648.
Решение. X = /гл ф- arctg (—1,9648) = /гл — arctg (1,9648) «

«/гл—1,1 (см. приложение II).
142. Уравнение ctgx = «. Уравнение

ctgx = a (142.1)
имеет решение при любом а (—оо<а<ф-оо). Для вывода 
общей формулы корней уравнения (142.1) воспользуемся рис. 130. 
Допустим, что мы нашли какое-нибудь решение хх уравнения 
(142.1),т.е. ctg Хл = а. Тогда, в силу периодичности, ctg ^ф- /гл) = 
= ctgx1 = a, т. е. и числа видах1 + /гл, где /г = 0, ±1, ±2, ..., 
удовлетворяют уравнению ctgx=a. Следовательно, зная одно 
какое-то значение хп удовлетворяющее уравнению ctgx = a, мы 
можем получить общее решение в виде

х = /гяф-х1. (142.2)
В качестве х1 будем, как правило, брать arcctga. Итак, общее 
решение уравнения ctgx = a выражается формулой

х = ал ф-arcctga, (142.3)
где /г = 0, ±1, ±2, .., и 0 < arcctga < л.
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Рекомендуем читателю пояснить формулу (142.3) с помощью 
чертежа.

Пример 1. ctgх = /3.
Решение, х =/гл + arcctg j/з" = пл 4-л/6.
Пример 2. ctgX =— ]/ 3/3.
Решение. X = /глarcctg(—Y З/З) =/гл-4і2л/3.
Пример 3. ctgx =—28,64.
Решение. х = tin-j-arcctg(—28,64). Воспользовавшись фор

мулой arcctg (—х) = л— arcctg х, будем иметь arcctg (—28,64) = 
= л— arcctg 28,64 «i л — 0,0349 (см. приложение I). Следова
тельно, X та /гл+ л—0,0349 = (/г + 1) л — 0,0349.

143. Некоторые дополнения. Если в уравнениях sinx = a, 
cosx = a, tgX = с и ctgx = a известно, что х—угол в градус
ной мере, то общие решения нужно записывать по-другому.

Для уравнения sinx = fl, где , а | 1, нужно писать:
х = (—1)" arcsina-H 180°/г, (143.1)

где/г = 0,. ±1, ±2, ... и—90° arcsin а «С 90°.
Для уравнения cosx = a, где | а | 1, нужно писать:

x = ±arccosa + 360°rt, (143.2)
где /і = 0, ±1, ±2, ... и 0° sC arccos а 180°.

Для уравнения tgx = a, где а—любое число, нужно писать:
x = .180°fl + arctga, (143.3)

где /г = 0, ±1, ±2, ... и —90° < arctg а <90°.
Для уравнения ctgx = a, где а—любое число, нужно писать:

х = 180°/г + arcctg а, (143.4)
где п = 0, ±1, ±2, ... и 0° < arctg < 180°.

Хотелось бы предупредить о недопустимых записях при ре
шении тригонометрических уравнений.

Пр имер 1. Решить уравнение sinx=+1/2.
а) В п. 139 мы получили общее решение данного уравнения 

в виде х = /гл-{-(— 1)пя/6, где под х можно понимать как отвле
ченное число, так и число радиан.

Общее решение.этого уравнения, если под х понимать число 
градусов, можно писать и так:

' х= 180°/г + (—1)"30°.
б) Нельзя, однако, писать

х=180°/г + (—1)”л/6 или х =/гл-)-(—1)л30°.
Разберем примеры уравнений, непосредственно сводящихся 

к уже рассмотренным.
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Пример 2. Решить уравнение К2 sin х—1=0.
Решение. sinx=l/K2, откуда согласно (143.1) имеем

х=180°/г-)-(—1)'!45°, где /і = 0, ±1, ±2, ... _
Пример 3. Решить уравнение 2cosx + K 3 = 0.
Решение. cosx =— К 3/2, откуда согласно (140.4) имеем

х = 2пл ±5я/6, где zi = 0, ±1, ±2, ...
Пример 4. Решить уравнение 3sinx—4 = 0.
Решение. Из нашего уравнения получаем равносильное

уравнение sinx = 4/3, которое решений не имеет, ибо не выпол
няется условие I sin X |^.1. Следовательно, первоначальное урав
нение также не имеет решений.

Пример 5. Решить уравнение 3tgx+l=0.
Решение, tg X = —г/3, откуда согласно (141.3) имеем

% = ,гл + arctg (—1/3), где /і = 0, ±1, ±2, ..., или х=
= /ш — arctg (х/3).

Замечание. Ответ можно записать так:
х = 180°/г-J-arctg (—1/3) или х=180°/г—arctg (Ѵз),

где /і = 0, ±1, ±2, ...
Пример 6. Решить уравнение 3ctgx-}-2 = 0.
Решение, ctgX = — 2/3, откуда согласно (142.3) имеем

х — пп 4-arcctg(—2/3), гДе п = 0, ±1, ±2, ..., или х =
= (/1+1) л —arcctg (2/3).

Пример 7. Решить уравнение 2sin5х+1 =0.
Решение. Записав уравнение в виде sin5x = —1/2, найдем

отсюда сначала промежуточный аргумент 5х = лп + (—1)п+1л/6, 
откуда получим Общее решение данного уравнения х= 
= л/г/5 + (— 1)"+1л/30, где л = 0; ±1, ±2,...

Упражнения

Решить уравнения:
1. sinz=pr3"/2. 2. sinx = —у,. 3. cosx = 1/,. і. С0пХ — —У~2/2л

5. tgx= У~3/3. 6. tgx = —/"З. 7. ctgx=<5/3. 8. ctgx = —/З. 
9. cos x = 0,9801. 10. tg/=—0,8423. ll._ctgx = —2,904. 12.__2 sin x+1 =0. 
13. 2cosx—1=0. 14. 2tgx—3 = 0. 15. / 3ctgx — 2 = 0. 16. /3 +2cos7x=0. 
17. 2 cos 6x-j- 1 =0. 18. 2 sin 8x-{- 1 =0.

§ 2. Способ приведения к одной функции
одного и того же аргумента

144. Сущность способа. В пп. 139—142 мы получили реше
ния уравнений вида sinx = a, cosx = a, tgx — a и ctgx — a. Во 
многих случаях решение тригонометрических уравнений сводит
ся к решению основных элементарных уравнений после выпол
нения ряда алгебраических действий.
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Так, пусть имеется уравнение, левая часть которого содер
жит X только под знаком одной тригонометрической функции, 
например:

а sin2 x + b sin X + с = О, 
tg4x + atg2x + 0=0,

acos3x—öcosx = 0 и т. д.
Во всех этих случаях задача решения уравнения распадается 

на ■ две:
1) Решение алгебраического уравнения относительно новой 

неизвестной ¿ = sinx, t = tg X, t=cosx.
2) Решение уравнений вида sinx = o, cosx — a, tgx — a.
Пример. Решить уравнение

2 sin2 X + 5 sin X—3 = 0. (*)
Решение. 1) Положив sinx = /, приходим к алгебраиче

скому уравнению (в данном случае к квадратному уравнению) 
относительно новой неизвестной /:

2¿2 + 5Z —3 = 0. (**)
Решив уравнение (*->:■), получим tx — —3 и í2 = 1/2.

2) Задача решения уравнения (*) свелась к решению двух 
тригонометрических уравнений:

a) sinx = —3 и б) sinx = 1/2. (***)
Уравнение sin% = — 3 решений не имеет. Общее решение 

уравнения sinx = 1/2 имеет вид
X — пл + (— 1 )” л/6. (****)

Так как при переходе от тригонометрического уравнения (■:<-) 
к двум тригонометрическим уравнениям (#**) мы нигде не теряли 
и не получали посторонних корней, то решение (*#**) является 
решением первоначального уравнения (*).

В большинстве случаев, однако, приходится исходное урав
нение еще преобразовывать так, чтобы оно приобрело нужный 
вид:

/(sinx) = 0, f (cos x) = 0 или /(tgx) = 0.
В п. 145 показаны, приемы таких преобразований.

145. Некоторые типы уравнений, приводящихся к уравнениям 
относительно функции одного аргумента.

1) Рассмотрим уравнение типа
a sin2 X + b sin X cos x + c cos2 x = 0, (145.1)

где a, b к c—какие-то действительные числа. Изучим случай, 
когда а=^0. Разделив обе части уравнения (145.1) на cos2x, 
придем к следующему уравнению, содержащему только Z = tgx:

at2 + bt+c = Q. (145.2)
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Заметим, что уравнения (145.1) и (145.2) будут равносильны, 
ибо мы предполагаем, что cosx#=0. (Те значения х, при кото
рых cosx = 0, не являются корнями уравнения (145.1) при а#=0.) 
Далее следует найти значения ¿ = tgx из уравнения (145.2) и, 
если они окажутся действительными, отыскать соответствующие 
серии решений X.

Пример 1. Решить уравнение 5sin2x—3sinxcosx— 
— 2cos2x = 0.

Решение. Разделим обе части уравнения на cos2x/=0. (Те 
значения X, при которых cosx = 0, не являются корнями дан
ного уравнения, ибо при этом sin2x=/=0, следовательно, потери 
корней не происходит.) Получим уравнение 5 tg2x—3 tgx—2 = 0,
откуда tgx 3 ± /49 З ± 7 

10 •10
а) tg хх = 1, хх=яп + я/4;
б) tg х2 = — 2/6, x2 = mi + arctg (—2/6).
Ответ. %! = гог + я/4 и х2 = я/г + arctg (—2/6) = я/г— arctg (2/6), 

где n = 0, ± 1, ±2, ...
Замечание. Уравнение типа

asin2x + í>sinxcosx + ccos2x = d, (145.3)
где а =¿= d, сводится к уравнению типа (145.1), если его записать 
сначала так:

а sin2 X + b sin X cos x + c cos2 x = d.(sin2 x + cos2 x), 
i

а потом так:
(a—d.) sin2x + & sin xcos x + (c—d) cos2x = 0.

Пример 2. Решить уравнение 2sin2x—5 sin x cos x — 
— 8cos2x = — 2.

Решение. Запишем данное уравнение так:
2 sin2x—5 sin x cos x—8cos2x = — 2 (sin2 x +cos2 x).

После этого будем иметь
4sin2x—5 sin x cos x—6cos2x = 0.

Разделим обе части последнего уравнения на cos2x#=0. (Те зна
чения x, для которых cosx=0, не являются корнями данного 
уравнения.) Получим уравнение

4tg2x—5tgx—6 = 0,
откуда tgxx = 2 и tgx2 =— 3/4. Решив последние уравнения, 
получим решения первоначального уравнения:

xt = tin + arctg 2 и х2 = пя + arctg (—3/4)=яя— arctg (3/4).
2) Рассмотрим уравнение типа

а sin2 x + b cos x + с = 0, (145.4)
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где а, b и с—какие-то действительные числа. Пусть а^О. За
менив sin2x через 1—cos2x, мы придем к уравнению

ûcos2x—ö cos х—(с + а) = 0 (145.5)
или

at-—bt— (с + а)=0, где Z=cosx. (145.6)
Из уравнения (145.6) находим возможные значения для Z = cosx; 
естественно, что они будут иметь смысл лишь в случае |/|^1.

Рассмотрим несколько примеров.
Пример 3. Решить уравнение

2 sin2x + cosx— 1 =0.
Решение. Заменяя sin2x через 1—cos2x, придем к урав

нению 2cos2x—cos %—1=0, откуда cosx=l и cosx =—1/2. 
Уравнение cosx=l имеет решение х1 = 2пп, а уравнение 
cosx =—1/2—решение х2 = 2/іл ± 2л/3. Совокупность значений 
хх и х2 является решением данного уравнения.

Пример 4. Решить уравнение
4 sin2x—4cosx— 1 — 0.

Решение. Заменив sin2x через 1—cos2x, придем к урав
нению

4 cos2 X 4 cos X—3 = 0,
откуда cos X — Ѵ2 и cos х = — 3/2. Последнее уравнение не имеет 
решений, ибо не выполнено условие I cos XI 1. Мы получаем 
одну серию решений данного уравнения: х = 2/гл + л/3.

3) Рассмотрим уравнение типа
acos2x + òsinx + c = 0, (145.7)

где а, b и с—какие-то действительные числа. В общем виде 
рекомендуем читателю рассмотреть его решение самостоятельно. 
Мы же ограничимся рассмотрением примеров.

Пример 5. Решить уравнение
12 cos2 х +sinx— 11 =0.

Решение. Заменив cos2x через 1—sin2x, придем к урав
нению

12 sin2 X—sinx—1=0,
откуда sinx = 73 и sinx = — 1/і. Оба последних уравнения имеют 
соответственно решения х1 = яп-|-(—1)" arcsin (Ѵз) и х2 = л/г + 
+ (—1)л+1 arcsin (74). Совокупность значений хх и х2 является 
множеством всех решений данного уравнения.

Пример 6. Решить уравнение
6 cos2 X + 5 sin X—2 = 0.

Решение. Заменив cos2x через 1 —sin2x, придем к уравнению 
6 sin2x — 5 sinx—4 =0,
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откуда sinxx =— и sinx2 = 4/3. Последнее уравнение не имеет 
решения, ибо не выполнено условие |sinx2|^ 1. Мы получаем 
одну серию решений первоначального уравнения:

х = я/г + (—1)"+1 я/6.
4) Рассмотрим уравнение типа

bsinx + ccosx = 0, (145.8)
где Ь=Д0.

Деля обе части уравнения на cos х =/=(), получим 
Z?tgx + c = O или tg X -— c/b.

Следовательно,
X = пп + arctg (— c/b) = пп— arctg (c/b),

где n = 0, ±1, ±2, ... Заметим, что, предположив cosx=/=0, 
мы не потеряли корней, ибо если cosx = 0, то sinx=#0.

Пример 7. Решить уравнение
КЗ sin X + cos X = 0.

Решение. Разделим обе части уравнения на КЗсоэх, по
лучим tgx =—l/КЗ, откуда х—пп—я/6.

5) Если в уравнение входят тригонометрические функции от 
различных аргументов, то и в этом случае иногда представляется 
возможным выразить их все через одну тригонометрическую 
функцию одного и того же аргумента.

Пример 8. Решить уравнение
cos 2x + cos2x = 0.

Решение. Заменив cos2х через (l+cos2x)/2, придем к урав
нению

cos 2х + 1 "і" c2°s — = Ó, или 3cos2x =—1,

откуда cos2x =—1/3.
Следовательно, 2х = 2/гя ± arccos (—1/3) и

X = пл ± у arccos —ÿ) (п = 0, ±1, ±2, ...).

Пример 9. Решить уравнение sin2x = cos2x.
Решение. Заменив sin2x через 2 sin х cos х, придем к урав

нению 2sinxcosx='cos2x или cos X (2 sin X—cosx) = 0. Последнее 
уравнение распадается на два:

а) cosx = 0 и б) 2sinx—cosx = 0.

Первое уравнение имеет корни х, = -^- (2/і+1) (п — 0, 
=Ы, ±2, ...).
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Второе уравнение после деления на sin х=И=0 дает ctgx = 2, 
откуда х2 = гоі + arcctg2 (m = 0, ± 1, ±2, ...).

Решениями первоначального уравнения и будут значения 
х-i и х2. Заметим, что в нашем случае деление обеих частей 
уравнения б) на sin х не привело к потере корней, ибо те зна
чения X, при которых sinx обращается в нуль, не являются 
корнями первоначального уравнения.

Пример 10. Решить уравнение
sin X cos X cos 2х = 4-.

О

Решение. Умножим обе части уравнения на 2 и, заменив 
2 sinx cos X на sin2x, получим sin 2xcos2x = 1/4. С последним 
уравнением поступим опять так же, получим sin4x = 1/2, откуда 
4х = пп + (— 1 )" у . Окончательно имеем

Пример 11. Решить уравнение
11 cos X Ctg 2 

Решение. Заметим, что
1 + COS X

ctg2
О X 

cos--^- х 2
2 . „ X

S,n-T
■ COS X

+ COS X 
— cos X ’

Подставив

уравнение,
(1 +cosx) ( 
на два:

найденное значение для ctg2-í- в исходное 
II I 1 + COS X т,получим 1 + = fr cos X • Далее имеем

— — і—) =0- Последнее уравнение распадается
о X ■ СѵЬ «V у

а) 1 +cosx = 0 и б)
1

COS X
1

1 — COS X = 0.

Первое уравнение имеет корни Х! = (2/г+ 1)я (п = 0, ± 1, ±2, ...).
Второе уравнение запишем в виде Х) ~ ~ Приравняв
нулю числитель (1—2cosx), получим корни второго уравнения: 
х2 — 2пп + я/3.

146. Способ разложения на множители.
1) Если в уравнении, приведенном к виду /(х) = 0, его левая 

часть f (х) разлагается на множители, то, как указано в п. 54, 
следует приравнять каждый из этих множителей к нулю. Полу
чится несколько отдельных уравнений; корни каждого из них
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будут корнями основного уравнения, если только они входят 
в о.д. з. каждого из множителей левой части уравнения.

• Все полученные решения объединяются в одну совокупность 
решений первоначального уравнения. Заметим, что этот спасоб 
мы уже фактически применяли при решении примеров 9 и 11 
из п. 145.

Рассмотрим еще несколько примеров.
Пример 1. Решить уравнение sinxctg2x=0.
Решение. Согласно предыдущему будем искать отдельно

решения двух уравнений: а) sinx = 0 и б) ctg2x = 0. Первое 
уравнение имеет корни хѵ = пп (/г = 0, ±1, ±2, ...). Второе 
уравнение имеет корни х2 = (2/г + 1 ) (/г = О, ± 1, ±2, ...). 
Проверка показывает, что решениями первоначального уравне
ния будет лишь совокупность значений х = -^-(2/г +1), а значе
ния х1 = пп не удовлетворяют данному уравнению, ибо при 
х1 = ті теряет смысл второй множитель ctg2x.

Пример 2. Решить уравнение
sin 7х—cos 4х = sin х.

Решение. Запишем это уравнение следующим образом: 
(sin.7% — sin х)—cos 4х = 0.

Применив формулу (125.2), получим
J 2sin3xcos4x—cos4x = 0,

откуда
cos 4х (2 sin Зх— 1) = 0.

Последнее уравнение распадается на два уравнения:
a) cos4x = 0 и б) 2sin3x—1 = 0.

Первое уравнение имеет корни х1 = 2п'^1 л (п = 0, ±1, ±2, ...).
Второе уравнение имеет корни х2 = л/г/3+(—1)"л/18 
(п = 0, ±1, ±2, ...). Все найденные значения хх и х2 являются 
корнями заданного уравнения.

2) Рассмотрим уравнения типа: 
а) sinax = sinßx; б) cos ах = cos ßx;' в) sin ах = cos ßx,

где а и ß — любые действительные числа, отличные от нуля, 
причем a#=ß и а=^=— ß. Покажем прием решения такого типа 
уравнений.

а) sinax = sinßx. (146.1)
Запишем это уравнение в виде sin ах—sinßx = 0. Применив
к левой части формулу (125.2), будем иметь

„ . а — ß a + ß а2 sin 2 к X cos g- х = 0.
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Последнее уравнение распадается на два:
. а—ß n а + ß пsin—2J-x = 0 и cos 2 = 0.

Решени*я этих уравнений имеют вид
л (2n-¡- I)X, =■ 2л ■п И (п — 0, ± 1, . . . ).а—ß 2 a+ß

Эти же решения будут и решениями уравнения (146.1).
б) cosax=cosßx. (146.2)

Решите это уравнение самостоятельно с помощью формулы (125.4) 
и убедитесь, что его решения имеют вид 

2л 2лX, = a + ß^1 х, = - (/і = 0, ±1) ±2, ...).ß
Решите самостоятельно также уравнение cosax =— cos ßx.

в) sin ах = cosßx. (146.3)
Запишем это уравнение в виде sin ах—cosßx = 0. Одну из функ
ций, например cosßx, заменим по формуле приведения на 
sin(jx/2 — ßx). Уравнение (146.3) примет , вид sinax —
— sin (л/2— ßx) = O, откуда получаем

2sin рЦН%-т)СО3 (нгх+т)=0-

Последнее уравнение распадается на два:
sin рнг^х—т)=0 11 cos (нг^Л'+т) =°-

Решения этих уравнений.имеют соответственно вид

Х1= 2(a + ß) 1) и = 2 (a — ß) (4/г + О (п = 0. ± 1, ± 2, . . . ).

Заметим, что полученные формулы решений запоминать не сле
дует (нужно только понять сам прием).

Пр и мер 3. Решить уравнение sin7x = sin3x.
Решение. Запишем данное уравнение в виде sin їх —

— sin3x = 0. Применив к левой части формулу (125.2), будем 
иметь

2 sin 2xcos 5х = 0.
Последнее уравнение распадается на два:

sin2x = 0 и cos5x = 0.
Решения этих уравнений будут иметь вид

*і = уп и ха = -^-(2/г+1) (лг = О, ±1, ±2, ...).

Все эти решения являются решениями данного уравнения.
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147. Решение рациональных тригонометрических уравнений 
с помощью универсальной тригонометрической подстановки 
tg(x/2) = ¿. Допустим, что функции sinx и cosx входят в три
гонометрическое уравнение только рационально. Такие триго
нометрические уравнения назовем рациональными тригономет
рическими уравнениями (см. п. 37). Если все члены такого урав
нения перенесены в его левую часть, то в общем виде его можно 
записать так:

7? (sin X, cosx) = 0, (147.1)
где R—символ совокупности рациональных операций, которые 
нужно произвести над sinx и cosx.

Приведем примеры рациональных тригонометрических урав
нений, а также тригонометрических уравнений, которые тако
выми не являются.

1) Уравнение
tg X 1 — COS X 
ctg X ~ 1 4- COS X

является рациональным тригонометрическим уравнением, так как

tgx
2) Уравнение

sin X 
COS X

и ctg х COS X 
sin X

1/2 — tgx+p/7 + tgx —З

не является рациональным тригонометрическим уравнением, ибо 
в число операций, которые производятся над тригонометриче
скими функциями, содержащими аргумент х, входит не рацио
нальная операция — извлечение кубического корня.

3) Уравнение
cós х + sin X 1 — tg2X 

1 +tg2x —2tgx
является рациональным тригонометрическим уравнением. 

4) Уравнение
sin (л cos х) =cos (л sin х)

не является рациональным тригонометрическим уравнением, ибо 
в число операций, которые производятся над тригонометриче
скими функциями, содержащими аргумент х, входят не рацио
нальные операции—операция взятия синуса от л cosx и опера
ция взятия косинуса от nsinx.

Теорема. Рациональное уравнение
7?(sinx, cosx) = 0 (147.1)

с помощью тригонометрической подстановки

tg| = í (147.2)

12 В. В. ЗиЛ цеп и др.
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приводится к рациональному уравнению
Ях(/) = 0 (147.3)

относительно новой неизвестной t.
Доказательство. Имеем уравнение R (sinx, cosx) = 0.

Введем новую неизвестную t с помощью подстановки tg(x/2) = /. 
Согласно формулам п. 122 имеем

sinx
i+tg’4

4t
1+Z2

i- tg21
COS X =---------------

i+tg4
I — /2 
1+/2 •и

Подставив эти выражения в (147.1), получим
« (тттг •-гт£)=°- <|47-4>

Обозначив через Rx новую совокупность всех рациональных 
операции, которые нужно проделать теперь уже над t, мы при
дем к уравнению R1(t) = O.

Подстановку tg (х/2) = t обычно называют универсальной три
гонометрической подстановкой.

Следует заметить, что указанный выше общий способ не 
всегда является самым лучшим, ибо при решении уравнения 
^(/) = 0 относительно новой неизвестной í могут встретиться 
технические трудности ничуть не меньшие тех, которые стояли 
при решении уравнения (147.1) Рекомендуется сначала поискать 
какой-либо специальный прием решения, который применим 
к данному7 конкретному уравнению, и если такой прием не 
удается найти, то следует применить общий способ.

Заметим, что, применяя общий способ—подстановку tg (х/2) = і, 
мы исключаем из рассмотрения те значения неизвестной х, при 
которых tg (х/2) не имеет смысла, т. е. значения х = (2п+1)л, 
но эти значения могут являться корнями первоначального ра
ционального тригонометрического уравнения. Поэтому при ре
шении рациональных тригонометрических уравнений с помощью 
универсальной тригонометрической подстановки tg(x/2) = / нужно 
обязательно проверить, не являются ли значения х= (2/г-j-1) я 
корнями первоначального уравнения (147.1).

Пример 1. Решить уравнение
cos X + tg у = 1. (147.5)

Решение. Сделав универсальную подстановку tg(x/2) = /,
I_ /2

получим cos X— i _|_ ¿y • Подставив значение cosx в уравнение
(147.5), придем к рациональному относительно і уравнению 
t3 — 2/2 + / = 0. Решив последнее уравнение, будем иметь /х = 0 
и /2 = /3 = 1.
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Приходим к двум уравнениям:
а) tgy = 0 и б) tgy = 1.

Первое уравнение имеет корни
х1 = 2лп, где /г = 0, ±1, ±2,

Второе уравнение имеет корни

%а = -у + 2я/і, где /1 = 0, il, ±2, ...

Заметим, что значения х3 = (2/і + 1 ) л не являются корнями 
данного уравнения (147.5). Итак, уравнение (147.5) имеет сле
дующие серии решений:

х1 = 2пп и %2 = у + 2л/і, где п — 0, ±1, ±2, ...

Пример 2. Решить уравнение

K3sin3x—cos3x=l. (147.6)

Решение. С помощью универсальной подстановки tg (Зх/2)=/ 
получим уравнение, рациональное относительно /:

2/3/—1 + /2 = 1 + /2,
откуда

Общее решение последнего уравнения имеет вид 

Х1 = у/1Л + -д=-д(б/1+ і).

Проверим теперь, не являются ли значения х2 = у(2/і+1) кор
нями первоначального уравнения (147.6). (Напомним, что при 
этих значениях теряет смысл функция tg (Зх/2) = і.) Подставив 
х2 = у (2/1+1) в уравнение (147.6), получим

l/Tsin(2/i+ 1)л—cos(2/i+ 1)зт= 1, 1 = 1.'------ ---------Z Ч____ _ _ Z
0 -1

Следовательно, значения х2.= у (2/1+1) являются корнями урав
нения (147.6).

Итак, решениями уравнения (147.6) являются 

x1 = -J(6/i+l) и х2 = у(2/і+1) (/і = Ѳ,.±1, ±2, ...).

12*
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Упражнения
Решить уравнения:
1. 2 sin2x+ sin X cos x — 3 cos2 x = 0. 2. 3 sin2x — 4 sinxcos x-|-5 cos2x = 2. 

3. 2 sin2X —cos x — 1=0. 4. 2 sin2x+5 cos x+ 1 =0. 5. 35 cos2 x —sin x —29 = 0. 
6. 30 cos2x —29 sin x —23 = 0. 7. 8 cos2 x + 2 sin x-f-7 = 0. 8. ei/TsinxH-
+ 4cosx = 7. 9. 3 sin x+ cos x=0. 10. cos 2x—sin2x = 0. 11. cos3x=cosx.
12. sin2x=sin2x. 13. sin x-|-cos x= 1 -J-sin 2x. 14. 2 — 2 sin я — х^ =

= tg у —-^0-)-cos 2x+sin 2x tg x—1. ,5> sin4xtgx = 0. 16. sin9x —

— cos 5x= sin X.. 17. sin 9x—sin 8x = 0. 18. cos lOx—cos 7x=.O. 19. sin6x = 
= cos 3x.

Решить уравнения с помощью универсальной тригонометрической подста
новки tg(x/2) = Z: _

20. sinx+tg(x/2) = —2. 21. 2 sin x— cos x— 1. 22. sin x + cos x= 1.

§ 3. Некоторые частные приемы решения 
тригонометрических уравнений и систем

148. Введение вспомогательного аргумента. Рассмотрим урав
нение

asinx + öcosx4-c = 0, (148.1)
где I а I 1 b [ Ф 0. Запишем его в виде

)/ я2 -j- Í?2 ( у sin x + cos x5) 4- с = 0,
/а2 + &2

а затем положим
Л = /02 + 02, ,_____ = cos ср .. .______|Л,2 + 62 т /а2-)-Ь2

(см. п. 127). Уравнение (148.1) примет вид
А sin (х Ц-ф) -г с =0, или sin(x + cp) = —

sin ф

(148.2)А ■
Последнее уравнение имеет решение, если I — с/Л | 1, т. е. если
с I <7 А или с2^а2 + Ь2.

Допустим, что с2^.а2 4-Ô2; тогда общее решение уравнения 
(148.2) имеет вид .

х + ф = яп + (—1)" arcsin (—с/А),
а общее решение уравнения (148.1) запишется так: 

х = яп + (—1)" arcsin (—с/Л) — ф (ft —0, ±1, ±2,
где ф — аргумент (вспомогательный), который находится 
вий зіпф = Ь/Кя2 + Ь2 и cos ф = я/Ко? + Ь2.

Пример Г. Решить уравнение

...),
из усло-

2 sin x—2 cos x ~ 1 —КЗ. 
Решение. Запишем уравнение (148.3) в виде

(148.3)

2 / 2 (-у— sin x 1
/~2

COSX 3.1-) = 1-К
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Положим 1/J/2 = соэф и —1/]/2 = sin <р. Уравнение (148.3) при
мет вид _

2]/2 sin (х + <р) = 1—КЗ,
или

1-sin (х + ф) = ■
2 |Л2

(148.4)

] лГ з
Последнее уравнение имеет решение, ибо —1 < < 0.
В качестве ф можно, например, взять —я/4. Уравнение (148.4) 

1_ т/~з~
имеет решение х + ф = л/г + (—1)" arcsin , откуда получим
общее решение нашего уравнения в виде

1- ]Лз . яX = пп + (—1)" arcsin •

или
х = -£-(4/і+1) + (—1)" arcsin1

4 ' 1 ' 1 ' ' 2 ]/~2"
Пример 2. Решить уравнение

]/3sin3x—cos3x = l.

Решение. Запишем уравнение (148.5) в виде

2 /Т 1 4 ’

(п =0, ±1, ±2, ...).

(148.5)

2 sin Зх—у cos Зх) — 1.

Положим ]/3/2 = соэф и —sinç. Уравнение (148.5) примет вид

зіп(3х + ф) = ѵ. (148.6)

Последнее уравнение имеет решение, ибо 0 <1/2 < 1. В каче
стве ф можно, например, взять —я/6. Уравнение (148.6) имеет 
решение

- І яЗх + ф = л/і 4-(—1)" arcsin у = лп + (—1)" у,

откуда получим общее решение уравнения (148.5) в виде

х = ^ + (- 1)"^ + ^ = Й [(6п+1) + (- 1)п].

Решение уравнения (148.5) другим способом приведено в п. 147. 
Рекомендуем читателю убедиться в том, что множества решений 
этого уравнения, полученные в пп. 147 и 148, совпадают.
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149. Преобразование произведения в сумму или разность.
Рассмотрим уравнения:

sin ах sin ßx = sin ух sin ôx, (149.1)
cos ax cos ßx = cos yx cos 8x, (149.2)
sin ax sin ßx = cosyxcos 6x, (149.3)
sinaxcos ßx = sinyxcos Sx, (149.4)

где a, ß, V и ô — какие-то постоянные коэффициенты. Если числа 
a, ß, у и ô удовлетворяют одному из следующих условий:

a + ß = ±(y + 6) (149.5)
или

а — ß = ±(y-6), (149.6)
то уравнения (149.1), (149.2) могут быть решены с помощью 
приема, основанного на переходе от произведений тригонометри
ческих функций к полусуммам или к полуразностям. Для урав
нения (149.3) условия (149.5), (149.6) заменяются условием

a-ß = ±(y + ö). (149.7)
Для уравнения же (149.4) эти условия заменяются условиями
a + ß = y + 6, a + ß = y— ô, a — ß = y + Ô пли a—ß=y—б.

(149.8)
Рассмотрим, например, уравнение (149.1). Применив к левой и 
правой частям этого уравнения формулу (123.3), придем к урав
нению

cos (а — ß)x — cos (a-(-ß)x cos (y — ô)x — cos (y-f-ô)x /іипп\
2 2 ’ П4У-У)

или
cos (а—ß) X—cos (а + ß) x = cos (y — ô) x—cos (y + 6) x. (149.10)
Если, например, в уравнении (149.1) a + ß = y-j-ô, то (149.10) 
приобретает вид

cos (а — ß)x=cos(y— ô) х. (149.11)

Уравнения типа (149.11) разобраны в п. 146.
Пример. Решить уравнение

sin3xsin9x = sin 5xsin7x. (149.12)
Решение. Применив к левой и правой частям уравнения 

(149.12) формулу (123.3), Получим
cos 6х — cosi 2х cos 2х — cos 12х 

~2 ~ 2 ’
ИЛИ

cos.ßx — cos 2х. (149.13)
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Перенеся cos 2х в левую часть уравнения и применив формулу 
для разности косинусов, получим уравнение

—2 sin 4х sin 2% =0, (149.14)
распадающееся на два уравнения:

a) sin4x = 0 и б) sin2x=0.
Общее решение первого уравнения: х1 = /гл/4 (« — 0, +1, ±2, ...). 
Общее решение второго уравнения: хе= ггл/2 (п = 0, ±1, ±2, ...). 
Так как при ti = 2k мы имеем хх = Ал/2 (£ = 0, ±1, ...) (сово
купность решений хх содержит совокупность решений х2), то 
общее решение уравнения (149.12) можно записать в виде

х = ™ (rt = 0, ±1, ±2, ...).

Рекомендуем читателю самостоятельно рассмотреть уравнения
(149.2) , (149.3) и (149.4).

150. Переход к функциям удвоенного аргумента. Рассмотрим 
уравнения

sin2 ах + sin2 ßx — sin2 ух + sin2 ôx (150.1)
и

cos2ax + cos2ßx = cos2yx+cos2öx, (150.2)
где a, ß, у и ô— какие-то постоянные числа. Если числа а, ß, 
у и ô удовлетворяют некоторым условиям, то уравнения (150.1) 
и (150.2) легко могут быть решены с помощью приема, осно
ванного на выражении квадратов тригонометрических функций 
через тригонометрические функции удвоенного аргумента. Рас
смотрим, например, уравнение (150.1). Применив к его левой 
и правой частям формулу (121.3), придем к уравнению

1 — cos 2ах , 1 — cos 2ßx_1 — cos 2ух , 1 — cos 2<5x
2 ' 2 —' 2 ' 2 ’

ИЛИ
cos 2ахcos 2ßx = cos 2yx + cos 2ôx. (150.3)

Сказанное об уравнении (150.1) относится и к уравнению
(150.2) , ибо оно сводится в точности к уравнению (150.3). В са
мом деле, применив формулу (121.2), получим

l + cos2ax , l+cos2ßx l-j-cos 2yx , l+cos20x 
2 ' 2 “ 2 1 2 ’

ИЛИ
cos 2ax + cos 2ßx = cos 2yx + cos 2ôx. (150.3)

Пример 1. Решить уравнение
sin2 X + sin2 2х = sin2 Зх'ф- sin2 4х.

Решение. Действуя аналогично предыдущему, получим 
1 — cos 2х , 1 — cos 4х 1 — cos 6х ! 1 — cos 8х

2 * 2 — 2 I ~2 ’
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ИЛИ
cos 2х + cos 4х = cos 6х + cos 8х.

Перейдя в последнем уравнении к произведениям по формуле
(125.3), получим

2 cos Зх cos X = 2 cos lx cos x,
или

cos % (cos 3%—cos 7%) =0.
Последнее уравнение распадается на два:

а) cosx = 0,

xt =у (2/1+1), где /і = 0, ±1, ±2, ...;
б) cos3x—cos7x = 0, или 2sin 5xsin 2х = 0,

x2 = -g- и х3 = у, где /г = 0, ±1, ±2, ...

Мы получили три серии решений первоначального уравнения. 
Заметим, что серия решений, записанных с помощью формулы 
хг = у (2/г + 1), входит в серию решений х3=у—она получается
из последней при нечетном п. Следовательно, окончательно 
имеем

х1=-п^/2 и х2 = /гл/5, где п = 0, ±1, ±2, ...
(мы изменили обозначение х3 на xj.

Мы не делаем проверки полученных решений, так как рав
носильность соответствующих уравнений нигде не была нару
шена.

Замечание. Аналогичным приемом при определенных 
условиях могут быть решены и следующие уравнения:

sin2 ах + cos2 ßx = sin2 ух + cos2 ôx, (150.4)
sin2ax—cos2 ßx = sin2 yx—sin2 ôx, (150.5)

sin2 ах + sin2 ßx + sin2yx + sin2 ôx = 2, (150.6)
cos2 ах + cos2 ßx+cos2 ух + cos2 ôx = 2 ( 150.7)

и т. д.
Пример 2. Решить уравнение

cos у x + sin2 -j- х + 2 sin2 у x = cos2 у X.

Решение. Перенеся, sin2(Зх/2) в правую часть уравнения, 
заменим cos2(Зх/2) — sin2(3x/2) на 1—2sin2(3x/2), a 2sin2(5x/6) 
на 1—cos(5x/3). После этого придем к уравнению

COS уХ + 1 —cos у Х = 1 —2 sin“ у X,
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ИЛИ
4 5 О.23 о . 3 .1 п . „ 3COS у X—COS у Х = —2 Sin2 ууХ, 2 Sin у X Sin у Х = 2 Sin2 у X,

. 3 / . 1 . 3 \ „ о . 3 5.2 лSin у X ( Sin у X — Sin у X ) = 0, 2 Sin у X COS у X Sin у X = 0.

Последнее уравнение распадается на три:
3 2а) sinyX = 0, х, = уля;

б) cos у х = 0, х2 = -у- (2л + 1);
2 3в) SÌnyX = 0, Х3 = уЛЯ.

Итак, мы получили три серии решений первоначального 
уравнения:

хх = у ля, х2 =-у-(2л1 ) и Х3 = уля (л = 0, ± 1, ± 2, ...).

Мы не делаем проверки полученных решений, так как нигде 
не нарушали равносильности уравнений..

Рассмотрим уравнение
sin4x-|-cos4x = fl, (150.8)

где а—действительное число.
Воспользовавшись формулой

sin4 х +cos4 X = 1 —Ѵ2 sin2 2х,
перепишем уравнение (150.8) в виде

1—ÿsin22x — а, (150.9,

или
sin2 2х= 2 (1 —я). (150.10)

Последнее уравнение имеет решение, если 0^2(1— а) <1, 
т. е. если В этом случае уравнение (150.10) распа
дается на два простейших уравнения:

sin2x = j/2(l—я) и sìn2x=—И 2(1—я).
Пример 3. Решить уравнение

sin4x + cos4x = y. (150.11/

Решение. Воспользовавшись формулой (119.5), придем к 
уравнению

, I . „о 5 1—— sin-2.v = у ,
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откуда получим sin2 2х = 3/4. Последнее уравнение, а следова
тельно и исходное уравнение, будет иметь общее решение в виде

1 V зпп
X=^-±TarCSln 2-2^6 
Пример 4. Решить уравнение

sin4 X + COS'1 X =4-

Л/2 . Я і А i 1 i А± -R- (» = 0, ± 1, ± 2,

(150.12)

Решение. Воспользовавшись формулой (119.5), придем к 
уравнению

1-у sin2 2% = 4-,

из которого получим sin2 2х= 16/9. Последнее уравнение, а сле
довательно, и уравнение (150.12), решения не имеет, ибо не вы
полнено условие I sin 2% I 1. В этом случае а = и не выпол
нено условие Vü^a^l, необходимое для существования реше
ния уравнения (150.12).

Замечание. Примеры 3 и 4 можно было решать, используя формулы 
(121,3) и (121.2). В этом случае мы бы имели

... , /1—cos2x\2 г і cos 2х\ 2 1-І-cos2 2хsin4x + cos4x=^----- 2------) ------) ="2------- *

Вместо уравнения (150.11) мы получили бы 
1 , cos2 2х 5 или cos2 2х = -т-. 4

Вместо же уравнения (150.12) мы получили бы уравнение cos22x=—?/0, кото
рое решения не имеет.

151. Решение уравнения типа tg ax+tg ßx = tg yx-|-tg &x.
Рассмотрим уравнение

tgx + tg4x = tg2x + tg3x. (151.1)
Решение. Применив формулу (125.5) для суммы тангенсов, 

получим новое уравнение:
sin 5х sin 5х

cos X cos 4х cos 2х cos Зх '
Перенесем все члены уравнения в левую часть:

sin 5х (cos 2х cos Зх— cos х cos 4х) 
cos X cos 2х cos Зх cos 4х 0. (151.2)

Преобразуем числитель, воспользовавшись формулой (123.2):
sin 5х ^4 cos 5х-1—— cos X—4 cos 5х —cos Зх j

или
cos X cos 2х cos Зх cos 4х

sin 5х (cos X — cos Зх)
cos X cos 2x cos Зх cos 4x

8 ’

=0,

= 0.
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Заменив разность косинусов по формуле (125.4), будем иметь 
2 sin 5х sin 2х s'in х

cos X cos 2х cos Зх cos 4х = 0. (151.3)

Приравняв нулю числитель дроби в левой части уравнения
(151.3), получаем

sinxsin 2xsin 5% = 0. ((151.4)
Последнее уравнение распадается на три уравнения, которые 
дают следующие три серии решений:

1) sinx = 0; х = /ія;
2) sin2x = 0, х = гая/2;
3) sin5x = 0, х = пя/5.
Заметим, что первая серия решений х = /гя входит во вторую 

х = пя/2 при четных ii, т. е. при п = 2т. Поэтому общее решение 
уравнения (151.4) состоит из двух серий:

х — пп/2 и х = /гя/5.
Проверка. Заметим следующее:
1) уравнения (151.1) и (151.3) эквивалентны, поэтому мы 

можем делать проверку полученных решений, подставляя их 
в уравнение (151.3);

2) проверку решений можно делать в общем виде, а можно, 
используя нечетность и периодичность функций, входящих в 
уравнение (151.3), делать проверку только тех решений, кото
рые попали в отрезок оси Ох, равный половине периода (в нашем 
случае период равен я и в качестве такого отрезка можно, 
например, взять отрезок [0, я/2]). Продемонстрируем оба спо
соба проверки. (Будем проверять решения, подставляя их в 
уравнение (151.3), эквивалентное уравнению (151.1).)

а) Проверяем решения в общем виде.
. 5ля . . ля

sin —g— Sln лл Sln -2~
1. х — пп/2. Вычислим -------------------- 5—---------- . Дробь не

' ЛЯ оЛЯ с,
cos -g— cos ля cos —2— cos 2nn

имеет смысла при нечетном п(п = 2т-\-1), ибо тогда cos(яя/2) = 0. 
При четном же п (п = 2т) она обращается в нуль. Следовательно, 
в качестве решений уравнения (151.1) нужно оставить следую
щую серию решений: х=тл (/п = 0, ±1, ±2, ...).

. 2ля . ля sin ЛЯ Sin—g—Sin —g—
ВЫЧИСЛИМ ----—------ --------------------7TT- • Дробь об-ля

"5"2. х = ля 2лл Зля 4ляcos —=— cos —?— cos —cos —=— 5 5 5 5
ращается в нуль при любом п. (Знаменатель дроби ни при 
каком п в нуль не обращается.)

Итак, объединяя полученные результаты, получим оконча
тельно, что уравнение (151.3), а следовательно и первоначаль
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ное уравнение (151.1), имеет две серии решений: х1 = /лл и 
л'.2 —тл/5, которые можно объединить в одну серию х = &л/5 
(& = 0, ±1, ±2, ...). (При k = 5/?г первая серия решений состав
ляет часть второй серии.)

б) Проверяем отдельные решения, лежащие в отрезке [0, л/2].
Из серии х = лл/2 в отрезок [0, л/2] попадают следующие 

значения х: 0 и л/2.
Из серии х = лл/5 в отрезок [0, л/2] попадают следующие 

значения х: 0, л/5 и 2л/5.
Переходим к проверке этих значений. (Будем проверять реше

ния, подставляя их в уравнение (151.3), эквивалентное уравне
нию (151.1).)

1) х = 0. Тогда 0/1 = 0. Следовательно, х = 0—корень нашего 
уравнения.

2) х = л/2. При этом значении xcosx (и cos3x) обращается 
в нуль, и левая часть уравнения теряет смысл. Следовательно, 
х = л/2 не является корнем уравнения (151.1).

3) х = л/5. /Имеем---- - ----- 2л~—Зл-------4л =0‘ Следовательно,
cos -=- cos -=- COS COS 5 5 5 5

х = л/5—корень уравнения (151.1).
4) х = -^. Получаем ---- -------- 4д° 6л----- ^=0. Следова-

COS -=- COS COS -=- COS -=- 5 5 5 5
тельно, х = 2л/5—корень уравнения (151.1).

Итак, из серий предполагаемых решений х = лл/2 и х = лл/5 
исключаются значения л/2, —л/2 и вообще значения вида 
у(2т+1), где лг = 0, ± 1, ±2, ...

Объединяя полученные результаты, найдем окончательно, что 
уравнение (151.3), а следовательно, и первоначальное уравнение 
(151.1), имеет две серии решений: x¡ = mn и хг = тл/5, которые 
можно объединить в одну серию X = /гл/5 (Ä= 0, ± 1, ±2, ...).

Заметим, что решить это уравнение удалось благодаря опре
деленному соотношению между аргументами тангенсов (х + 4х= 
=2х + 3х). Поэтому большой общности наш прием, как и сход
ные приемы, показанные ранее в пп. 149, 150, не имеет.

152. Применение подстановок sin х ± cos х =У- Если в три
гонометрическое уравнение входят только выражения sinx+ 
+COSX и sin2x или sinx—COSX и sin2x, то, применив подста
новку sinx + cosx=z/ или sinx—cosx = z/, можно получить 
уравнение относительно у.

Пример. Решить уравнение
COSX—sinx — sinxcosx = 0. ' (152.1)

Решение. Введем новую неизвестную у, положив 
COSX — sin X = у. (152.2)
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Возведя обе части равенства (152.2) в квадрат, получим cos2x— 
— 2sinxcosx + si'n2x = ¿/2, откуда будем иметь

sin X cos x = -g-(l— г/2). (152.3)

Подставив (152.2) и (152.3) в (152.1), получим уравнение отно
сительно у.

z/2 + 2í/—1=0. (152.4)
Корни уравнения (152.4):

г/! = —1+К2 и £/а=— 1— /2.

Возвращаясь к тригонометрическим функциям, 
уравнения: _

cos X—s¡nx = j/2—1, 
cosx—sinx = —Y2 — 1,

получаем два

(152.5)
(152.6)

которые решаются так:
1) cosX—sinx — Y% — К

К2 cosx—^sinx) =/2-1,

cos(x + |)=^. (152.7)

Так 'как /7-і
“/2

< 1, то уравнение (152.7) имеет решение

х\ = 2/гя ± arccos
/2—1

/2
л
Т ’

где п = 0, ± 1, ± 2, ..._
2) cosX—sinx =—/"2— 1.
Действуя аналогично предыдущему, придем к уравнению

cos(-x + A) = -^±i. (152.8)

Уравнение (152.8) решения не имеет, так как
/2+1
/2 <-1.

Итак, уравнение'(152.1) имеет решение
х = 2пп ± arccos 1 — , где п = 0, ±1, ±2, ...

153. Системы тригонометрических уравнений. Напомним, что 
решением системып уравнений с п неизвестными Xj, х2, ..., хп 
называется такая совокупность и чисел (xj, x?, ..., х”), которая 
обладает тем свойством, что, будучи подставлена в каждое из
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уравнений системы, обратит его в верное числовое равенство. 
В этом определении слово «решение» нужно понимать не как 
слово, определяющее процесс действий, которое мы производим 
над системой уравнений, а как слово, заменяющее слово «корень» 
(«ответ») в случае одного уравнения с одной неизвестной. Заме
тим, что возможны следующие случаи:

1) система не имеет решения,
2) система имеет конечное число решений, . .
3) система имеет бесконечное множество решений.
Перейдем теперь к рассмотрению систем тригонометрических

уравнений, ограничиваясь отдельными примерами.
Пример 1. Решить систему уравнений

f sinx + sin г/= 1, (1531)
1 x + í/ = n/3.

Решение. Левую часть первого из уравнений системы 
преобразуем в произведение:

Sin X + sin у = 2 sin —cos .

Воспользовавшись тем, что х + у = п/3, мы от системы (153.1) 
перейдем к эквивалентной ей системе

/ X—у cos * ■ 1,2 ’ (153.2)
х + г/ = л/3.

Первое из уравнений системы (153.2) дает х—у = 4лп. Мы при
ходим к бесконечному множеству систем 

X—у = 4пп, 
х-\-у = л/3,

(153.3)

где п = 0, ±1, ±2, ...
Зафиксируем какое-либо п и решим систему (153.3). Получим 

решение х„ = 2пл + л/6, = зт/6—2ші. Так как п может меняться
и принимать бесконечное множество значений 0, ±1, ±2, ..., 
то и система (153.1) имеет бесконечное множество решений

(2/гл + я/б, л/6—2пп).
Проверка. Проверим, что решением данной системы яв

ляется любая пара чисел вида хп—2пп + п/6 и уп = п/5—2пп. 
Подставив соответственно значения хп и уп вместо значений х 
и у в каждое из уравнений системы (153.1), придем к очевидным 
равенствам

{ sin [2пп + -£■)H-sin (у — 2nnj = sin 4-sin ^• = 4’+ 4 =

Ì 2яя + £ + £-2/ш = |.
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Итак, система (153.1) имеет бесконечное множество решений 
(х„, Уп)< где = 2пя 4-я/6 и уп = п/&—2пя.

Пример 2. Решить систему уравнений
sin х —sin у ——1,2, 

х + # = я/3. (153.4)

Решение. Действуя аналогично предыдущему, придем к си
стеме, эквивалентной данной:

( Х—У 1 п cos-2^ = —1,2,

х + у = я/3.
(153.5)

Эта система не имеет решений, так как | cos не может быть

больше 1.
Ответ. Данная система уравнений не имеет решений. 
Замечание 1. Примеры 1 и 2 являются частными слу

чаями системы
( sin % sin у— а, 
( х + у = Ь.

Система (153.6) сводится к эквивалентной системе 

2 sin у cos уу = а,
( . x + y = b.

(153.7)

Последняя система (153.7) может иметь бесчисленное множество 
решений, а может не иметь ни одного. Рекомендуем читателю 
в общем виде провести самостоятельно исследование различных 
случаев.

Замечание 2. Систему (153.6) можно было бы решать и 
методом подстановки, например, так: а) у выразить через х из 
второго уравнения, т. е. написать у = Ь—х; б) у = Ь—х подста
вить в первое уравнение системы (153.6) и записать его так: 
(1—cosi?) sinX + sinb cosX — a. В этом случае даннйя систе
ма (153.6) заменилась бы эквивалентной ей системой

( (1—cosò) sin x'4-sin b cósx = a, ,.„o\
I x-\-y = b. ' ' '

Замечание 3. 
стемы

Аналогично предыдущему решаются и си-

или

Í sinx ± sin у = а, 
I X ± у =Ь

( cos X ± cos у— а, 
1 х±у=Ь.

(153.9)

(153.10)
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Замечай и е 4. Система вида
sinx + cosy = a,

х+У = Ь ѵ
(и аналогичные ей) сводится к рассмотренным выше системам, 
если воспользоваться формулами приведения, положив, напри
мер, sinx = cos(n/2—х) или cosy = sin (л/2—у).

Пример 3. Решить систему уравнений

X-¡-y = ü. .
Решение. Левую часть первого уравнения преобразуем по 

формуле
sin л sin y = ÿ [cos (x—y)—-cos (x + y)]

и используем второе уравнение. После указанных преобразова
ний система (153.12) заменится эквивалентной ей системой

/ cos(x—у) — 2а 4- cosò,
1 х + у =

Эта система имеет решение, если 12а + cosò | 1. В этом случае
имеем

I х—у = 2?гл ± arccos(2fl-rcosb),
ì х + у = Ь,

откуда получаем совокупность решений (х„, у„), где 

х„ = л/г + у ± arccos (2й + cos b)
и

уп = у—л/г arccos (2û -j- cos b).

Замечание 5. Аналогично решаются системы 
i cos X cos у = а,
I X ± у = Ь

или
I cos X sin у = а,
I х± у = Ь.

Пример <*4. Решить систему уравнений 
1 cos2x + cos2y = o,
I x-¡-y = b.

Решение. Воспользовавшись формулами 
і -(- cos 2х „ і •

(153.13)

(153.14)

(153.15)

(153.16)

cos-х И COS“ у:
■ cos 2у

2
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(ср. с формулой (121.2)), получим систему, эквивалентную данной:
cos 2x + cos 2z/ = 2 (а— 1), 

2x + 2í/ = 2b. (153.17)

Система (153.17) решается так же, как система из примера 1. 
Пример 5. Решить систему уравнений

tgxctgy = 2, 
х + у = я/3. (153.18)

Решение. Первое уравнение запишем в виде пропорции:
tgA_ 2
tg у 1

Предполагаем пока, что tg у Ф 0. Образуем теперь производную 
пропорцию:

tgX —tg у ^2—1 
tg x+tg y 2+1 • •

Пусть tg X + tg y 0. Из последней пропорции получаем
sin (х—у) _ _l_
sin (X -T~y) 3

Предполагаем, что cosxcosy#=0. Воспользовавшись вторым 
уравнением данной системы, придем к системе

sin (х- 
X ■

-у)=Уз/б, 
- у = я/3. (153.19)

Решая первое уравнение, получим
x—у= яп + (—1)" arcsin (Кз/6).

Мы приходим к бесконечному множеству систем
Í x—у = ті~(—1)" arcsin (]/ З/б), 
\х + у = л/3,- (153.20)

где zi —0, ±1, ±2, ...
Решая каждую из систем (153.20), получим

уп-

ля , 1Ч_ 1 . /З
— + (—!) -у arcsin-у-

ля ... 1 ■ /з-!)"• у arcsin —g—
(153.21)6

Я

Проверим теперь, являются .ли решения (153.21) решениями 
первоначальной системы. Второе уравнение данной системы обра
щается сразу в справедливое равенство х„-Ні/л = я/3, л/3 = я/3. 
Подставим теперь х„ и у„ в первое уравнение системы (153.18),
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получим
Я , ЯП

tg
, Пп 1 . У з

2" -г (—1)" у arcsin -?g— 

я
X ctg

X'

лл , 1 . УзF-(-l)"yarcsin-?g-

Рассмотрим два случая.
Случай I. /і = 2т — четное число. Имеем 

• = tg (у + тп + у arCsin -Ç-) =

, , л . 1 . У 'з
= t8' fi- + varcsln-тг-

/tg (-

У'з /і-Ч^-tg -т-

1 . Уз \2 arcsln 6 )

• arcsin

У 3

Обозначим а = arcsin (/з/б). Следовательно,

У 3sina : и cosa /ТГ
12 2 УЗ '

1+/33/6 6+/33

/Э/3 + 2/З—/ГГ 7 Уз — 3 /ГГ /ТГ— Уз

Напомним, что tgy = 1- _^l"0“c¿ ■ В нашем случае имеем

tg (у arcsin-Ç-) = тт+7=7Г = р = 2 УЗ — /ТГ.
Тогда 

А =
/ 3 /зз—3(2 /з—/ТГ)

ß = ctg -у—тл—ёг arcsin О 2
з

— tg arcsin - 6

/ 3 
6

/3

= cts (у~Tarcsin -yì) = 

, , Уз (2 /з—/ТТ))

/ З 1 У З У З-tglyarcs.n 6 -(2 / 3-/11)

9— /33 /11+ /З
З /ТГ-5 / З

Теперь имеем AB = 2, т. e. tg xn ctgyn = 2.
Случай II. n = 2m+l — нечетное число. Имеем

. / я . , я 1 У з \ ,/я.я 1 .. У з \tg у + пт + 2— У arcsin — ) = te + У -у arcsin Л-) =

= - ctg arcsin 4і) = - Кі14КЗ-
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Аналогичным путем получим

ctg Угт+і =
УТТ-Г з

2

Следовательно, tg x2m+1 ctg у2т+1 = 2. Итак, решения (153.21) 
являются решениями данной системы.

Исследуем теперь особые случаи, которые мы временно исклю
чили из рассмотрения.

1) Корни уравнения tgí/ = O, т. е. числа вида уп = гм, не 
могут входить в решения нашей системы, ибо ctg «я не суще
ствует. Следовательно, предположив, что tgz/^O, мы не поте
ряли решений данной системы.

2) Мы предположили также, что tg х + tg у =/= 0. Если бы 
могло выполняться равенство tg х + tg у = 0, то мы имели бы tg X = 
=— tg У, но tg X — 2 tg у. Мы пришли к противоречию, ибо у нас 
tgz/=#O. Следовательно, предположив, что tg х + tg у =/= 0, мы 
не потеряли решений данной системы.

3) Мы предположили также, что cosxcosy^O. Допустим те
перь, что cos X cos у = 0. Это возможно, если, например:

а) cosx = 0. Но в этом случае не имеет смысла tgx, входя
щий в первое уравнение данной системы.

б) cosy = 0. Но это тоже невозможно, ибо в противном слу
чае мы имели бы ctg у = 0, а мы должны иметь tgx ctg у = 2.

Следовательно, предположив, что cos х cos z/0, мы не по
теряли решений данной системы.

Итак, система (153.18) имеет бесконечное множество решений 
(х„, у„), где

х" = -б +T + (-t) "•yarcsm-g- 
и

я яя , , ..„х, 1 . Уз
i/n = -ß---- ¿“-H— 1)п+1--g- arcsin -tC—.

Пример 6. Решить систему уравнений
7 . , . 1 + Узi sinx + smi/ = -¡y—,
i . і+ УзCOS X + cos у =  .

(153.22)

Левые части уравнений преобразуем в произведения; полу
чим новую систему, эквивалентную данной:

Í 2si„ï±ïcosi=-’'=2+_e,

V 2cos-ÍJcqs Ід, 1+2Кз .
(153.23)
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Предположив, ЧТО cos—у^-cos 5^ 0, поделим почленно пер
вое уравнение системы (153.23) на второе. Получим уравнение

= 1, (153.24)
из которого находим

£±£ = /гл+у. (153.25)

Подставим (153.25) в первое уравнение системы (153.23):

2 sin ( пп +-£-1 cos Ң---- .

Заметим, что sin (/іл + л/4) = (—1)" sin (л/4) = (—l)"j/"2/2. После 
этого (рудем иметь

cos£?=(-1)"-T7T-- <153-26)
Решив уравнение (153.26), получим

Цу = 2£л± arccos (—1)" • (153.27)

Для отыскания х и у нужно теперь решить бесконечное множе
ство систем

¡ х + г/ = 2лп + у,
¿ 1 + Кз ' (153-28)

X—у = 4йл ± 2 arccos (—1)" ’

которые получаются при различных комбинациях п и k (л и k 
независимо друг от друга могут принимать значения 0, ±1, +2, 
±3, . . .). Считая п и k фиксированными, решим систему (153.28). 
Сложив два уравнения системы (153.28), получим

2х — 2пп + 4£л + у ± 2 arccos (— 1 )" >

откуда
х = пп Ц-2/гл4-у ± arccos (—1)" 1 •

Вычитая второе уравнение из первого, будем иметь 

2у = 2пп—Akn + у + 2arccos (—1)" ,

у = л ti—2&л -{у + arccos (— 1 )" {■■



153] § 3. ЧАСТНЫЕ ПРИЕМЫ РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЙ 373

Итак, система (153.22) имеет бесчисленное множество решений 
(х„,к уп,„), где

x„tli=nn + 2kn + -J ± arccos (— 1)" 'Г1-X-3 ,
(153.29)о, . л _ / 1 + V 3 '

—2Æjt+4-+ arccos (—0 2Ÿâ •
Замечание 6. Предположив, что cos cos о, мы

не потеряли решений системы (153.22), ибо те х и у, при кото
рых COS^i^ = 0 ИЛИ COS ^2-^ = 0, не являются решениями сис
темы (153.23), а следовательно, и решениями эквивалентной ей 
системы (153.22).

Замечание 7. Можно показать, что arccos 1 —-У ;
2 /2 12

После этого формулы (153.29) можно несколько упростить. Напри
мер, для четных п (п = 2т) будем иметь

х2т,к = 2пт + 2kn + 7 ± §.
(153.30)

k УїП'Ь = 2пт—2kn + т + Ї2 ’

где m = 0, ±1, ±2, ... и k = 0, +1, ±2, ...
Замечание 8. В заключение укажем некоторые частные

решения системы (153.22). Положив, например, в (153.30) т — 0 
и & = 0, получим

X0,0
я i я я 
У + І2 = У ’

я я я 
Уо.о = -4— Î2 = "6

и
я я я

хо,о =~4 J2 = у ’ i/o.о
я. i я я 
Т + І2 = У •

Замечание 9. Система (153.22) является частным случаем 
системы

sinx + sin у = а, 
cos X + cos y = b.

Рекомендуем читателю самостоятельно решить 
исследование различных случаев системы (153.31).

(153:31) 

и провести

У пражнения

Решить уравнения: _ _
1. 2 sin х+2 cos х= 1 —(- Ѵ^З . 2. Уз sin х+ cos jc= '|/'2. 3. sin Х+ cos x = 

— —1. 4. 1^3 sin x+ cos X— 1. (Сравнить с ответом, который получился при 
решении этого же уравнения (упражнение 22 к § 2) способом, указанным 
в § 2 настоящей главы.) 5. sin Зх— Ѵ^З cos Зх= 1. 6. sin5хsin Ilx = sin7xsin9x.
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7. sin 6х sin 2x = sin 13xsin9x. 8. cosGxcos 12x=cos8xcos lOx. 9. cos7xcos3x = 
= cos 14xcos lOx. 10. sin 8x sin4x = cos x cos 3x. 11. sin 12xsin7x = cos 10xcos5x. 
12. sin 9x cos 4x= sin 15x cos 2x. 13. sin lOx cos 5x = sin 8x cos 7x.
14. sin llx cos 6x = sin 9x cos 4x. 15. sin4x+cos4x = 7/8. 16. sin4x+cos4x = 1/8.

17. cos22x+cos23x = cos2x+cos24x.
18. sin2 2х+ sin2 3x+ sin2 4x+ sin2 9x = 2.
19. sin6 x+cos°x = 0,25. 20. sin4 x+ cos4 x = -^- sin 2x.
21. tgx+tg2x+tg3x = 0. 22. tgx+tg2x — tg3x = 0.

Решить следующие системы уравнений:

24. /
1

sin x-f-sin у— 1,
х+у=я/2. 25.

26. { COS X-f- COS У=3І2, 
x—y = &Q°. 27.

28. { sin2x — sin2 и = 0,75,
X—ÿ=60°. 29.

30.
{ sin X + sin y = ( '/'з 4-2)/2, 

cos x+ cos y = 1lz.
31.

sin x+sin у — —3/2, 
х+у==я/2.

cos X cos у — a, 
x+y=b.

tgxctgy = 3, 
х+г/ = я/6.

sin X + sin y = '4i, 
cos x+cos y= 1^3/2.

§ 4. Решение тригонометрических неравенств

154. Простейшие тригонометрические неравенства. При реше
нии тригонометрических неравенств мы будем использовать свой
ства монотонности и графики соответствующих тригонометри
ческих функций, а также тот факт, что основной период функций 
sinx и cos X равен 2зт, а основной период функции tgx равен л.

I. Неравенство вида

sinx^sa. (154.1)
Если а> 1, то неравенство (154.1) не имеет решений, а если
—1, то неравенству (154.1) удовлетворяет любое х. Поэтому 

интерес представляют случаи, когда
0<а^1 или ■—1<а^0.

Рассмотрим один из случаев.
1) Решить неравенство

sinx^a, где 0<а^1.

Решение. Рассмотрим отрезок [0, 2л] оси Ох. На рис. 127 
(стр. 319) видно, что неравенству sinx^a удовлетворяют все х, 
лежащие в отрезке [хх, х3]. Так как хг = arcsin а и ха = л — 
■—arcsin а, то решение данного неравенства на отрезке [0, 2л] 
имеет вид

arcsin а^х л—arcsin а.
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Учитывая, что функция z/ = sinx периодическая, с периодом, 
равным 2я, мы получаем, что sinx^ß во всех отрезках вида 

[2/ія + arcsin а, (2п + 1)я—arcsinß], где п = 0, ±1, ±2, ...
II. Неравенство вида

sinx^ß. (154.2)
Если ßi> 1, то неравенству (154.2) удовлетворяет любое х, а если 
д<—1, то неравенство (154.2) не имеет решений. Поэтому инте
рес представляют случаи, когда

0<ß<l или —l^ß^O.
Рассмотрим один из случаев.

2) Решить неравенство
sinx^ß, где 0<ß<l.

Решение. Рассмотрим отрезок [х2, х3] длины 2я (рис. 127 
на стр. 319). Видно, что данному неравенству sinx^ß удов
летворяют все X, лежащие в отрезке [х2, xj. Заметим, что 
Xj = arcsin а, а х2 = —я—arcsin а. Следовательно, на отрезке [х2, х3] 
решение данного неравенства имеет вид

— я—arcsinfl^x  ̂arcsinß.
Учитывая, что функция z/ = sinx периодическая, с периодом, 

равным 2я, мы получаем, что sinx^ß во всех отрезках вида
[(2я—1)я—arcsinß, 2/гя ¿-arcsinß], где /г = О, ±1, ±2, ...

III. Неравенство вида
cosx^ß. (154.3)

Если fl> 1, то неравенство (154.3) не имеет решений, а если 
ß^—1, то неравенству (154.3) удовлетворяет любое х. .Поэтому 
интерес представляют случаи, когда

0<ß^l или —l<ß^0.
Рассмотрим один из случаев.

3) Решить неравенство
cosx^ß, где 0<ß^l.

Решение. Рассмотрим отрезок [—я, я] оси Ох. На рис. 129 
(стр: 321) видно, что неравенству cosx^ß удовлетворяют все х, 
лежащие в отрезке [х2, xj. Так как хг = arccos а и х2 = і—arccos а, 
то решение данного неравенства на отрезке [—я, я] имеет вид

i— arccos а <1 х arccos а.
Учитывая, что функция z/ = cosx периодическая, с периодом, 
равным 2я, мы получаем, что cosx^ß во всех отрезках вида
2/гя—arccos ß X 2/гя-|-arccos ß, где /2 = 0, ±1, ±2, ...
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IV. Неравенство вида
cosx^a. (154.4)

Если а^І, то неравенству (154.4) удовлетворяет любое х, а если 
а <—1, то неравенство (154.4) не имеет решений. Поэтому инте
рес представляют случаи, когда

0<а<1 -или ■—І^а^О. ■
Рассмотрим один из случаев.

4) Решить неравенство
cosx^a, где 0<а<1.

Решение. Рассмотрим отрезок [0, 2л] оси Ох. На рис. 129 
(стр. 321) видно, что данному неравенству cosx^a удовлетво
ряют все X, лежащие в отрезке [хп х3]. Так как x¡ = arccos а 
и х3 = 2л—arccos а, то решение данного неравенства на отрезке 
[О, 2л] имеет вид

arccos а х 2л— arccos а.
Учитывая, что функция z/ = cosx периодическая, с периодом, 
равным 2л, мы получаем, что cosx^a во всех отрезках вида 
[2лл + arccos а, 2(/г+1)л—arccos а], где /г = 0, ±1, ±2, ...

V. Неравенство вида
tgx>a. (154.5)

Так как функция г/= tgx принимает значения в интервале 
(—оо, +оо), то неравенство (154.5) имеет решение при любом а. 
Рассмотрим пример.

5) Решить неравенство
tg X ^а, где а > 0.

Решение. Рассмотрим отрезок [— л/2, л/2] оси Ох. На 
рис. 131 (стр. 323) видно, что данному неравенству igx^a 
удовлетворяют все X, заключенные в пределах

х1^х<л/2.
(При х = л/2 не существует tgx.) Так как x^arctgc, то реше
ние неравенства (154.5) на отрезке [—л/2, л/2] имеет вид

arctg а <1 X < л/2. •
Учитывая, что функция z/ = tg,r периодическая, с периодом, 
равным л, мы получаем, что tgx^a всюду, где

пл + arctg а х < пп ф- л/2,
где н = 0, ±1, ±2, ...

VI. Неравенство вида
(154.6)
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Так как функция у = tg х принимает значения в интервале 
(—оо, +оо), то неравенство (154.6) имеет решение при любом а.

Рассмотрим пример.
6) Решить неравенство

tg X а, где а > 0.
Решение. Рассмотрим отрезок [—я/2, я/2] оси Ох. На 

рис. 131 (стр. 323) видно, что данному неравенству tgx^û 
удовлетворяют все х, заключенные в пределах — я/2 <х^хѵ 
Так как x^arctga, то. решение неравенства (154.6) на отрезке 
[—я/2, я/2] имеет вид—я/2 < x<i arctga.

Таким образом, неравенство tgx^ а удовлетворяется во всех 
интервалах вида

(kn—Tí/2, fort+arctgа).
155. Примеры тригонометрических неравенств, сводящихся 

к простейшим.
Пример 1. Решить неравенство

4 sin2 X—8 sin X + 3 0.
Решение. Обозначив sin х через t, придем к следующему 

квадратному неравенству:
4/2—8/ + 3>0,

Это неравенство удовлетворяется при /^1/2 и Поэтому
все решения первоначального неравенства должны удовлетво
рять либо неравенству sinx^1/,, либо неравенству sinx^3/2.

Неравенство sinx^1/, имеет следующее решение:
7 зх2пя—-g-ях^ 2/гя+-^- ,

где п = 0, ±1, ±2, ... Неравенство же sinx^3/a решений не 
имеет.

Следовательно, решение первоначального неравенства совпа
дает с решением неравенства sinx^1/2.

Пример 2. Решить неравенство
2cos22x—cos2x—1 <0.

Решение. Обозначив cos2x через t, придем к следующему 
квадратному неравенству:

2/2—t—1<0.
Это неравенство имеет место при •—1/2<¿<1. Возвращаясь 
к cos2x, получим неравенства

—Ѵо < cos 2х < 1.
Обозначив 2х через г, получим неравенства 

—Ѵ». < cos г < 1.
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На отрезке [—л, л] последние неравенства имеют Следующие 
решения:

—уЯ <z<0 и 0 < z < у л.

На всей же числовой прямой Ог эти неравенства имеют решения
2 2 2ял—у л < г < 2ял и 2яя.< г < 2я.лф-у я.

Возвращаясь к неизвестной х, получим

ял — у < X < ял и ял < X < ЯЛ + у , где п— 0, ±1, ±2, ...

Рекомендуем читателю построить график z/ = cosx и решить 
графически неравенства —Va < cos х < 1 •

Пример 3. Решить неравенство 
|tgx|> */3.

Решение. Рассмотрим отрезок 
[—л/2, я/2] оси Ох. Нарис. 140 вид
но, что данному неравенству | tgx | > 4/3 
удовлетворяют все X, заключенные в 
пределах

— л/2 < X < — х0 и х0 < X < л/2
(tgx не существует прих = —л/2их = 
— л/2). Так как х0 = arctg(4/3), то реше
ние данного неравенства на отрезке 
[—л/2, л/2] имеет вид

— л/2 < х < — arctg (4/з) 
и

arctg (Ѵз) <х< я/2.
Учитывая, что функция у = | tg х| периодическая, с периодом, 
равным л, мы получаем, что | tg х | > Ѵ3 всюду, где

ял—у <X < ял—arctgy и ял + arctgy <х < ял + у, 
где я = 0, ±1, ±2, ...

Упражнения

Решить неравенства:
1. sinx>Va- 2. sinx 

tgx Sa /3/3. 6.5. r
8. 6 sin2 2х + 5 sin 2хф- 1

< /3/2. 3. cos X >—Vj. .4. cosx< ]/
tgx<2/3. 7. 6cos2x— llcosx + 4

0. 9. |tgx|< i/6. 10. I tg 4x I > Va.



Часть вторая

ГЕОМЕТРИЯ

Глава XIII

ОСНОВНЫЕ понятия
§ 1. Точка, прямая, плоскость. Фигуры и тела

156. Точка. Прямая. Луч. Отрезок. Некоторые простейшие 
понятия геометрии, такие, как ’ точка, прямая и плоскость, 
не могут быть определены с помощью иных, более простых поня
тий; они являются отправным пунктом при изложении геомет
рии.

На наших чертежах точки обозначаются прописными, а пря
мые—строчными буквами латинского алфавита.

Кроме прямых рассматриваются также кривые линии (напри
мер, окружность). Линия (прямая или кривая) состоит из 
бесчисленного множества точек. Понятны выражения: «точка А 
лежит на линии а» или «линия а проходит через точку Л».

Прямая обладает следующими свойствами. Через две раз
личные точки проходит единственная прямая. Как следствие, 
две прямые могут иметь не более одной общей точки. Две 
различные прямые, имеющие общую точку, пересекаются в 
ней. Поскольку две точки определяют прямую, проходящую 
через них, то прямую также можно
обозначать так: прямая АВ, пря- Р_____ М.______ Р______ Q
мая PQ. а

Точка М, лежащая на пря- Рис. 141.
мой а (рис. 141), разбивает ее на
две части. Каждая из этих частей называется полупрямой 
или лучом. Точка М служит началом каждого из этих лучей. 
Две точки М и N разбивают прямую на три части: два луча МР 
и NQ и отрезок MN. Сформулируем определения понятий луча 
и отрезка. Лучом называется часть прямой, ограниченная одной 
из ее точек. Отрезком называется часть прямой, заключенная 
между двумя ее точками. Без доказательства принимается свой
ство: если на прямой даны три различные точки, то из них 
одна и только одна лежит между двумя другими, т. е. при
надлежит отрезку, ограниченному ими.
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157. Плоскость. Фигуры и тела. Легко представить себе 
поверхность как границу тела: плоская поверхность стола, сфе
рическая поверхность мяча, цилиндрическая поверхность трубы. 
Но такое представление неполно. Возьмем тонкую замкнутую 
проволоку изогнутой формы и опустим ее в мыльную пену. 
" извлечем из пены, то увидим, что про

свет в проволочном «кольце» затянут 
тончайшей мыльной пленкой. Правиль
но представлять себе поверхность имен
но как такую пленку (но лишенную 
всякой толщины).

Важнейшая и простейшая поверх
ность—плоскость. Напомним основные 
свойства плоскости. Прямая, две точки 

которой лежат в плоскости, вся лежит в этой плоскости (т. е. все ее 
точки лежат в плоскости). Следовательно, если прямая не лежит 
в плоскости, то она может иметь с ней не более одной общей 
точки (точка. пересечения прямой и плоскости). Через три 
точки, не лежащие на одной прямой, всегда можно провести 
плоскость (и притом только одну). Через прямую и точку, не 
лежащую на этой прямой, можно провести плоскость, и притом 
единственную. Через две пересекающиеся прямые можно про
вести плоскость, и притом единственную. Если две плоскости 
имеют общую точку, то они имеют и общую прямую, проходя
щую через эту точку (линия пересечения двух плоскостей), либо 
совпадают целиком.

Прямая т, лежащая в плоскости, разбивает ее на две 
части — полуплоскости (рис. 142); точки этой прямой п только 
они являются общими точками обеих полуплоскостей. Если А — 
точка одной полуплоскости, а В—другой, то отрезок АВ пере
секает границу т полуплоскостей в некоторой точке С, лежа
щей между А и В.

Плоскости задаются тремя точками и обозначаются часто 
так: плоскость АВС или PQR и т. д. Иногда бывает удобнее 
обозначать плоскость одной буквой греческого алфавита (мы 
используем строчные буквы второй половины алфавита: X, 
р,, V, . . .).

Под фигурой обычно понимают некоторое сочетание опреде
ленным образом расположенных в одной плоскости (а иногда 
и в пространстве) элементов: точек, прямых, лучей, отрезков 
(иногда и плоскостей).

Под телом понимают обычно часть пространства, ограни
ченную какой-либо замкнутой поверхностью. Так, конус — тело, 
ограниченное конической поверхностью с боков и плоским круг
лым основанием снизу. Куб — тело, ограниченное шестью квад
ратными гранями, и т. д.
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Курс геометрии традиционно подразделяется на планимет
рию и стереометрию; в планиметрии рассматриваются свойства 
различных фигур (треугольников, многоугольников, окруж
ностей), лежащих в одной плоскости. В стереометрии изучаются 
свойства пространственных фигур и тел.

158. _Угод, Рассмотрим в плоскости два луча ОА и OB 
(рис. 143), исходящих из одной точки О. Эти два луча разби
вают плоскость на две области—одна из них заштрихована 
на рис. 143, другая оставлена светлой. Каждая из них назы
вается углом со сторонами ОА и OB и вершиной О; таким обра

зом, углом называется часть плоско
сти, ограниченная двумя лучами с 
общим началом.

Не исключено, что оба луча 
лежат на одной прямой, продолжая 

О

Рис. 143. Рис. 144. Рис. 145.

друг друга (рис. 144) или сливаясь (рис. 145). В первом 
случае каждый из углов, образуемый ими, совпадает с полу
плоскостью и получает название развернутого угла. Во втором 
случае один из углов исчезает (сводится к лучу) и называется 
в силу этого нулевым углом, второй же имеет название полного 
угла — он занимает всю плоскость.

Из двух углов на рис. 143 один (заштрихованный) содер
жится в развернутом угле, образованном одной из сторон 
(например, ОА) и ее продолжением ОА'.

В дальнейшем, если не оговорено противное, под углом 
между лучами О А и OB, обозначенным Х.АОВ или, короче, /^0, 
понимают тот из углов, который содержится в развернутом угле, 
т. е. например, заштрихованный угол на
р.ис. 143. Любой отрезок PQ, соединяю
щий точки на сторонах угла, целиком 
принадлежит этому углу.

Луч, исходящий из точки М на гра
нице полуплоскости (рис. 146) и лежащий 
в этой полуплоскости, разбивает её на два 
угла: /_PMN и /_QMN. Такие два 
угла называются смежными. Они имеют
другие же их стороны продолжают друг друга.

Рассмотрим две пересекающиеся прямые АВ и CD (рис. 147). 
Они разбивают плоскость на четыре области: /, //, III, IV. 
Каждая из этих областей называется углом, образованным
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прямыми АВ и CD. Говоря точнее, угол I образован лучами OB 
и OD, угол //—лучами О А и OD, угол /// — лучами О А и ОС 
и угол IV—лучами ОС и OB. При этом углы / и III (или II 
и IV), стороны которых продолжают друг друга, называются 
вертикальными углами. Иначе можно сказать, что вертикаль
ные углы—это углы, смежные с одним и тем же углом.

Под углом АОВ между двумя отрезками ОА и OB с общим 
началом О понимается угол, образованный лучами ОА и OB

с одной и той же вершиной, содержащими данные отрезки 
(рис. 148). Мы обозначаем углы указанием их сторон: ¿/_АОВ, 
¿_LMN и т. д., или, если исключены недоразумения, одной 
буквой — наименованием вершины угла: /О, /іИ и т. д., или 
специальной буквой (греческой строчной из первой половины 
алфавита): а, ß , у, ..., или, наконец, курсивной цифрой: /, 2 ,.. .

159. Ломаная линия. Многоугольник. Рассмотрим несколько 
отрезков, например АВ, ВС, CD, DE, EF, расположенных так,.

отрезками, называется ломаной линией, отрезки же — ее звеньями 
или сторонами. Обычно подразумевается, что два соседних 
отрезка не лежат на одной прямой. Если начало первого отрез
ка совпадает с концом последнего, то ломаная называется 
замкнутой (рис. 149,6).
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Замкнутая ломаная, состоящая из п звеньев, называется 
п-угольником. На рнс. 150 приведены примеры треугольника, 
четырехугольника, пятиугольника и шестиугольника.

Продлим стороны многоугольника. Многоугольник называется 
выпуклым, если он целиком расположен по одну сторону от 
любой из прямых, на которых лежат его стороны.

На рис. 150 треугольник и пятиугольник выпуклые, а четы
рехугольник и шестиугольник нет. Ясно, что всякий треуголь
ник выпуклый. В курсе гео
метрии мы будем изучать 
треугольники и некоторые 
виды четырехугольников и 
многоугольников; при этом 
всюду в дальнейшем, если 
не оговорено противное, под 
многоугольником понимается 
выпуклый многоугольник.
Всякий многоугольник разбивает плоскость на две области: 
внешнюю и внутреннюю; часто под словом «многоугольник» 
приходится понимать также часть плоскости, ограниченную 
данной замкнутой линией, включая и эту границу. Так, тре
угольником можно, назвать и проволочную .фигуру (рис. 151, а), 
и пластинку (рис. 151,6).

Незамкнутую ломаную ABCD мы назовем выпуклой, если при 
дополнении ее до многоугольника ABCD присоединением замы
кающего звена DA получается выпуклый многоугольник, как,

а)
Рис. 152.

например, для ломаной на рис. 152, а. Это определение исклю
чает из числа выпуклых ломаных «спиральную» ломаную на 
рис. 152, б.

Отдельные отрезки (звенья), образующие многоугольник, на
зываются его сторонами, концы этих отрезков—вершинами мно
гоугольника. Внутренними углами многоугольника называются 
углы, образованные парами его сторон, исходящими из общей 
вершины. Выпуклый многоугольник целиком принадлежит
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каждому из своих внутренних углов, как показано для угла А 
на рис. 153. Ясно, что п-угольник имеет /г сторон и столько же 
вершин. Углы, смежные с внутренними углами многоугольника, 

называются его внешними углами. 
На рис. 153 показаны внешние 
углы четырехугольника.

160. Равенство фигур. Движе
ние. В этом пункте мы не огра
ничиваемся плоскостью, а рассма
триваем пространство. Основ
ные понятия геометрии имеют 
абстрактный, идеализированный

характер: точка не имеет никакой протяженности, линия лише
на толщины и т. д. Это не мешает нам понимать, что матери
альными прообразами абстрактных понятий геометрии могут 
являться такие осязаемые вещи, как маленький стальной ша
рик, тонкий стержень, шлифованная поверхность стекла и 
т. п. Эти предметы материальной природы превращаются в иде
ализированные понятия геометрии путем отвлечения от физи
ческих и химических свойств; но если эти свойства не имеют 
значения для геометрии, изучающей, хотя и в абстрактном ма
тематическом виде, пространственные формы материального ми
ра, то одно из свойств физических тел — их твердость, способ
ность сохранять свои размеры и форму, находит отражение в 
геометрии, в идее движения.

Твердое физическое тело можно перемещать в пространстве, 
причем ни размеры, ни форма тела не претерпевают никакого 
изменения. Эту способность тел двигаться, т. е. занимать в 
пространстве различные положения, взятую отвлеченно от по
нятий, относящихся к временному течению процесса движения 
(скорость, ускорение), допускают в отношении геометрических 
фигур и тел. Поэтому такие выражения,
как «переместим отрезок АВ в положе
ние Л'В'», «совместим угол а с углом ß» 
и т. д., следует понимать, представляя 
себе отрезок.:как твердый,, хотя и не име
ющий толщины, стержень, угол — как 
твердый ректор плоскости и т. д.

Рассмотрим два отрезка АВ. и CD 
(рис. 1Ö4). Переместим отрезок АВ так,
чтобы его конец А совпал с концом С отрезка CD и чтобы 
оба отрезка оказались на одном луче с началом в точке С. 
Отрезок АВ займет положение А'В'. Если при этом он совпа
дет с отрезком CD, то говорят, что отрезки АВ и CD равны. 
Итак, равенство отрезков определяется возможностью их. совме
щения. Очевидный смысл имеют понятия большего и мень-
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шего отрезка. Так же определяется и проверяется равенство 
двух углов: чтобы выяснить, равны ли углы /_ DNC и /_ BOA 
(рис. 155), совместим сторону ND угла DNC со стороной ОБ 
угла BOA так, чтобы оба угла располагались в одной полуплос
кости относительно своей общей стороны. Если при этом вторые 
стороны углов совпадут, то углы считаются равными. На рис. 155

Рис. 155. Рис. 156.

¿/.DNC оказывается меньше ¿_ВОА, так как при наложении 
его на ¿BOA сторона N'C проходит внутри угла BOA.

Две плоские фигуры, например два треугольника (рис. 156), 
считаются равными, если их можно совместить так, что они 
совпадут. На рис. 156 показан
ряд положений треугольника АВС 
в процессе его движения с целью 
совмещения с треугольником 
А'В'С.

Два треугольника на рис. 157 
расположены так, что один из 
них как бы является отраже
нием другого в «зеркале» LM-. 
вершины А, А'; В, В'; С, С' 
расположены симметрично относи
тельно LM, т. е. так, что пря
мая LM перпендикулярна к от
резкам АА', ВВ', СС и делит каждый из них пополам. Тре
угольники АВС и А'В’С также можно совместить; для этого 
следует перегнуть плоскость по линии LM. (как складывают по
полам лист бумаги). При этом вершины треугольников попарно 
совместятся, треугольники АВС и А'В'С' — равные. Заметим, что 
их нельзя совместить, пользуясь лишь движением любого из 
них в самой плоскости чертежа (наподобие того, как это сдела
но на рис. 156).

13 В. В. Зайцев и др.
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161. Равенство тел. В принципе равенство пространственных 
фигур и тел определяется так же, как и равенство плоских фи
гур, т. е. посредством их совмещения, но здесь имеются две 
особенности. Первая состоит в том, что для совмещения про
странственных фигур (тел) приходится их представлять себе 
проницаемыми. Так, два совершенно одинаковых деревянных 
кубика на рис. 158 нельзя совместить физически, они не могут 
«войти» друг в друга. Два геометрических куба мы беспрепят
ственно совмещаем (рис. 159). Ведь геометрический куб—лишьпро-

Вторая особенность связана с симметричным расположением 
тел. Два симметрично расположенных треугольника на рис. 157 
мы совместили, выведя один из них из плоскости, в которой 
он был расположен; две симметрично расположенные относительно 
некоторой плоскости пространственные фигуры совместить дви
жением уже не удается, подобно тому как не удается совместить 
левую и правую перчатки. Так; на рис. 160 изображена фигура, 
образованная тремя взаимно перпендикулярными отрезками, 
имеющими длины 1 см, 2 см, 3 см, и фигура, симметричная ей 
относительно плоскости («зеркала»). Сделав модели таких фигур 
из проволоки, читатель легко убедится, что совместить их не
возможно, несмотря на то что они, в сущности, «одинаковые». 
Две такие фигуры, которые могут быть получены друг из друга 
зеркальным отражением, в геометрии также считают равными, 
даже если их и нельзя совместить.

§ 2. Измерение геометрических величин

162. Сложение отрезков. Длина отрезка. Введенное в п. 160 
движение фигур позволило нам сравнивать между собой отрез
ки или углы, установить между данными отрезками отношения 
= ,<,> (равенство или неравенство). ААожно также ввести 
действия сложения и вычитания отрезков. Так, пусть даны от
резки АВ и CD. Приложим CD к АВ так, чтобы CD составил
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продолжение АВ (рис. 161). Тогда отрезок AD' или любой от
резок, равный ему, мы назовем суммой отрезков АВ и CD.

Разность отрезков определяется аналогичным образом: на 
большем отрезке от одного из его концов откладываем меньший

А В__________ , Лг
C' Л'

с J>
Рис. 161.

J3

А В 
Рис. 162.

А В

I ■ . , !________ 1 - ... î

С D £ F
Рис. 163.

отрезок, оставшийся отрезок называется разностью. На рис. 162 
отрезок B'D (или любой равный ему) будет разностью отрезков 
CD и АВ.

Для суммы и разности применяются обычные обозначения: 
AB --CD = AD' (рис. 161), CD — AB = B'D (рис. 162),

и справедливы обычные законы сложения и вычитания:
АВ + CD = CD А-АВ, АВ + (CD — EF) — (АВ A-CD) —EF-,

если AB>CD, то AB + EF > CD + EF нт. д.
Отрезки можно умножать на целые положительные числа. Так,

CF — АВ А-АВ А-АВ— ЗАВ (рис. 163). Тем самым определяется
CFи деление отрезка на натуральное число: = — это отре

зок АВ такой, что 3AB = CF. Понятно и обозначение типа2
AK. =-$CF. Это отрезок, который получается, если разделить 
CF на три равные части и взять две из них.

Определение понятия длины отрезка состоит в указании про
цесса ее измерения; при этом измерение длины отрезка основано

О £
Рис. 164.

till 1,Ш I I I
0 £

Рис. 165.

на выборе некоторой единицы длины: какой-либо отрезок ОЕ 
(рис. 164) принимается за масштаб, т. е. за единицу измерения. 
Его длина объявляется равной единице. Пусть АВ — любой дру
гой отрезок. Откладываем единичный отрезок на АВ столько 
раз (может быть, и нуль раз!), сколько он поместится на АВ 
целиком. На рис. 164 масштабный отрезок уложился в АВ ровно 
6 раз. Поэтому длину АВ считаем равной 6 единицам длины ОЕ. 
В отрезке CD (рис. 165) масштабный отрезок укладывается 3 
раза, но не может быть уложен 4 раза. Для измерения остатка 
13*
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MD берем отрезок, составляющий ровно одну десятую часть 
масштабного отрезка (т. е. укладывающийся в нем ровно десять 
раз без остатка). Этой десятой долей единицы длины измеряем 
остаток MD\ в нашем случае MD составил 7 десятых единицы 
длины и образовался еще некоторый остаток, который придется 
уже измерять одной сотой долей масштабного отрезка. Такой 
процесс измерения продолжается бесконечно, если только на 
некотором этапе доля 10-А масштабного отрезка не уложится в 
очередном остатке ровно целое число раз. Таким образом, по
лучается некоторая конечная или бесконечная десятичная дробь, 
т. е. действительное число, которое и принимают за длину от
резка при выбранном масштабном отрезке. На практике, конечно, 
длины задаются с известной степенью точности.

Обратно, если известна длина отрезка, например /¿? = 3,47, 
то, имея масштабный отрезок, можно построить и отрезок за
данной длины: сначала откладываем на некоторой прямой а 
масштабный отрезок 3 раза, затем его десятую долю 4 раза и 
т. д. В случае бесконечной десятичной дроби мы можем про
вести построение с той или иной степенью точности.

Из алгебры нам известно, что все действительные числа под
разделяются на рациональные (выражаемые конечными или 
периодическими дробями) и иррациональные, выражаемые бес
конечными непериодическими дробями (п. 6). Соответственно и 
длина отрезка, представимая десятичной дробью, может быть 
(при данной единице длины!) рациональной или иррациональной.

Определенные в геометрической форме действия сложения, 
вычитания, умножения на число находятся в полном согласии 
с арифметическими действиями над длинами отрезков. Так,

длина (АВ + CD) = длина АВ ¿-длина CD
и т. д. Слово «длина» в таких случаях в дальнейшем опускается. 
Действие умножения на число распространяется и на иррацио
нальные множители. TaK, j/2^4ß—это отрезок, длина которого 
в У 2 раз больше длины отрезка АВ.

Отношением двух отрезков мы назовем отношение их длин. 
Так как по определению длина О£ = 1, то численно

длина АВ _ длина АВ 
длина ОЕ или, короче, АВ

QE

i—длина отрезка равна его отношению к единичному отрезку. 
Если вместо данной единицы длины ОЕ выбрать новую

OE' = ЮЕ, то численно длина любого отрезка АВ будет выра-
жаться отношением . т. е. изменится в к раз. Например,
если ОЕ—\ м, ОЕ' =0,010Е = 1 см, то отрезок АВ = 5ОЕ = 5 м 
будет теперь равен 500ÓE' — 500 см.
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Отношение двух отрезков не зависит от выбора мас
штаба.

163. Общая мера двух отрезков. В арифметике изучаются два 
вида дробей: десятичные и обыкновенные. Изложенный выше 
метдд измерения длины отрезка приводил к выражению этой 
длины в виде десятичной дроби. При этом не представляется 
существенным, выражается ли длина измеряемого отрезка рацио
нальным или иррациональным числом. Другой подход к измере
нию отрезков основан на понятии общей меры двух отрезков и 
исторически связан с открытием существования иррациональных 
чисел. При этом понятие общей меры двух отрезков аналогично 
понятию и. о. д. двух чисел, а сам процесс отыскания общей 
меры есть алгоритм Евклида (изложенный в п. 4 применительно 
к задаче отыскания и. о. д.).

Сформулируем определение: общей мерой двух (или нескольких) 
отрезков называется наибольший из таких отрезков, которые 
укладываются в каждом из данных целое число раз.

Пусть, например, даны два отрезка АВ и CD. Если найдется 
такой отрезок, который уложится т раз в АВ и и раз в CD, 
то, приняв его за масштабный отрезок, мы выразим длины АВ 
и CD целыми числами т и п. При любом другом масштабе 
длины АВ и CD будут находиться в отношении т-.п, т. е. отно
шение их будет рациональным. Обратно, если отношение длин 
двух отрезков рационально, то оно представимо несократимой 
дробью = . Тогда отрезок, составляющий (1/7«)-ю долю АВ
(или (1//г)-ю долю CD), будет общей мерой АВ и CD. Итак, 
отрезки имеют общую меру тогда и только тогда, когда отно
шение их рационально. Такие отрезки называются соизмеримыми, 
отрезки же с иррациональным отношением длин—несоизме
римыми.

Процесс отыскания общей меры двух отрезков проводится так: 
меньший из двух отрезков укладывается на большем столько 
раз, сколько он в нем поместится; если остатка не образовалось, то 
меньший отрезок сам служит общей мерой данной пары отрезков. 
Если имеется остаток KD, то, коль скоро общая мера данных 
отрезков существует, она будет общей мерой отрезка АВ и этого 
остатка. Поэтому остаток укладываем в АВ возможно большее 
число раз, новый остаток—в прежнем и т. д. Если после конеч
ного числа шагов предыдущий остаток разделится на последую
щий, то этот последний остаток и будет общей мерой АВ и CD.

Пример. Найти общую меру данных двух отрезков АВ и 
CD (рис. 166).

Решение. Отрезок АВ уложился в CD два раза. Оста
ток MD уложился в АВ ровно пять раз. Таким образом, этот 
остаток содержится в А В пять раз, а в CD—одиннадцать.



390 ГЛ. XIII. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ [164

Данные два отрезка соизмеримы, их общей мерой служит от
резок MD, а длины относятся, как 5:11.

В случае несоизмеримых отрезков процесс отыскания общей 
меры не может привести к результату и продолжается беско
нечно.

Приведем пример пары отрезков, для которых алгоритм 
Евклида продолжается бесконечно. Рассмотрим для этой цели 
равнобедренный треугольник
АВС (рис. 167) с острым углом

А 31 Ь—U. 1 ■■ I— »

М Л
Рис. 166.

при основании, равным 36°, докажем несоизмеримость его осно
вания и боковой стороны. Тупой угол при вершине будет ра
вен 108°, так как сумма углов всякого треугольника равна 180° 
(см. п. 184). Его основание АС больше боковой стороны АВ, 
но меньше удвоенной боковой стороны: АВ < АС < 2АВ (любая 
сторона треугольника меньше суммы двух других его сторон, 
п. 184). Поэтому сторона АВ уложится на АС один раз и останется 
остаток MC. Заметим, что углы АМВ и ÁBM равны 180~36=72°,

и потому угол МВС содержит 108—72 = 36°. Значит, в треуголь
нике СМВ углы при вершинах В и С равны 36° и треугольник 
СМ В равнобедренный, в точности с теми же углами, что и исход
ный. В соответствии с порядком действий при определении общей 
меры двух отрезков нам следует теперь отрезок MC откладывать 
на АВ —ВС. Ввиду того, что к треугольнику СМВ применимы 
те же рассуждения, что и к исходному, MC уложится на ВС 
один раз и вновь образуется остаток; так как мы все время 
будем приходить к треугольникам с теми же углами (подобным 

данному, см. п. 207), то процесс будет про
должаться бесконечно.

Другим известным примером пары несо
измеримых отрезков служит диагональ квад
рата и его сторона.

164. Сравнительная длина отрезков и 
ломаных. Пусть даны две точки М и N 
(рис. 168). Отрезок MN прямой, соединяющей

эти точки, является кратчайшим путем, ведущим из М в N. 
Всякий иной путь, например представленный ломаной MABN, 
имеет заведомо большую длину: MA + AB + BN > MN. Свойство 
прямой быть кратчайшей из линий, соединяющих две точки, мы 
принимаем без доказательства.

Рис. 168.
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Рассмотрим теперь две различные ломаные, соединяющие 
точки М и N (рпс. 169). Пусть ломаная MABN— выпуклая 
в том смысле, что она вместе с отрезком NM образует выпуклый 
многоугольник MABN. Пусть, далее, ломаная MCDN (не обя
зательно выпуклая) охватывает указанный многоугольник. Лома
ную MCDN мы называем по этой причине объемлющей, лома
ную MABN — объемлемой. Тогда справедлива

Теорема. Объемлющая ломаная MCDN длиннее всякой 
выпуклой объемлемой ломаной.

Доказательство. Пусть, например, прямая АВ при своем 
продолжении пересекает объемлющую ломаную в точках /< и L.

Имеем ряд неравенств, выражающих то положение, что прямо
линейный путь короче ломанного: МА<МК + /<Л, BN <BLA-LN, 
KL = KA + AB + BL<KC + CD + DL. Складывая их почленно 
(п. 74) и учитывая, что MKA-NC = MC, DL А-LN = DN, находим: 
MAA-ABA-BN <MC + CD + DN, что и требовалось доказать.

165.. Измерение углов. Мы видели, как можно сравнить по 
величине два угла, и познакомились с понятием равенства двух 
углов. В частности, легко заметить, что

1) все полные углы равны между собой;
2) все развернутые углы равны между собой;
3) все нулевые углы равны между собой.
Далее, над углами, так же как и над отрезками, можно 

производить действия сложения, вычитания, умножения на число. 
Так, чтобы сложить два угла (меньших развернутого) ¿BMA 
и ¿ADN С (рис. 170), следует приложить один угол к другому 
так, чтобы вершины их совместились и стороны NC и МВ сов
пали, а сами углы расположились по разные стороны от МВ. 
Тогда угол D'MA будет рассматриваться как сумма двух данных 
углов. Если имеется большее число слагаемых углов (меньших 
развернутого), то не исключено, что их сумма будет больше 
полного угла (об углах, больших полного, и об отрицательных 
углах см. пп. 95, 96).

Действие вычитания углов также имеет очевидный смысл.
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На рис. 171 показано умножение угла на число: угол а, 
сложенный с равными ему углами ß и у, дает угол AOD, рав
ный За: X. ^ÔD = 3а. В свою очередь угол а можно считать 
одной третью угла AOD: a = ÿ¿/AOD.

Для таких действий над углами остаются справедливыми 
законы арифметики: если к равным углам прибавить равные 
углы, то получатся равные углы; если из равных углов вычесть 
равные углы, то останутся равные углы, и т. д.

В частности, отсюда вытекает свойство вертикальных углов: 
вертикальные углы равны. Действительно, оба они получаются

из развернутого угла вычитанием одного и того же угла, смеж
ного с каждым из них.

Два угла, составляющие в сумме развернутый угол, называ
ются дополнительными. Ясно, что смежные углы являются до
полнительными .

Угол, равный смежному с ним, составляет тем самым- поло
вину развернутого угла. Такой угол называется прямым углом 
и обозначается через d (рис. 172).

Все прямые углы равны между собой.
Развернутый угол равен двум прямым, т. е. 2d, а полный — 

четырем прямым: 4d.
Две прямые, образующие прямой угол, называются взаимно 

перпендикулярными прямыми; очевидно, что все четыре угла, 
образованные такими прямыми,— прямые углы (подробнее о пер
пендикулярных прямых см. п. 169).

Прямая, перпендикулярная к другой прямой, делит развер
нутый угол на две равные части. В более общем случае, когда 
дан некоторый угол СОА (рис. 173), прямая LK, делящая его 
на две равные части, называется биссектрисой этого угла.



166] § 2. ИЗМЕРЕНИЕ ГЕОМЕТРИЧЕСКИХ ВЕЛИЧИН 393

Биссектриса LK делит на две равные части также и угол DOB 
(углы СОА и DOB — вертикальные).

Задача. Доказать, что биссектрисы смежных углов взаимно 
перпендикулярны.

Решение. Рассмотрим два смежных угла ¿BOC и ¿COA 
(рис. 173) и их биссектрисы ОМ и OK. Имеем

¿KOM = ¿KOC+¿COM = ±¿AOC + ±¿COB = d,

т. е. угол между биссектрисами прямой, что и требовалось до
казать.

Как и измерение отрезков’ и любых других величин, измере
ние углов должно начинаться с выбора единицы измерения;

имеется несколько принятых способов измерения углов, основан
ных на том или ином выборе единицы измерения. Наиболее распро
странен в качестве единицы измерения углов угол в один градус, 
составляющий одну девяностую долю прямого угла; будучи 
приложен к себе последовательно девяносто раз, он образует 
прямой угол. В силу исторически сложившихся обстоятельств 
принято подразделять градус на шестьдесят минут, одну ми
нуту— на шестьдесят секунд, а уже секунду делить на десятые, 
сотые и т. д. доли.

Теперь весь процесс измерения угла протекает так. Уклады
ваем угол в один градус в данный угол наибольшее возможное 
число раз. В остатке, если таковой имеется, укладываем угол 
в одну минуту; новый остаток измеряем углом в одну секунду 
и т. д. Если, например, угол а оказался равным 30 градусам, 
18 минутам, 23,6 секунды, то пишут а = 30°18'23",6.

Ясно, что геометрическое сложение и вычитание углов соот
ветствует арифметическому сложению и вычитанию их мер.

166. Радианная мера угла. Рассмотрим окружность (рис. 174) 
с центром О и различные углы с вершиной в центре1).

9 В пп. 166, 167 предполагается, что читатель имеет представление 
о свойствах окружности и ее длине (см. пп. 176, 229).
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Такие углы (по отношению к окружности) называются цен
тральными. Равным центральным углам одной и той же окруж
ности отвечают и равные дуги, н наоборот. Действительно, при 
вращении вокруг центра О окружность «скользит» сама по себе, 
и когда, например, утлы АОВ и COD (рис. 174) совместятся, 
то совместятся и дуги, на которые опираются указанные углы. 
Это позволяет перенести градусную меру углов на дуги и опре
делить понятие дугового градуса, дуговой минуты и т. д., что, 
например, широко применяется в географии при определении 
географических координат точки земной поверхности (широта 
и долгота).

В п. 229 показывается, что длина С окружности пропорцио
нальна ее радиусу и выражается через него по формуле C — 2nR, 
где л — вполне определенное (иррациональное) число, вычислен
ное довольно точно еще в древности, а теперь известное с не
сколькими тысячами десятичных знаков: л = 3,14159...

Это значит, что если измерить радиус окружности тонким 
шнуром, а затем накладывать этот шнур на окружность, как 
на обод колеса, то шнур уместится на окружности обода
6,28318... раза. Та часть окружности, которая имеет длину, 
равную радиусу, т. е. та, которая покрывается нашим шнуром, 
наложенным один раз, будет дугой, отвечающей вполне опреде
ленному центральному углу, не зависящему от радиуса окруж
ности. Этот угол принимается за единицу измерения углов 
в радианной мере и называется углоіМ в один радиан.

Таким образом, углом в один радиан называется угол, 
соответствующий дуге окружности, имеющей длину, равную 
радиусу.

Так как вся окружность имеет длину 2л/?, то полный угол 
содержит 2л = 6,283... радиана, и один градус составляет 
л, 180 = 0,0174... радиана. На долю одного радиана приходится, 
в свою очередь, 57°17'44",8... Между градусной и радианной 
мерой углов имеется прямая пропорциональность, что позволяет 
легко производить переход от одной меры к другой. Так, пусть 
с«5 и а обозначают соответственно градусную и радианную меру 
одного и того же угла. Тогда а° и а будут относиться, как гра
дусная и радианная меры развернутого угла, т. е. как 180° и л:

сс°:сс = 180°: л,

откуда
яа° 
ТвсГ *

о 180°аа =------л (166.1)

Пример 1. Выразить в градусах, минутах и секундах угол 
a = 2dl~I. Выразить тот же угол в радианах.
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Решение. Так как d = 90°, то градусйое выражение угла 
содержит

9 со олп' А'а° = у -90° = 25 ^- = 25°^-= 25° 42-^ =

= 25°42'^ = 25°42'51",4...

Ввиду того, что d соответствует л/2 радиан, находим 

а —уЦ = =-~—ÿ—ä; 0,4488 радиана.

Пример 2. Выразить угол 14°,3 в радианах.
Решение. Имеем по формуле перехода (166.1) 

а = у|д • 14,3 æ 0,249 радиана.

167. Измерение площадей. Длина отрезка служит мерой этого 
отрезка по отношению к некоторому стандартному масштабному 
отрезку. Длина отрезка — мера его «линейной» протяженности. 
Для плоских фигур сходным понятием является понятие площади; 
площадь фигуры—ее мера по отношению к стандартной фигуре 
(квадрату со стороной, равной единице), мера ее «плоской» про
тяженности. Как и в случае длины отрезка, определением пло
щади будет служить процесс ее измерения. Объясним сначала 
некоторые отличия в подходе к
понятию площади фигуры, делаю
щие это понятие более сложным, 
чем понятие длины отрезка.

Равенство длин двух отрез
ков означает равенство самих Рис. 175.
отрезков; равенство градусных и
радианных мер двух углов—равенство углов. С измерением 
площадей фигур дело обстоит сложней в том смысле, что нерав
ные и непохожие друг на друга фигуры могут иметь равную 
площадь, или, как говорят, быть равновеликими. Так, на рис. 
175 квадрат и треугольник равновелики (проще всего заметить, 
что они составлены из двух пар одинаковых треугольников, 
как говорят, «равносоставлены»). Более того, круг может иметь 
площадь, равную площади квадрата, трапеция — площадь, равную 
площади прямоугольника, и т. п.

За единицу измерения площадей выбирается квадрат с какой- 
либо заданной длиной стороны; естественно брать для этой цели 
квадрат со стороной, равной единичному отрезку. Если при этом 
длины измеряются в сантиметрах, то площади измеряются пло
щадью квадрата со стороной 1 см (соответствующая единица 
измерения называется 1 см2), и т. п.
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Процесс измерения площади (с принципиальной точки зре
ния) изложен ниже, площади же различных фигур рассматри
ваются там, где изучаются эти фигуры.

Из наглядного представления о площади вытекают некоторые 
свойства площадей, принимаемые без доказательства.

1. Равные фигуры имеют равные площади. Обратное не всегда 
верно: равные площади могут принадлежать неравным фигурам.

2. Если фигура разделена какой-либо линией на две дру
гие фигуры (рис. 176), то площадь всей фигуры равна сумме 
площадей фигур, ее составляющих.

Следствие. Если одна фигура составляет часть другой, 
то она имеет меньшую площадь, чем эта другая фигура.

Во многих случаях эти свойства позволяют легко определять 
площади фигур, устанавливая, что они равновелики каким-либо 
простейшим фигурам с известной площадью (ниже, в пп. 200—202, 
на этом построено вычисление площадей треугольников, четы

рехугольников и многоугольников). 
Здесь мы дадим краткое описание об
щего подхода к определению площади 
любой фигуры и рассмотрим площадь 
прямоугольника.

Пусть F (рис. 177) —какая-либо 
произвольная фигура с данной грани
цей (контуром).

Разобьем плоскость на квадраты 
со стороной, равной единице, двумя

системами перпендикулярных прямых (единичная решетка). Ес
ли внутри данной фигуры поместятся полностью рй таких 
квадратов, то ее площадь заведомо будет ра кв. ед. Затем для 
более точной оценки мы сделаем разбиение более дробным, 
а именно, сохраняя и старые линии разбиения, разобьем фигуру 
прямыми, параллельными ранее проведенным, на квадраты со 
стороной, равной одной десятой (площадь каждого из них равна, 
очевидно, одной сотой кв. ед.). Подсчитаем сумму площадей 
всех квадратов этого второго разбиения, поместившихся внутри 
нашей фигуры,— она не меньше суммы площадей квадратов 
первого разбиения. Делая разбиение еще более дробным, полу
чим ряд фигур с неубывающей площадью, образованных квадра
тами со сторонами 1, Ѵю. ’/юо и т- Д- Чем мельче разбиение, 
тем большую площадь имеет совокупность квадратов, уместив
шихся в фигуре F. В то же время эта площадь никогда не 
превзойдет площади какого-либо квадрата, содержащего данную 
фигуру, т. е. будет ограниченной величиной.

Известно (п. 84, теорема Вейерштрасса), что такая монотон
ная (возрастающая) последовательность стремится к определен- 

: ному пределу. Этот предел и принимается за площадь фигуры.

S-S]+^2 
Рис. 176.
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Можно доказать1), что величина указанного предела не за
висит от конкретных подробностей способа разбиения фигуры, 
таких, как, например, направление сторон квадратов, на которые 
мы произвели разбиение.

Рис. 177. Рис. 178.

168. Площадь прямоугольника. Объем прямоугольного парал
лелепипеда. Как пример вычисления площади фигуры рассмот
рим задачу отыскания площади прямоугольника. Возьмем пря
моугольник со сторонами, равными а и b единиц (рис. 178). 
Пусть сторона а выражается дробью a = pa,plp!¡ ..., сторона 
b = q0, . (в частности, они могут иметь и длины, выра
жаемые целыми числами). Будем производить разбиение прямо
угольника прямыми, параллельными его сторонам, взяв в числе 
этих прямых прямые, на которых лежат стороны прямоуголь
ника АВ и CD. Тогда на стороне АВ = а уместится р0 единиц, 
на стороне ВС = Ь уместится qa единиц; число квадратов первого 
разбиения (целых единичных квадратов), поместившихся в пря
моугольнике, будет равно püq0. На рис. 178 р0 = 3, 70 = 2, число 
квадратов равно 6. При разбиении на десятые доли единичного 
отрезка (достаточно производить разбиение остатков сторон!) 
в стороне АВ уместится IQpnA-Pi, в стороне ВС lQqa~rq1 деся
тых единицы. Число квадратов второго разбиения (с площадью, 
равной 1/100 единицы площади) будет равно (lOpo + pJ (10?o + Çj), 
а площадь фигуры, занятой ими, выразится одной сотой этого 
числа:

I5Ö (Юря + Pi) (10ço + 7i) = Po-Pi - 7o,7i-

1) Во всяком случае, для всех фигур, рассматриваемых в курсе элементар
ной геометрии.
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Продолжая процесс, мы все время получаем для площади 
прямоугольника приближенное значение по недостатку1).

5 РоіРі• • • Pi■ 7оі7і

При неограниченном продолжении процесса дробь Ро,^. . .ps... 
выражает длину стороны а, дробь ÿo.^i-•—длину сто
роны Ь, и площадь окончательно выражается как произведение 
сторон:

5 —lim ро,^.. .ps-q^.. . qs = ab
S —► œ

(мы опираемся здесь на теорему о том, что предел произведения 
равен произведению пределов; п. 85). 
В частности, площадь квадрата равна 
квадрату его стороны: S — a2.

Процесс вычисления объема тела 
не отличается существенно от изло
женного. За единицу измерения объ
емов принимается объем куба с реб
ром, равным единице длины; любое 
тело, объем которого надлежит найти, 
разбивают тремя рядами перпендику
лярных между собой плоскостей на 
кубы с ребром, равным единице, за
тем на кубы с ребром в одну десятую 
единицы, в одну сотую и т. д.

Объем прямоугольного паралле
лепипеда с ребрами а, Ь, с оказывает- 
длин его трех взаимно перпендикуляр-

V — abc.
На рис. 179 это показано на примере параллелепипеда с реб

рами, длина которых выражается целым числом единиц:
а = 2, & = 4, с —2.

На систематическом развитии схематически изложенного здесь 
метода основано вычисление площадей и объемов в курсе высшей 
математики (интегральное исчисление). В элементарном курсе 
геометрии, где рассматриваются лишь некоторые простейшие 
фигуры и тела, для решения этих задач применяются различные 
частные приемы.

ZZ7I

Рис. 179.

ся равным произведению 
ных ребер (измерений):

ї) При сторонах прямоугольника, выражаемых конечными десятичными 
дробями, значение, начиная с некоторого s, будет точным.
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Упражнения

1. Возьмите два отрезка АВ и CD. Пользуясь циркулем, построите на 
какой-нибудь прямой отрезки, равные 2/lß + CD и 5ЛВ — 2CD.

2. При отыскании общей меры отрезков АВ и CD первый из них уложился 
во втором 2 раза. Остаток уложился в АВ 4 раза.
Новый остаток в прежнем уложился 5 раз, и, 
наконец, последний остаток в предыдущем — 3 ра
за. Как относятся длины отрезков АВ и CD?

3. Проведите заново рассуждения, необходимые 
для доказательства теоремы о длине объемлемой 
и объемлющей ломаной, по рис. 180.

4. Разность двух смежных углов равна d/7?
Чему равен каждый из них?

5. Какой угол составляют часовая и минутная 
стрелки в 15 час. 2б мин.?

6. За сколько времени земной шар поворачивается вокруг своей оси на 
одну дуговую мунуту?

7. Выразить углы 30°, 75°, 1°20' в радианной мере.
8. Для углов в 1,86 радиана, 3,07 радиана написать выражения в градус

ной мере.
9. Стороны прямоугольника имеют иррациональные длины. Может, ли его 

площадь выражаться рациональным числом? Приведите пример.



Глава XIV

ПЕРПЕНДИКУЛЯРНЫЕ И ПАРАЛЛЕЛЬНЫЕ ПРЯМЫЕ. 
ЗАДАЧИ НА ПОСТРОЕНИЕ

§ 1. Перпендикулярные и параллельные прямые

Док азательство. 
куляра. Перегнем рис.

М 
по< А/

А ß

Нг
Рис. 181.

169. Перпендикуляр и наклонные. Рассмотрим прямую Aß и 
точку М, не лежащую на ней (рис. 181).

Теорема. Через точку М можно провести прямую, перпен
дикулярную к данной, и притом только одну.

Здесь следует различать два отдельных утверждения: 1) пер
пендикуляр (хотя бы один!) существует; 2) существует не более 
одного перпендикуляра.

1. Существование перпенди- 
181 по прямой АВ так, чтобы точка 

совместилась с точкой M', лежащей 
сравнению с М по другую сторону от 

прямой АВ. Расположенные так точки 
М и A4' называются симметричными 
относительно прямой АВ. Соединим М 
и симметричную с ней точку М'. От
резок ММ' пересечет АВ в некоторой 
точке Мо. Покажем, что прямая АВ 
перпендикулярна к ММ'. Действительно, 
углы ММ0В и ВМйМ' смежные и при 
наложении «верхней» полуплоскости на

«нижнюю» путем сгибания по прямой совпадут по построению 
и, значит, равны, т. е. каждый из них прямой.

2. Единственность. Теперь докажем единственность пер
пендикуляра. Двух перпендикуляров к АВ из точки М провести 
нельзя. Действительно, перпендикуляр УИА10 к АВ при сгибе 
плоскости по АВ совместится со своим продолжением ввиду ра
венства смежных углов; если бы через М проходило два таких 
перпендикуляра, то они оба прошли бы через УИ'; но точки М 
и A4' могут быть соединены только одной прямой. Итак, прямая 
ММ'— единственный перпендикуляр, который можно опустить

АВ. Точка уИ„ называется основанием перпен-из М на прямую 
дикуляра.
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Через точку, лежащую на прямой, также можно провести 
лишь один перпендикуляр к прямой. Для его построения доста
точно приложить к данной прямой одну сторону прямого угла, 
тогда вторая его сторона дает искомый перпендикуляр. Таким 
образом, доказано, что через данную точну плоскости можно 
провести один и только один перпендикуляр к данной прямой 
(говорят: «опустить перпендикуляр», если точка не лежит на 
прямой, и «восставить перпендикуляр», если точка принадлежит 
прямой).

Пусть АВ — прямая, Мо —основание перпендикуляра, опу
щенного на нее из точки М (рис. 182); возьмем на АВ произ
вольную точку С, отличную от Мо, и соединим с точкой М.

Полученная прямая образует с АВ углы, отличные от прямого, 
и называется наклонной. Через точку Al можно провести бесчис
ленное множество наклонных к АВ; в более узком смысле на
клонной называется отрезок MC', С называется основанием наклон
ной, а отрезок между основаниями перпендикуляра и наклонной, 
проведенных из одной точки М к прямой АВ,— проекцией на
клонной.

Отметим некоторые свойства наклонных.
1. Если из данной точки М к одной и той же прямой АВ 

проведены перпендикуляр и наклонная, то наклонная длиннее 
перпендикуляра.

Доказательство. Перегнем рис. 182 по прямой АВ', 
тогда точка М займет положение M', симметричное исходному, 
наклонная MC перейдет в положение М'С. Теперь ломаная 
МСМ'—2МС длиннее прямолинейного отрезка ММ'=2ММ0, 
откуда МО ММ0, что и требовалось доказать.

2. Из двух наклонных, проведенных из одной точки, больше та, 
которая имеет большую проекцию, т. е. основание которой дальше 
отстоит от основания перпендикуляра.

Доказательство. Пусть А4С и MD—две наклонные 
(рис. 183). Перегибая рис. 183 по прямой АВ, видим, что длина 
объемлющей ломаной MDM' больше длины объемлемой выпуклой
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ломаной МСМ’, т. e. 2MD>2MC, или MD> MC. Если 
наклонные расположены по разные стороны от перпендикуляра 
ММа (ркс. 183), то мы придем к тому же результату, перегнув 
сначала рис. 183 по линии этого перпендикуляра.

3. Если две различные наклонные, проведенные к прямой АВ 
из одной и той же точки М, равны, то их основания лежат по 
разные стороны от основания перпендикуляра, опущенного на АВ 
из той же точки, на равных расстояниях от него.

Доказательство. По предыдущему при любом ином рас
положении одна из наклонных (именно та, основание которой 

удалено больше) была бы длиннее второй. 
Отсюда следует, что УИЛ = Л4В.

4. Пусть две равные наклонные прове
дены из точки М к АВ. Проведя прямую 
через М и середину отрезка между основа
ниями наклонных, получим перпендику
ляр к прямой АВ.

170. Свойство перпендикуляра,проведен
ного к отрезку в его середине. Рассмотрим 
отрезок АВ и перпендикуляр, восстав- 

> середине Мо (рис. 184). Тогда (п. 169)
наклонные, проведенные в концы А и В отрезка из произволь
ной точки N перпендикуляра М0М, будут равны между собой. 
Если, обратно, N — некоторая точка плоскости такая, что отрезки 
NA и NB равны между собой: NA = NB, то точка N лежит на 
перпендикуляре МаМ к прямой АВ. Действительно, тогда (п. 169, 
свойство 4) прямая, проведенная из N в середину АВ, перпен
дикулярна к АВ, т. е. N лежит на М„М.

Таким образом, равенство наклонных NA = NB имеет место 
для точек перпендикуляра Л4ОЛ4 и только для них. Доказана

Теорема. Перпендикуляр, проведенный к отрезку в его 
середине, является геометрическим местом точек1), равноотсто
ящих от концов отрезка.

Также можно сказать, что перпендикуляр, проведенный к 
отрезку в его середине, является осью симметрии отрезка. Дей
ствительно, сгибая чертеж по перпендикуляру, мы совместим 
полуотрезок АМ0 с В44о.

_ 171. Параллельные прямые. Две прямые, лежащие в одной 
плоскости,'называются параллельными, если они не пересекаются. 
Если имеется точка М и не проходящая через нее прямая АВ 
(рис. 185), то через точку М всегда можно провести прямую, 
параллельную данной. Для этого опустим из М перпендикуляр 
7ИЛ4О на прямую АВ, а затем восставим уже к этому перпенди
куляру ММ0 перпендикуляр MC', полученная прямая не пере-

*) По поводу этого понятия см. п. 174.
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Рис. 185.

сечет данной, так как если бы Aß и MC пересекались, то через 
точку их пересечения проходили бы две прямые АВ и MC, 
перпендикулярные к 7W0AÍ, что (п. 170) невозможно. Указанное 
построение доказывает существование па
раллельных прямых.

В качестве одной из предпосылок, при
нимаемых без доказательства (аксиом или 
постулатов), принимается следующая:

Через произвольную точку плоскости, не 
лежащую на данной прямой, можно провести 
лишь одну прямую, параллельную данной.

Следствие. Если две прямые в плоскости параллельны 
третьей, то они параллельны между собой.

Доказательство. Если бы эти прямые пересекались, то 
через точку их пересечения проходили бы две прямые, парал
лельные данной (третьей) прямой. Параллельность прямых обо
значается так: Л5ЦСД.

Верно также следующее предложение:
Прямая, перпендикулярная к одной из параллельных прямых, 

перпендикулярна и к другой (или к другим).
Доказательство. Если M0N JL АВ и N — точка пересе

чения M0N с CD (СТЭЦЛВ, рис. 186), то прямая, проведенная
МТ 1
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Рис. 186. Рис. 187.

через N перпендикулярно к MaN, будет параллельна AB. Но 
через N проходит лишь одна прямая CD, параллельная AB-, 
отсюда следует перпендикулярность M0N и CD.

Рассмотрим две параллельные прямые (рис. 186) и перпен
дикуляр MjN к ним. Убедимся, что этот перпендикуляр является 
осью симметрии для фигуры, образованной этими прямыми 
(«полосы»).

Действительно, если перегнем рис. 186 по M0N, то в силу 
равенства прямых углов между собой луч М0Л совместится 
с лучом MQB и луч NC—с лучом ND.

Далее, пусть Mj!^ и TW2Á¿2—два перпендикуляра к парал
лельным АВ и CD (рис. 187). Тогда M1N1 = M2Ni, т. е. длины
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всех отрезков, перпендикулярных к паре параллельных прямых 
и заключенных между ними, равны менаду собой (параллельные 
прямые равноотстоят друг от друга на всем своем протяжении).

Для доказательства возьмем середину отрезка МХМ2—точку 
М и проведем через нее перпендикуляр MN к данным парал
лельным прямым. Сгибая рнс. 187 по линии MN, убедимся, что

и М2УѴ2 совпадут, т. е. M1N1 = M2N2.
Рассмотрим еще прямую KL, проведенную параллельно двум 

данным параллельным прямым (рис. 187) через середину отрезка 
M.N, перпендикулярного к ним. Предоставим читателю показать, 
что, сгибая рис. 187 по 7<¿, мы совместим АВ и CD.

172. Углы, образованные двумя параллельными прямыми и 
секущей. Рассмотрим пару параллельных прямых АВ и CD и 
какую-либо прямую т, не параллельную им (рис. 188). Прямая

т образует с каждой из параллельных прямых 4 угла, обозна
ченные на рисунке 1, 2, 3, 4 и Г, 2', 3', 4’. При этом парам 
указанных углов даются следующие наименования.

Углы Í и Г, 2 и 2', 3 и 3', 4 и 4’ называются соответст
венными; 1 и 3', 2 и 4’—внутренними накрест лежащими; 3 и 
Г, 4 и 2’—внешними накрест лежащими. Углы 1 и 4’, 2 и 3' 
называются внутренними односторонними; 4 и Г, 3 и 2'—внеш
ними односторонними. Между этими парами углов имеются сле
дующие соотношения:

1. Соответственные углы равны: 1 = Г, 2 = 2' и т. д.
2. Внутренние накрест лежащие углы равны: 1—3', 2 = 4'.
3. Внешние накрест лежащие углы равны: 3=Г, 4 = 2'.
4. Односторонние (внутренние или внешние) І/глы в сумме 

составляют два прямых: 1 + 4' =2d, 4-\-l'=2d и т. д.
Из указанных соотношений достаточно доказать какое-либо 

одно, так как остальные вытекают из него. Так, например, если 
1 = 1', то легко видеть, что 4 = 4'. Действительно, из 1-\-4 = 2d, 
Г +4' = 2d имеем 4 = 4'.

Остановимся на доказательстве одного лишь соотношения 
1=3' (равенство внутренних накрест лежащих углов).
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Возьмем середину С отрезка АВ секущей т (рис. 189) и про
ведем через нее перпендикуляр п к нашим параллельным (мы 
знаем, что перпендикуляр к любой из них будет и перпендику
ляром к другой). Через ту же середину С отрезка АВ проведем 
прямую с, параллельную данным прямым а и b (и, значит, также 
перпендикулярную к /г). Перегнем рис. 189 по перпендикуляру п. 
Тогда наклонная СВ займет положение СВ', причем 1=3", 
так как прямая Ь, будучи перпендикулярной к линии сгиба, 
совместится со своим продолжением. Если же мы теперь вновь 
перегнем чертеж по линии с, то треугольник CLB’ весь совме
стится с треугольником СКА. Действительно, CL пойдет по СК 
в силу перпендикулярности с и П, СВ' /77,
пойдет по СА в виду равенства углов ' / г
BCL и АСК, точки В' и А совместятся •—/У 
вследствие равенства отрезков СВ' и
С А и прямая b совпадает с прямой а, /
так как обе перпендикулярны к /г; та- /
ким образом, угол СВ'Ь совместится с k j
углом САК и равенства 1 =3" и 3" — 3''---------- т—'------;~
покажут нам, что 1=3'. /

Любое нз указанных равенств между '
углами, образованными секущей при Рнс- 90,
двух прямых, в свою очередь повлечет за
собой параллельность прямых. Пусть, например, при пересечении 
двух прямых а и b (на рис. 190 они условно изображены как непа
раллельные) третьей прямой т углы 1 и Г получились равные.

Проведем через точку М пересечения прямых тиа прямую 
а', параллельную Ь. Она должна также образовать с т угол, 
равный 1, и потому совпадет с а, т. е. прямая а параллельна Ь.

Остальные случаи рекомендуется разобрать читателю.
173. Углы с параллельными или перпендикулярными сторо

нами. Для углов с соответственно параллельными сторонами 
справедливы следующие предложения:

1. Если стороны а и b одного угла соответственно параллельны 
сторонам а' и b' другого угла и одинаково с ними направлены, 
то углы равны.

2. Если при том же условии параллельности стороны а и b 
направлены противоположно сторонам а' и b', то углы также 
равны.

3. Если, наконец, стороны а и а' параллельны и одинаково 
направлены, а стороны b и b' параллельны и противоположно 
направлены, то углы дополняют друг друга до развернутого.

Доказательство. Докажем первое из этих предложений. 
Пусть стороны а и a', b и b' углов 1 и Г параллельны и оди
наково направлены (рис. 191). Соединим вершины углов прямой 
00'. При этом возможны два случая: прямая 00' проходит
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внутри углов 1 и Г (рис. 191, а) или вне этих углов (рис. 191, б). 
В обоих случаях доказательство очевидно: так, в первом случае

7 = ZOC + ZCÖ. 7'=Zß'c + Zcö'.
но ^/ас — ^/а'с и Zc^ = Zc^z> откуда получаем 1 = 1'. Во вто
ром случае имеем

7 = Zac—Z^c, Г = /_а'с—¿_b'c, 
и результат вновь вытекает из равенств Zac=Zfl c 11 Z.bc=¿/b'c.

Рис.

Доказательства предложении 2 и 3 оставляем читателю. 
Можно сказать, что если стороны углов соответственно парал

лельны, то углы либо равны, либо дают в сумме развернутый.
Очевидно, они равны, если оба од
новременно острые или оба тупые, 
и сумма их равна 2d, если один из 
них острый, а другой тупой.

Углы с соответственно перпен
дикулярными сторонами равны или 
дополняют друг друга до разверну
того угла.

Доказательство. Пусть 
а—некоторый угол (рис. 192), а

О' — вершина угла, образованного прямыми т' и п', соответ
ственно перпендикулярными к т и п (углом т'п' может быть 
любой из четырех углов, образованных двумя этими прямыми). 
Повернем угол т'п’ (т. е. обе его стороны) вокруг своей вершины 0' 
на прямой угол; получим угол, равный ему, но такой, стороны 
которого перпендикулярны к сторонам т' и п'\ стороны повер
нутого угла обозначены на рис. 192 через т" и п". Они парал
лельны прямым т и п, образующим данный угол а. Поэтому углы 
тп и т"п" (а значит, и углы тп и т'п') либо равны, либо об
разуют в сумме развернутый угол.
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174. Геометрическое место точек. В п. 170 мы уже употреб
ляли выражение «геометрическое место точек». Напомним, что 
под словами «геометрическое место точек» понимается всякое 
множество (совокупность, собрание) точек, обладающих каким-то 
свойством, общим для них, но неприсущим остальным точкам, 
не принадлежащим данному собранию. Так, все точки, равно- 
удаленные от двух данных точек А и В, располагаются на 
перпендикуляре, восставленном в середине отрезка АВ’, поэтому 
мы говорим, что этот перпендикуляр служит геометрическим 
местом точек, равноудаленных от двух данных точек. Приведем 
еще один пример, поясняющий понятие
геометрического места точек.

Рассмотрим прямую АВ. Найдем 
геометрическое место точек, находя
щихся от этой прямой на расстоянии, 
равном данному отрезку d (рис. 193).

Ясно, как получить такие точки: 
в любой точке данной прямой АВ вос
ставим к ней перпендикуляр и отло
жим на нем в обоих направлениях отрезки, равные d. Проведем 
через концы этих отрезков прямые, параллельные данной. Аіно- 
жество точек, лежащих на этих двух прямых, и будет искомым 
геометрическим местом точек.

Итак, геометрическое место точек, удаленных от данной пря
мой на расстояние d, представляет собой пару прямых, парал

лельных данной и отстоящих от 
нее на расстояние d.

175. Свойство биссектрисы уг
ла. Рассмотрим угол АОС (рис. 194) 
и его биссектрису ON\ ясно, что 
биссектриса этого угла также 
будет и биссектрисой вертикаль
ного угла B0D. Если перегнуть 
рис. Í94 по биссектрисе ON, то 
вследствие равенства углов CON 
и NOA луч ОС совместится с лу
чом О А. Итак, биссектриса угла

является его осью симметрии (и даже осью симметрии пары вер
тикальных углов).

Опустим из какой-либо точки биссектрисы ON перпенди
куляры KQ и KP на стороны угла; при указанном выше сов
мещении ОС и ОА эти перпендикуляры совпадут. Таким обра
зом, видно, что KQ — KP’. все точки биссектрисы равноудалены 
от сторон угла.



408 ГЛ. XIV. ПЕРПЕНДИКУЛЯРНЫЕ И ПАРАЛЛЕЛЬНЫЕ ПРЯМЫЕ [176

Точно так же и точки биссектрисы ОМ смежного угла СОВ 
(и угла AOD) равноудалены от сторон углов. Легко видеть, что 
точка S, не лежащая ни на одной из биссектрис ON и ОМ, не 
может быть равноудалена от сторон углов; поэтому геометриче
ское место точек, равноудаленных, от двух пересекающихся пря
мых, образовано двумя биссектрисами углов между этими 
прямыми. Напомним, что эти биссектрисы взаимно перпендику
лярны.

Полезно вернуться к рис. 184, где мы рассматривали пары 
равных наклонных и перпендикуляр, проведенный к отрезку 
в его середине, и отметить, что перпендикуляр ММ0 служит 
биссектрисой угла между равными наклонными.

176. Окружность. Пусть дана произвольная точка С и отрезок 
KL = R (рис. 195). Геометрическое место точек, находящихся 
от данной точки С на постоянном расстоянии, равном R, назы
вается окружностью с центром С и радиусом R. Проводя через 
С любые лучи, мы можем построить точки окружности, откла
дывая на этих лучах от точки С отрезки CA, CA', СА", .... 
равные R. Практически окружность строится с помощью цир
куля. Отметим ряд простейших понятий и свойств, относящихся 
к окружности.

1. Окружность, так же как и прямая, может скользить сама 
по себе-, любая ее часть (дуга АВ) может перемещаться по ок
ружности (вращаясь вокруг ее центра) в произвольные но
вые положения А'В', . . . (рис. 196). Две окружности одинако
вого радиуса совместятся всеми точками, если совместить их 
центры.

2. Окружность разбивает плоскость на две области: внутрен
нюю по отношению к окружности и внешнюю, бесконечную. 
Внутренняя область (включая и контур, ее ограничивающий, 
т. е. окружность) называется кругом и состоит из точек, удален
ных от центра на расстояние, не большее радиуса окружности.
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Внешняя область состоит из точек, удаленных от центра на 
расстояние, превосходящее радиус.

177. Взаимное расположение прямой и окружности. Касатель
ная и секущая. Пусть на плоскости даны окружность и неко
торая прямая. Опустим на эту прямую перпендикуляр из центра 
окружности С; обозначим через Л40 основание этого перпенди
куляра. Точка Ма может занимать относительно окружности три 
возможных положения: а) лежать вне окружности, б) на окруж
ности, в) внутри окружности. В зависимости от этого и прямая 
будет занимать относительно окружности одно из трех возмож
ных различных положений, описываемых ниже.

а) Пусть основание перпендикуляра СЛ40, опущенного из 
центра С окружности на прямую а, лежит вне окружности 
(рис. 197). Тогда прямая не пересекает окружности, все ее точки 
лежат во внешней области. Действительно, в указанном случае 
СМ0 > R (точка Л40 по условию удалена от центра на расстоя
ние, большее радиуса). Тем более для любой точки М прямой а 
имеем СМ > СМ0 > R, т, е. каждая точка данной прямой лежит 
вне круга.

б) Пусть основание Мо перпендикуляра СМ0 попадет на 
окружность (рис. 198). Тогда прямая а имеет с окружностью 
ровно одну общую точку УИ„. Действительно, если М — любая 
другая точка прямой, то CM>CM0 = R (наклонные длиннее 
перпендикуляра) и точка М лежит во внешней области. Такая 
прямая, имеющая с окружностью единственную общую точку, 
называется касательной к окружности в этой точке. Покажем, 
что и обратно, если прямая имеет с окружностью единственную 
общую точку, то радиус, проведенный в эту точку, перпендику
лярен к данной прямой. Действительно, опустим из центра 
перпендикуляр на данную прямую. Если бы его основание 
лежало внутри окружности, то прямая имела бы с ней, как 
показано в в), две общие точки. Если бы оно лежало вне окруж
ности, то в силу а) прямая не имела бы с окружностью общих 
точек. Поэтому остается допустить, что перпендикуляр попадает
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в общую точку прямой и окружности — в точку их касания. 
Доказана важная

Теорема. Прямая, проходящая через точку окружности, 
тогда и только тогда касается окружности, когда она перпен
дикулярна к радиусу, проведенному в эту точку.

Заметим, что определение касательной к окружности, данное здесь, не 
переносится на другие кривые. Более общее определение касательной прямой 
к кривой линии связано с понятиями теории пределов и рассматривается 

подробно в курсе высшей математики. 
Здесь мы дадим о нем только общее 
понятие. Пусть даны окружность и на 
ней точка А (рис. 199). Возьмем еще 

Т,

Рис. 200.

точку A' на окружности и соединим обе точки прямой .4.4'. Пусть точка A' 
двигаясь по окружности, занимает последовательно ряд новых положении А”, 
А'", ..., приближаясь все больше к точке А. Прямая АА', вращаясь вокруг А, 
принимает ряд положений: АА', АА”, АА'", ...; при этом по мере сближе

ния движущейся точки с точкой А прямая 
стремится к совпадению с касательной АТ. 
Поэтому можно говорить о касательной как 
о предельном положении секущей, прохо
дящей через данную точку и точку кривой, 
неограниченно с ней сближающуюся. В та
кой форме определение касательной приме
нимо к кривым весьма общего вида (рис. 200).

в) Пусть, наконец, точка Мо 
лежит внутри окружности (рис. 201). 
Тогда СЛ40 < Н. Будем рассматри
вать наклонные, проведенные к пря
мой а из центра С окружности, 
с основаниями (Aín М„, ЛК, ...), 
удаляющимися от точки Мо в лю-'

бом из двух возможных направлений. Длина наклонной будет 
монотонно возрастать по мере удаления ее основания от
точки УИ0; это возрастание длины наклонной происходит посте
пенно («непрерывно») от значений, близких к СЛ40, до значений, 
сколь угодно больших, поэтому кажется ясным, что при неко
тором положении оснований наклонных длина их будет точно



178] § 2. ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ МЕСТА ТОЧЕК. ОКРУЖНОСТЬ 411

равна /?; соответствующие точки /< и L прямой будут лежать 
на окружности. Прямая в этом случае имеет с окружностью 
две общие точки и называется секущей.

Наше рассуждение основано на непрерывном, постепенном характере воз
растания наклонной по мере удаления ее основания от основания перпенди
куляра. Точное определение понятия непрерывности здесь не может быть 
дано. Вместо этого рассуждения можно применить теорему Пифагора (п. 216). 
Так, если отложить на прямой а в обе стороны от точки ЛІ0 отрезки M0L 
и М0К, равные У J?2 —d3> где d = CMB, то расстояния CL и СК будут равны 
радиусу окружности R. Поэтому полученные таким путем точки L и /( при
надлежат окружности.

часть круга, ограниченная двумя

178. Хорда и диаметр. Сектор и сегмент. Итак, секущая — 
это прямая, имеющая с окружностью две общие точки. Отрезок 
секущей, лежащий внутри окружности, называется ее хордой. 
Перпендикуляр, опущенный на хорду из центра окружности, 
делит эту хорду пополам (по свойству равных наклонных и 
перпендикуляра). В частности, если хорда проходит через центр 
окружности, то она называется диаметром. Все диаметры равны 
между собой, так как каж
дый из них равен удвоенному 
радиусу окружности.

Хорда разбивает круг на 
две части (/ и II на рис. 202), 
называемые сегментами. В 
случае, когда хорда совпа
дает с диаметром, эти сег
менты превращаются в полу
круги. Напомним еще, что 
сектором круга называется
его радиусами ОА и OB и дугой окружности, соединяющей 
концы этих радиусов; таким образом, можно рассматривать два 
сектора (/ и ¡I на рис. 203), на которые круг разбивается парой 
радиусов.

Справедливы следующие соотношения между дугами данной 
окружности, стягивающими их хордами (хорда, имеющая 
те же концевые точки, что и дуга, называется хордой, стяги
вающей эту дугу, подобно тому как, например, тетива стягивает 
лук), расстояниями хорд от центра и т. д.

1. Равные дуги стягиваются равными хордами.
2. Равные хорды стягивают пары соответственно равных дуг.
3. Хорды, равноотстоящие от центра, равны.
4. Равные хорды равноотстоят от центра.
5. Всякий диаметр является осью симметрии круга (окруж

ности). Он делит круг (окружность) на два равных полукруга 
(полуокружности).
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Доказательство каждого из этих свойств основано на воз
можности вращения круга вокруг своего центра (скольжения 
окружности по себе) и соображениях симметрии. Докажем, 
например, свойство 3.

Доказательство. Пусть хорды АВ и CD равноотстоят 
от центра О окружности (рис. 204). Пусть OK и OL—перпен
дикуляры, проведенные к этим хордам из О. Будем вращать 
дугу ASB, хорду АВ и перпендикуляр OK до совмещения 
последнего с перпендикуляром OL (т. е. на угол КОК). Тогда 
перпендикуляры совместятся, значит, хорда АВ пойдет по хорде 

CD и, поскольку окружность при враще
нии скользит по себе, обе хорды совпа
дут (последнее также видно из равенства 
наклонных ОА = ОС ~OB = OD, как ра
диусов одной окружности).

Остальные свойства рекомендуется ра
зобрать читателю.

179. Взаимное расположение двух 
окружностей. Пусть даны окружность и 
точка Мв, не совпадающая с ее центром 
С (рис. 205). Возможны три случая: 
точка уИп лежит внутри окружности

205, а), на окружности (рис. 205, б), вне окружности 
205, в). Проведем прямую С/Ио; она пересечет окружность 

в точках К и L (в случае б) точка К совпадет с Л40), из кото
рых одна будет ближайшей к точке Мп (по сравнению со всеми 
другими точками окружности), а другая — наиболее удаленной.

(рис.
(Рис.

К' ломаная СМВК' длиннее отрезка СК': СМВА-МВК' > CK’ — R, 
но CMB — R—МВК, И потому МпК'> МВК- Напротив, для 
точки L найдем МВК' < МВС+ СК' == МВС + R (снова ломаная 
длиннее отрезка прямой). Разбор остальных двух случаев предо
ставляем читателю. Заметим, что наибольшее расстояние равно 
CM0 + R, наименьшее |С7И0—7?|, т. е. CM0 — R, если СМВ> R, 
или R — СМ0, если СМВ < R.
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Перейдем к анализу возможных случаев расположения двух 
окружностей (рис. 206).

а) Центры окружностей совпадают (рис. 206, а). Такие окруж
ности называются концентрическими. Если радиусы этих окруж
ностей не равны, то одна из них лежит внутри другой. В случае 
равенства радиусов они совпадают.

б) Пусть теперь центры окружностей различны. Соединим их 
прямой, она называется линией. центров данной пары окруж
ностей. Взаимное расположение окружностей будет зависеть 
только от соотношения между величиной отрезка d, соединяю
щего их центры, и величинами радиусов окружностей R, г. 
Все возможные существенно различные случаи представлены на 
рис. 206 (считаем R^r).

1. Расстояние между центрами меньше разности радиусов: 
d < R—г

Рис. 206.

2. Расстояние между центрами равно разности радиусов:
d = R — г

(рис. 206, в). Малая окружность лежит внутри большой, но 
имеет с ней одну общую точку на линии центров (говорят, что 
имеет место внутреннее касание).

3. Расстояние между центрами больше разности радиусов, 
но меньше их суммы:

R — r< d < R + r
(рис. 206, г). Каждая из окружностей лежит частично внутри, 
частично вне другой. Окружности имеют две точки пересечения
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К и L, расположенные симметрично относительно линии цент
ров 00'1). Отрезок KL — общая хорда двух пересекающихся 
окружностей. Он перпендикулярен к линии центров.

4. Расстояние между центрами равно сумме радиусов:
d = R + r

(рис. 206, ô). Каждая из окружностей лежит вне другой, но 
они имеют общую точку на линии центров (внешнее касание).

5. Расстояние между центрами больше суммы радиусов: 
d > R-\-r (рис. 206, е). Каждая из окружностей целиком лежит 
вне другой. Окружности не имеют общих точек.

Приведенная классификация полностью вытекает из разоб
ранного выше вопроса о наибольшем н наименьшем расстоянии 
от точки до окружности. Следует лишь рассмотреть на одной 
из окружностей две точки: самую близкую и самую далекую от 
центра второй окружности. Например, разберем случай 1: 
00' < R—г. По условию Я > 00' + г. Но наиболее отдаленная 
от О точка' малой окружности находится от центра О на рас
стоянии ОО'+г<Я. Поэтому вся малая окружность лежит 
внутри большой. Так же рассматриваются и остальные случаи.

В частности, если радиусы окружностей равны, то возможны 
только три последних случая: пересечение, внешнее касание, 
внешнее расположение.

§ 3. Основные задачи на построение
180. Линейка и циркуль. В чертежной практике применяются 

различные инструменты: линейки (с делениями и без них), 
циркули разных типов, чертежные треугольники, лекала и т. п. 
При теоретическом изучении геометрических построений рас
сматриваются лишь два основных инструмента: линейка без 
делений и циркуль, которые имеют в геометрии идеальный, абст
рактный характер. Так, всякая реальная линейка имеет конеч
ную длину, линейка же в геометрических построениях считает
ся бесконечной; раствор циркуля в геометрии не ограничен.

Предполагается, что линейка и циркуль могут быть приме
нены для выполнения строго определенного набора основных, 
первичных построений.

Линейка предназначена для проведения прямых линий без 
ограничения их длины. Если дана точка, то с помощью линейки 
можно провести через эту точку одну или несколько прямых

т) Существование двух точек пересечения видно из соображении непре
рывности линии; точка любой из двух окружностей, перемещаясь по второй 
и переходя из внутренней области первой окружности во внешнюю в любом 
из двух возможных направлений, должна дважды попасть на первую окруж
ность. Более двух общих точек две окружности иметь не могут (см. п. 31).
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произвольным образом. Линейка позволяет также провести пря
мую через любые две заданные точки. Заметим, что в плоскости 
или на уже проведенной в ней прямой всегда могут быть про
извольным образом взяты точки в любом числе. Если построены 
две пересекающиеся прямые, то считается известной точка их 
пересечения.

С помощью циркуля считается возможным:
1) провести окружность с любым центром и произвольным

радиусом, в том числе окружность, проходящую через заданную 
точку;

2) отложить иа данной прямой от любой ее точки и в любом 
из двух возможных направлений отрезок (произвольный или 
равный любому заданному отрезку).

Если изображены окружности и прямые, то и все точки их 
пересечения, если таковые имеются, считаются известными. 
В связи с этим понятен смысл часто употребляемых выражений 
вроде «сделаем на прямой а засечку» тем
или иным радиусом, с тем или иным цент
ром. Это значит, что проводится некоторая 
окружность (часто изображаемая условно 
лишь небольшой дугой, ей принадлежа
щей) ради получения точки ее пересечения 
с данной прямой а.

181. Деление отрезка пополам. Пост
роение перпендикуляров.

Задача 1. Дан отрезок АВ. Пост
роить точку С, делящую этот отрезок на 
две равные части.

Р е ш е и и е. Пусть дан отрезок АВ (рис.
207). Требуется разделить его пополам, 
т. е. построить его середину. Мы поль
зуемся линейкой без делений и потому не можем применять 
способ, связанный с измерением длины отрезка и делением ее 
пополам. Вместо этого поступаем так. Из конца А отрезка АВ, 
как из центра, описываем окружность произвольным радиусом, 
превышающим половину длины отрезка (проще всего взять ра
диус, равный самому отрезку АВ). Тем же радиусом описываем 
окружность с центром В. Эти окружности равного радиуса 
пересекутся в двух различных точках К и L, так как сумма их 
радиусов превосходит (по построению) расстояние АВ между их 
центрами. Соединим эти точки отрезком KL. Он пересечет дан
ный отрезок в его середине, т. е. в искомой точке С. Действи
тельно, каждая из точек /Ç и L равноотстоит от концов А и В 
данного отрезка и потому (свойство перпендикуляра, построен
ного в середине отрезка) лежит на перпендикуляре, восставлен
ном из середины отрезка АВ.
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Д.

À
/лг

ys

Рис. 208.

Попутно решена
Задача 2. Восставить перпендикуляр к отрезку АВ в его 

середине.
Задача 3. Опустить перпендикуляр из данной точки М 

на прямую а.
Решение. Из данной точки М, как из центра, опишем 

дугу окружности достаточно большим радиусом (например, 
больше МК, где К—какая-либо 
точка прямой а) так, чтобы она 
пересекла данную прямую в двух 
точках А и В («сделаем засечки на 
о», рис. 208). Точки А и В по 
построению равноудалены от М, 
и потому М лежит на перпенди
куляре к а, построенном в сере
дине отрезка АВ. Для завершения 
построения остается из точек А 
и В, как из центров, провести дуги 
окружностей, например, тем же 
радиусом R до их пересечения

в точке М' (вторая точка пересечения, в данном случае М, нам 
уже известна), линия ММ' и будет искомым перпендикуляром.

Задача 4. В данной точке М прямой восставить к ней 
перпендикуляр.

Указание. Из данной точки М, как из центра, сделаем 
на прямой засечки произвольным радиусом (т. е. отложим 
от М в обоих направлениях равные отрезки Л4Л и МВ}. Те
перь искомый перпендикуляр будет
перпендикуляром в середине от
резка АВ.

182. Построение углов.
Задача 1. Построить угол, рав

ный данному углу а, имеющий за
данную вершину О и сторону О А.

Решение. Пусть дан угол а, 
требуется построить при стороне О А 
угол с вершиной О, равный данному 
углу а (рис. 209). Проведем сначала 
дугу окружности с центром в вер
шине заданного угла а до пересечения 
ее со сторонами угла в точках и 
Дугу того же радиуса опишем из 
центра О — вершины искомого угла.
Затем из точки jK' пересечения этой дуги с ОА, как из 
центра, сделаем на этой дуге засечку (¿') радиусом f(L, взятым
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Рис. 210.

из чертежа,' изображающего заданный угол а; в действительности 
можно получить две точки пересечения наших дуг: L' и L", при 
этом в обоих случаях получаются равные (но симметрично рас
положенные) углы. Теперь соединим найденную точку L' с вер
шиной О; угол К'ОЬ' равен углу KCL, т. е. дает решение задачи. 
Для доказательства наложим данный угол а на построенный 
так, чтобы вершины их совместились, стороны С/С и ОД" совпали, 
а стороны CL и OL' оказались по одну сторону от их общей 
стороны С/С. Тогда окружности, проведенные из центров С и О 
одним радиусом, совпадут и дуги за
сечек с центрами /С и /С', имеющие 
общий центр и равные радиусы, так
же совпадут. Поэтому совпадут и точ
ки пересечения L и L'. Тем самым 
совместятся и углы, что доказывает 
их равенство.

Задача 2. Построить биссек
трису данного угла.

Решение. Пусть дан угол 
АОВ (рис. 210). Требуется по
строить его биссектрису. Воспользуемся свойством биссектрисы 
быть осью симметрии угла или, что то же самое, геометрическим 
местом точек, равноудаленных от сторон угла. Проведем дугу 
окружности с центром О; пересекающую стороны угла в точках 
К и L, радиус дуги может быть взят произвольно. Если теперь 
из О опустить перпендикуляр на отрезок KL, то он пройдет 
через середину отрезка /СЕ, так как наклонные OL и OK по 
построению равны. Этот перпендикуляр будет осью симметрии 
нашей фигуры и биссектрисой угла АОВ. Поэтому для завер
шения построения описываем из центров К и L равными радиу
сами дуги, пересекающиеся в точке Р, и соединяем О с Р.

Прямая ОР по построению будет 
перпендикуляром к KL в его се
редине и, значит, * искомой бис
сектрисой.

Задача 3. Через данную 
точку провести прямую, парал
лельную данной прямой.

Решение. В принципе реше
ние этой задачи дано уже в п. 171 
с помощью проведения перпенди
куляров—задачи, нам уже из
вестной. Можно решить задачу 
и иначе. Проведем окружность 

с центром в данной точке О (рис. 211), пересекающую заданную 
прямую в двух точках М и N. Соединим эти точки с данной

14 В. В. Зайцев и др.
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точкой прямыми МО и N0. Биссектриса угла М'ОК будет ис
комой прямой, параллельной данной. Для доказательства пра
вильности построения опустим из О перпендикуляр на MN. 
Так как он будет одновременно перпендикулярен к OK (бис
сектрисы смежных углов), то прямая OK параллельна дан
ной.

183. Другие задачи на построение. Задачи на построение,

«проведем биссектрису 
Z В,

А

Рис. 212.

рассмотренные в пп. 181 и 182, мы можем назвать основными. 
При решении других, более сложных задач на построение их 
приходится использовать как вспомогательные. При этом мы 
уже не объясняем каждый раз, как они выполняются, а просто 
говорим: «опустим из точки перпендикуляр на прямую» или 

угла» и т. д., считая, что необходимые 
для этого построения читателю извест
ны. Приведем несколько примеров 
несложных задач на построение.

Задача 1. Дан угол. Внутри угла 
найти точку, находящуюся на задан
ных расстояниях от сторон угла.

Р е ш е и и е. Пусть АО В—данный 
угол (рис. 212), отрезки и d2 изоб
ражают расстояния искомой точки от 
сторон ОА и ОБ соответственно. В ре
шении этой задачи, как и многих дру
гих используется метод геометриче
ских мест. Заметим, что геометриче

ское место точек, отстоящих от данной прямой ОА на рас
стояние dlt состоит из двух прямых, параллельных данной и 
отстоящих от нее на расстояние dt.

В нашем случае искомая точка лежит на той из указанных 
прямых, часть которой расположена внутри угла. Теперь легко 
указать план решения задачи. В произвольной точке стороны О А 
восставим к ней перпендикуляр и отложим на нем отрезок d¿ 
в сторону внутренней области угла. Через конец этого перпен
дикуляра проведем прямую, параллельную О А. То же проде
лываем со стороной OB, но на этот раз длину перпендикуляра 
берем равной d2. Искомой точкой будет точка К пересечения 
построенных прямых, параллельных сторонам угла.

Читатель должен выполнить здесь и в следующих задачах 
все необходимые построения циркулем и линейкой.

Задача 2. На данной прямой найти точку, равноудаленную 
от двух данных точек плоскости.

Решение. Пусть А а В—данные точки, а—прямая (рис. 213). 
На прямой а мы должны найти точку D, находящуюся на оди
наковых расстояниях от точек А и В. Известно, что геометри
ческим местом точек, равноудаленных от двух данных точек,
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служит перпендикуляр к отрезку АВ, восставленный в его 
середине. Отсюда ясно решение: искомая точка D лежит на 
пересечении указанного перпендикуляра с прямой а.

Замечание. Задача будет неразрешимой, если перпенди
куляр окажется параллелей а; это получится, если отрезок АВ

Рис. 214.Рис. 213.

перпендикулярен к а. Задача станет неопределенной (любая 
точка прямой а будет решением), если АВ перпендикулярен к а 
и, кроме того, а проходит через середину АВ.

Задача 3. На данной прямой а найти точки, равноотстоя
щие от данных двух пересекающихся прямых b и с.

Указание. Искомые точки лежат на пересечении данной 
прямой с любой из биссектрис углов, образованных прямыми 
bue (рис. 214).

Упражнения

1. Найти геометрическое место точек, удаленных от данной окружности 
на заданное расстояние (берется кратчайшее расстояние). Исследовать решение 
задачи в зависимости от заданного расстояния и величины радиуса окруж
ности.

2. Центр одной окружности лежит на другой окружности. При каком 
соотношении между радиусами они будут касаться? .

3. Построить угол, равный одной четверти прямого угла.
4. Выполнить полностью все построения задач 1—3 п. 183.
5. Построить геометрическое место точек, равноудаленных от двух данных 

параллельных прямых.
6. Найти точки, отстоящие от данной прямой на заданное расстояние а 

и удаленные от некоторой точки на указанное расстояние 6, Всегда ли раз
решима задача? Сколько решений она может иметь?



Глава XV

ТРЕУГОЛЬНИКИ, ЧЕТЫРЕХУГОЛЬНИКИ

§ 1. Треугольники

184. Стороны и углы треугольника. Длины сторон треуголь
ника (короче, стороны треугольника) не могут быть заданы 
произвольно. Действительно, для произвольного треугольни
ка АВС сумма двух любых сторон больше третьей стороны: 
АВ + ВС > АС, так как ломаная длиннее отрезка прямой. Из 
этого же неравенства находим АС — AB<ZBC, т. е. разность 
двух любых сторон треугольника меньше его третьей стороны. 
Например, из. отрезков а = 5, Ь — 8, с= 14 нельзя построить 
треугольник, так как 14 > 5 + 8. Если же даны три отрезка о, Ь, с 
такие, что больший из них меньше суммы двух других, то можно 
построить треугольник, имеющий данные отрезки своими сто
ронами (п. Г89, задача 1). Итак, условие

с < a + ô

(где с—наибольший из трех отрезков) необходимо и достаточно 
для существования треугольника со сторонами а, Ь, с.

В зависимости от сравнительной величины сторон треуголь
ники могут быть равносторонними, если все стороны равны, 
равнобедренными, если две стороны равны, и разносторонними, 
если все стороны различны. У равнобедренного треугольника 
его равные стороны обычно называют боковыми сторонами, 
а третью сторону—основанием.

Углы треугольника также не могут быть заданы произвольно, 
так как справедлива
.^Теор е м а 1. Сумма углов любого треугольника равна двум 

прямым.
Доказательство. Рассмотрим произвольный треуголь

ник АВС (рис. 215) и проведем через одну из его вершин, на
пример В, прямую BD, параллельную противоположной сто
роне АС. Теперь из чертежа ясно, что /_!' = /_1 и /_2' — /_2 
(накрест лежащие углы), и так как 7' + 2' + 3 = 2d, то
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1 + 2 + 3 — 2d, что и требовалось доказать. Продолжая сторону АС, 
находим как следствие:

Внешний угол треугольника равен сумме внутренних углов, 
с ним не смежных.

Тем самым, внешний угол треугольника больше каждого из 
его внутренних углов, с ним не смежных:

4=1 + 3', 4> 1, 4>3.
Таким образом, зная два угла треугольника, мы можем 

найти и третий. Ясно также, что если один угол в треугольнике 
прямой или тупой, то два других его угла острые. Если один

угол треугольника тупой, то треугольник называется тупо
угольным-, если один угол прямой, то прямоугольным-, если все 
три угла острые, то остроугольным.

Из задач на построение треугольников (п. 189) видно, что 
при любых данных положительных углах а, ß, у, составляющих 
в сумме два прямых, существуют треугольники, имеющие а, ß, у 
своими внутренними углами. Итак, условие

а + ß + у = 2d
необходимо и достаточно для существования треугольника с уг
лами а, ß, у.

Так как внешний угол треугольника дополняет внутренний 
смежный с ним угол до развернутого угла, то сумма внешних 
углов треугольника (рис. 216) равна Двум развернутым, или 
четырем прямым, углам: а' + ß' + y' = 4d.

Пример. Внешний угол а’ равен 120°, угол ß составляет 
половину угла у. Найти углы треугольника.

Решение. Внутренний угол а =180°—120° = 60°. Так как 
ß + v = a'i то 3ß= 120°, ß = 40°, у = 80°.

Связь между величинами сторон и углов треугольника уста
навливает следующая

Теорема 2. Против большей стороны в треугольнике лежит 
больший угол. Против равных сторон лежат равные углы.

Обратно: против большего угла лежит большая сторона. 
Против равных углов лежат равные стороны.
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Доказательство. Применим свойства наклонных. Пусть 
в треугольнике АВС (рис. 217, а) сторона АС больше стороны ВС. 
Проведем высоту СМ треугольника. Так как наклонная СВ 
меньше наклонной С А, то ее основание В лежит ближе к осно
ванию высоты СЛ1, чем основание А наклонной С А. Поэтому, 
если ' перегнуть рис. 217,а по СМ, то угол при вершине В 
перейдет во внешний угол В' треугольника ACB’ и, следова
тельно, будет больше угла А, как внутреннего, с ним не смеж
ного. Рис. 217,я построен для случая, когда против данных 
сторон лежат острые углы. На рис. 217,6 показан случай, когда

против одной из сторон лежит тупой угол (разобрать самостоя
тельно). Итак; если между сторонами треугольника имеются 
неравенства а <й < с, то соответственно и противолежащие углы 
удовлетворяют неравенствам а < ß < у. Равенство углов, лежа
щих против равных сторон, сразу получится, если учесть, что 
равные наклонные расположены относительно перпендикуляра 
(т. е. высоты треугольника) симметрично и совмещаются при 
сгибе плоскости по перпендикуляру. При этом совмещаются 
и углы, равенство которых должно быть доказано.

Обратное утверждение, говорящее, что против большего угла 
лежит большая сторона, получается рассуждением от против
ного. Так, пусть а < ß. Если бы мы имели а^Ь, то должно 
было бы быть a^ß, что противоречит условию. Поэтому а <6, 
что п требовалось доказать. Так же доказывается, что против 
равных углов расположены равные стороны. В частности, рав
носторонний треугольник является и равноугольным. Каждый 
из его трех углов в этом случае равен 60°.

185. Биссектрисы треугольника. Вписанная окружность. Любая 
из трех биссектрис внутренних углов треугольника называется 
биссектрисой треугольника. Под биссектрисой угла треугольника 
также понимают отрезок между его вершиной и точкой пересе
чения биссектрисы с противолежащей стороной треугольника.

Три биссектрисы треугольника пересекаются в одной точке. 
Действительно, рассмотрим сначала точку Р пересечения двух 
биссектрис, например АК^ и ВК2 (рис. 218). Эта точка одина-
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kobo удалена от сторон АВ и АС, так как она лежит на бис
сектрисе угла А, и одинаково удалена от сторон АВ и ВС, как 
принадлежащая биссектрисе угла В. Значит, она одинаково 
удалена и от сторон АС и ВС и тем самым принадлежит третьей 
биссектрисе СК3, т. е. в точке Р
пересекаются все три биссек
трисы.

Точка Р пересечения биссек
трис одинаково удалена от сторон

треугольника; это значит, что изображенные на рис. 218 три 
перпендикуляра РРг, РР2, РР3, о'пущенные из этой точки на 
стороны треугольника, равны между собой. Опишем радиусом г, 
равным длине этих перпендикуляров, окружность с центром 
в точке Р. Тогда эта окружность будет касаться каждой из 
трех сторон треугольника соответственно в точках Р±, Р2 и Р3. 
Такая окружность называется вписанной в треугольник. Итак, 
в каждый треугольник можно вписать окружность. Центр ее 
лежит в точке пересечения биссектрис треугольника. Ясно, что, 
и обратно, если какая-то окружность лежит внутри треуголь
ника, касаясь его сторон, то центр ее одинаково удален от сто
рон треугольника и потому лежит в точке пересечения биссектрис 
треугольника. Это означает, что в данный треугольник можно 
вписать единственную окружность. Существуют, однако еще три 
окружности, касающиеся всех трех прямых, на которых лежат 
стороны треугольника. Так, рассмотрим (рис. 219) треуголь
ник АВС и биссектрисы его внутреннего угла А и двух внеш
них углов В и С; точка пересечения двух последних биссектрис 
одинаково удалена от всех трех прямых АВ, ВС и ÄC и потому 
лежит на биссектрисе угла Л; она является центром окружности, 
касающейся стороны ВС треугольника и продолжений двух 
других его сторон. Такая окружность называется внешне впи
санной в треугольник.

186. Оси симметрии сторон треугольника. Описанная окруж
ность. Рассмотрим теперь оси симметрии сторон треугольника. 
Напомним, что осью симметрии отрезка'является перпендикуляр,
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восставленный к отрезку в его середине. Любая точка такого 
перпендикуляра одинаково удалена от концов отрезка. Пусть 
теперь AíjQ и ä42Q—перпендикуляры, проведенные через сере
дины сторон ВС и АС треугольника АВС (рис. 220) к этим 

сторонам, т. е. оси симметрии этих двух сто
рон. Точка их пересечения Q одинаково 
удалена от вершин В и С треугольника, 
так как лежит на оси симметрии сторо
ны ВС', точно так же она и одинаково уда
лена от вершин А и С. Следовательно, она 
одинаково удалена от всех трех вершин 
треугольника, в том числе от вершин А и 
В. Значит, она лежит на оси симметрии 
третьей стороны АВ треугольника. Итак, 
оси симметрии трех сторон треугольника 
пересекаются в одной точке. Эта точка

одинаково удалена от вершин треугольника. Следовательно, 
если провести окружность радиусом, равным расстоянию этой 
точки от вершин треугольника, с центром в найденной точке, 
то она пройдет через все три вершины треугольника. Такая ок
ружность (рис. 220) называется описанной окружностью. Обратно, 
если представить себе окружность, проходящую через три вер
шины треугольника, то ее центр обязан находиться на равных 
расстояниях от вершин треугольника и потому принадлежит

Рис. 221.

каждой из осей симметрии сторон треугольника. Поэтому у тре
угольника имеется только одна описанная окружность: вокруг 
данного треугольника можно описать окружность, и притом 
только одну; центр ее лежит в точке пересечения трех перпен
дикуляров, восставленных к сторонам треугольника в их сере
динах.

На рис. 221 показаны окружности, описанные вокруг остро
угольного, прямоугольного и тупоугольного треугольников; 
центр описанной окружности лежит в первом случае внутри 
треугольника, во втором — на середине гипотенузы треугольника, 
в третьем — вне треугольника. Это проще всего следует из свойств 
углов, опирающихся на дугу окружности (см. п. 210).
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Так как любые три точки, не лежащие на одной прямой, 
можно считать вершинами треугольника, то можно утверждать, 
что через три любые точки, не принадлежащие прямой, проходит 
единственная окружность. Поэтому две окружности имеют не более 
двух общих точек.

187. Медианы и высоты треугольника. Отрезок, (а иногда и 
вся прямая, на которой он лежит), соединяющий вершину тре- 
угольннка с серединой противолежащей стороны, называется 
медианой треугольника. Треугольник имеет три медианы, все 
они пересекаются в одной точке и делят друг друга в отноше
нии 2,: 1, считая от вершины (доказательство см. в п. 207). 
Точка пересечения медиан треугольника является его центром 
тяжести. Это значит, что именно в точке пересечения медиан 
помещается центр тяжести тонкой однородной пластинки тре
угольной формы.

Высотой треугольника называется перпендикуляр, опущенный 
из его вершины на противолежащую сторону (высотой также 
называется длина этого перпендикуляра).

Треугольник имеет три высоты. В случае остроугольного-тре
угольника высоты располагаются внутри его (рис. 222, а); осно
вания высот Н1У Н2, Н3 лежат на сторонах треугольника. У пря
моугольного треугольника две высоты совпадают с его катетами

Рис. 222.

(рис. 222, б), третья же высота, опущенная из вершины прямого 
угла на гипотенузу, лежит внутри треугольника. Наконец, у ту
поугольного треугольника (рис. 222, в) две его высоты ha и Ігс, 
проведенные из вершин острых углов, лежат вне треугольника, 
их основания помещаются на продолжениях сторон.

Три высоты любого треугольника пересекаются в одной точке 
(доказательство см. в п. 197).

188. Равенство треугольников. Первый признак (одна 
пара равных сторон). Пусть в двух треугольниках АВС и KLM. 
стороны АВ и KL и прилежащие к ним. углы А, К и В, L соот
ветственно равны. Тогда треугольники равны.
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Действительно, наложим треугольник АВС на треугольник 
KLM. так, чтобы сторона АВ совпала со стороной /<£, а сторона АС 
пошла по стороне КМ, что возможно в силу равенства углов 
A h К (рис. 223). Тогда и сторона ВС пойдет по стороне LM 

и тем самым совпадут вер
шины С и М, как точки 
пересечения совпавших 
сторон.

Ясно, что в условии 
можно предположить ра
венство другой пары со
ответствующих углов, так

как из равенства двух пар углов следует и равенство третьей 
пары углов треугольников.

Второй признак (две пары равных сторон). Если сто
роны AB, KL и АС, КМ в двух треугольниках соответственно 
равны и углы, заключенные между ними, равны, то треугольники 
равны.

Доказательство предоставляется читателю.
Третий признак (три пары равных сторон). Если три 

стороны одного треугольника соответственно равны трем сторонам 
другого: АВ = KL, ВС =
LM, АС = КМ, то тре
угольники- равны (рис. 224).

Для доказательства на
ложим сторону АВ тре
угольника АВС на сторону 
KL так, чтоб совпали точки 
А и К, В и L,a вершины С 
и М оказались по одну сто
рону от совмещенных сто-

вершины С и М совпадут. 
С и AÍ не совместились, 
этими вершинами. Тогда,

рон AB, KL. Остается показать, что и 
Допустим противное, а именно что 
Пусть О—середина отрезка между
в силу равенства наклонных КМ и КС к прямой MC, отре
зок КО будет перпендикуляром к MC. Также должен быть пер
пендикуляром к MC и отрезок LO, т. е. в точке О мы имеем 
два перпендикуляра к MC, что невозможно. Итак, допущение что 
М и С не совпадают, ложно.

Для двух прямоугольных треугольников достаточно допустить 
равенство двух пар сторон: два прямоугольных треугольника равны, 
если два катета одного равны двум катетам другого или если 
катет и гипотенуза одного равны соответственно катету и ги
потенузе другого.

Рассмотрим второй из указанных случаев: пусть катеты АВ 
и KL прямоугольных треугольников АВС и KLM (рис. 225),
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а также и их гипотенузы АС и КМ равны. Совместим катеты 
АВ и KL так, чтобы точка А совпала с К и В с L, а гипоте
нузы оказались по одну сто
рону от совпавших катетов.
Тогда катеты СВ и ML рас
положатся по одной прямой.
Гипотенузы будут наклонными, 
проведенными через К к линии 
вторых катетов, и, будучи рав
ными и расположенными по
одну сторону от перпендикуляра, совпадут, откуда следует сов
мещение треугольников.

Так как у двух прямоугольных треугольников всегда есть 
пара равных углов (прямых), то для равенства таких треуголь
ников достаточны также следующие условия: прямоугольные тре
угольники равны, если они имеют пару равных острых углов и пару 
равных катетов (или гипотенуз).

189. Построение треугольников. Три доказанные в п. 188 тео
ремы о равенстве треугольников показывают, что треугольник 
вполне определен, если даны три его стороны, две'стороны и угол, 
заключенный между ними, сторона и два прилегающих к ней 
угла (или вообще два каких-нибудь угла).

Существование треугольника, определенного заданием тех или 
иных конкретных величин, сторон или углов, обнаруживается 
при решении задачи на построение треугольника по данным 
элементам: однозначность решения задачи на построение еще раз 

д доказывает признаки- равенства из
’ ' 1 п. 188. Сообразно трем признакам ра-
«------------ —'а венства возникают и три основные
_____________—иг? задачи на построение треугольников.

Задача 1. Даны три отрезка а, 
Ь, с. Построить треугольник, имеющий 
эти отрезки своими сторонами.

Решение. Пусть с—наибольший 
из трех отрезков: с^а, с^Ь', для 
того чтобы задача могла иметь реше
ние, необходимо, чтобы выполнялось 
условие с<а + Ь. Будем считать, что 
это условие выполнено. На произволь
ной прямой (рис. 226) отложим в про
извольном месте отрезок АВ = с. Концы 
его примем за две вершины искомого 
треугольника. Третья вершина должна

лежать на расстоянии b от точки А (или от точки В) и 
на расстоянии а от В (или Л). Для построения недостающей вер
шины проводим окружность радиуса b с центром А и окружность



‘428 ГЛ. XV. ТРЕУГОЛЬНИКИ, ЧЕТЫРЕХУГОЛЬНИКИ [189

радиуса а с центром В. Эти две окружности пересекутся, так как 
по условию расстояние между их центрами меньше суммы 
радиусов а + Ь и больше их разности, поскольку с—наиболь
ший отрезок среди данных. Получаются две точки пересечения 
С и С', т. е. два возможных положения вершины С; соответ
ственные два треугольника, однако, равны, как симметрично 
расположенные относительно АВ. На рис. 226 также показано, 
как получить еще два положения третьей вершины, если поме
нять местами радиусы окружностей.

Задача 2. Построить треугольник по двум сторонам и углу, 
заключенному между ними.

Задача 3. Построить треугольник по стороне и прилежащим 
к ней углам, сумма которых меньше 2d.

Решение обеих задач рекомендуется выполнить читателю. 
При анализе признаков равенства треугольников обращают 

на себя внимание два обстоятельства:
1) Нет признаков, в которых равенство треугольников обес

печивалось бы только равенством трех углов. Это объясняется тем, 
что два треугольника, имеющие рав
ные углы, еще не обязательно равны 
(подобные треугольники, см. подроб
нее гл. XVI).

2) Признак равенства треуголь
ников по двум сторонам требует ра
венства не произвольных углов, но 
непременно заключенных между рав
ными сторонами. Чтобы выяснить 
причину этого, поставим следующую 
задачу.

Задача 4. Построить треуголь
ник по двум сторонам и углу, лежа
щему против одной из них.

Решение. Пусть, например, 
даны стороны а и Ь и угол а,

лежащий против а (рис. 227). Для построения треугольника 
отложим отрезок Ь на произвольной прямой АС и из одной его 
вершины, например А, проведем луч AM под углом а к отрезку АС. 
Неизвестная третья сторона треугольника должна лежать на этом 
луче; ее конец и есть недостающая вершина треугольника. Из
вестно, однако, что эта третья вершина лежит на расстоянии а 
от С и, значит, помещается на окружности с центром С радиуса а. 
Проведем такую окружность. Точки ее пересечения с лучом AM 
дадут возможные положения третьей вершины. Так как окруж
ность и луч могут не иметь общих точек, иметь одну или две 
общие точки, то задача может не иметь решений, иметь одно 
или два решения. На рис. 227 представлен случай, когда угол а
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острый, и четыре варианта для стороны Q(alt аг, а3, а4), для 
которых задача, соответственно, не имеет решений, имеет одно 
решение, два решения и снова одно решение. Показаны оба ре
шения для а = а3. Полный анализ этой задачи дается в п.223 
в связи с задачами на решение треугольников.

Можно ставить и другие разнообразные задачи на построение 
треугольников по тем или иным данным. Во всех случаях для 
возможности построения треугольника должны быть заданы либо 
три какие-нибудь его линейных элемента (т. е. три отрезка: 
стороны, медианы, высоты и т. п.), либо два отрезка и один угол, 
либо один отрезок и два угла.

Задача 5. Даны две стороны а, с треугольника и медиана тс. 
Построить треугольник.

Решение. Начнем решение задачи с анализа. Так назы
вается этап решения, когда мы условно допускаем, что задача 
уже решена, и выясняем такие ее особенности, которые и в самом 
деле помогут нам ее решить. Итак, допустим, что треугольник 
АВС (рис. 228, а) — искомый. Тогда в нем ВС—а, СМ=тс,

i------------------------ ІД

Рис. 228.

АВ = с. Заметим, что отрезок ВМ по определению медианы 
составляет половину с, т. е. может считаться известным. Но те
перь в треугольнике ВМС известны все три стороны! Здесь ключ 
к решению задачи, остальное уже просто. Мы строим (рис. 228, б) 
треугольник ВМС по трем сторонам BM = c¡2, ВС —а, СМ=тс 
и продолжаем затем сторону ВМ на расстояние, равное с/2, 
получая тем самым третью вершину А треугольника. Правиль
ность выполненного построения ясна.

Условие разрешимости задачи состоит в возможности постро
ить «частичный» треугольник по стороне а, медиане и половине 
другой стороны.
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Рис. 229.

190. Равнобедренные треугольники. По определению равно
бедренным называется всякий треугольник, две стороны которого 
равны (если и третья сторона равна им, то такой равносторонний 
треугольник является частным видом равнобедренного треуголь
ника). Две равные стороны мы называем боковыми, третью — 
основанием.

Опустим высоту на основание равнобедренного треугольника. 
Ввиду равенства боковых сторон — наклонных к основанию — 

высота разделит основание пополам и будет 
осью симметрии всей рассматриваемой фигуры 
(рис. 229). Поэтому высота равнобедренного тре
угольника, опущенная на основание, одновремен
но является биссектрисой угла между равными 
сторонами, медианой и осью симметрии осно
вания.

Обратно, можно доказать, что если две из 
указанных четырех линий совпадут, то тре
угольник будет равнобедренным (а значит,

совпадут и все четыре линии). Центр тяжести, центры описанной 
и вписанной окружностей и точка пересечения высот равнобед
ренного треугольника — все лежат на его оси симметрии, т. е. на 

'высоте (рис. 229).
Равносторонний треугольник является равнобедренным для 

каждой пары своих сторон. Ввиду равенства всех его сторон 
равны также и все три угла такого треугольника. Учитывая, 
что сумма углов любого треугольника равна двум прямым, мы 
видим, что каждый из углов равностороннего треугольника со
держит л/3 радиан, или 60°. Обратно, чтобы убедиться в равен
стве всех сторон треугольника, достаточно проверить, что два из 
трех его углов равны 60°.

В равностороннем треугольнике совпадают все рассмотренные 
нами замечательные точки: центр тяжести, центры вписанной 
и описанной окружностей, точка пересечения высот (называемая 
ортоцентром треугольника). Обратно, если две из указанных 
четырех точек совпадут, то треугольник будет равносторонним и, 
как следствие, совпадут все четыре названные точки.

Действительно, такой треугольник окажется, по предыдущему,- 
равнобедренным- по отношению к любой паре сторон, т. е. равно
сторонним.

191. Прямоугольные треугольники. Прямоугольный треуголь
ник имеет две взаимно перпендикулярные стороны, называемые 
катетами-, третья его сторона называется гипотенузой. По свойст
вам перпендикуляра и наклонных гипотенуза длиннее каждого 
из катетов (но меньше их суммы). Сумма двух острых-углов прямо
угольного треугольника равна прямому углу. Две высоты прямо
угольного треугольника совпадают с его катетами. Поэтому одна
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из четырех замечательных точек попадает в вершину прямого угла 
треугольника.

Другая особенность прямоугольного треугольника состоит 
в том, что центр его описанной окружности лежит в середине 
гипотенузы. Действительно, рассмотрим прямоугольный треуголь
ник АВС (рис. 230) и про
ведем его медиану ВМ из 
вершины прямого угла. По
кажем, что длина этой медиа
ны равна половине гипотену
зы, т. е. ВМ = АМ—СМ.
Тогда точка М будет одина
ково удалена от всех вершин 
треугольника и потому будет 
центром описанной окруж
ности. Для доказательства 
равенства ВМ = AM доста
точно обнаружить равенство углов МАВ и АВМ. Допустим 
противное, т. е. что углы эти не равны, например, ¿МАВ >¿ABM 
(или ¿ МАВ < ¿ АВМ). Тогда соответственно ¿ МВС > ¿ ВСМ 
(или ¿ МВС < ¿ ВСМ). По свойству «против большего угла 
лежит большая сторона» имеем в ¿BMA МА <ВМ и в ¿BCM 
ВМ<МС (или, наоборот, ВМ < МА и MC <ВМ). В каждом 
из этих случаев приходим к противоречию: AM < MC (или 
AM > MC), в то время как должно быть АМ = МС.

Итак, остается допустить, что ¿МАВ = ¿MBA, откуда 
ВМ = МА, что и требовалось доказать. Отсюда и следует, что 
центр описанной окружности прямоугольного треугольника лежит
на середі i не_его г ипотен узы,

Отметим еще два специальных вида прямоугольных треуголь
ников: равнобедренный и с углами в 30° и 60°. Равнобедренный 
прямоугольный треугольник имеет равные углы при основании 
(гипотенузе), каждый из этих углов содержит 45°. Такой тре
угольник получается, если рассечь квадрат его диагональю. Вы
сота равнобедренного прямоугольного треугольника, проведенная 
из вершины прямого угла, делит его на два равнобедренных 
прямоугольных треугольника.

Прямоугольный треугольник с углами 30° и 60° получится, 
если в равностороннем треугольнике провести одну из его высот 
и взять какой-либо из двух равных прямоугольных треугольников, 
на которые она разбивает данный равносторонний треугольник 
(рис. 231). Обратно, если взять прямоугольный треугольник 
с углами 60° и 30°, то, приложив к нему еще один такой же тре
угольник, имеющий с ним общий катет, прилежащий к-углу в 30°, 
получим равносторонний треугольник. Из такого способа полу
чения указанного треугольника видно, что в прямоугольнолі
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треугольнике с углами в 60° и 30° катет, лежащий против угла 
в 30°, равен половине гипотенузы.

Рассмотрим 2 задачи на построение равнобедренных и пря
моугольных треугольников.

Задача 1. Построить равнобедренный треугольник по осно
ванию и углу при вершине.

Решение. Зная угол при вершине, найдем смежный с ним 
угол; разделив его пополам, получим угол, равный углу при 
основании искомого треугольника, после чего он строится уже 
известным способом (по стороне и двум углам).

Задача 2. Построить прямоугольный треугольник по катету 
и гипотенузе.

Решение. Построим отрезок АВ, равный данному катету, 
и в одном из концов его А восставим к нему перпендикуляр; 
на этом перпендикуляре будет лежать второй катет. Остается 
сделать на построенном перпендикуляре засечку с центром в вер
шине В и радиусом, равным данной гипотенузе.

Упражнения

1. Построить треугольник по сторонам АВ, АС и высоте ВН.
2. Построить треугольник по стороне АВ, медиане В Л-1 и углу А. Сколько 

решении имеет задача?
3. Восстановить треугольник АВС, если на чертеже показаны две его 

вершины А и В и точка пёресечения высот (или точка пересечения биссектрис).
4. Построить равнобедренный треугольник по основанию b и по высоте Ііа.
5. Построить прямоугольный треугольник по катету и медиане, делящей 

его пополам.

§ 2. Параллелограммы

Рис. 232.

192. Четырехугольники. Рассмотрим произвольный выпуклый 
четырехугольник ABCD (рис. 232). Для подсчета суммы внут

ренних углов четырехугольника соединим две 
его противоположные вершины, например А 

д и С. Тогда четырехугольник разобьется на два 
треугольника CAD и CAB, причем сумма его 
углов будет равна сумме углов обоих тре- 

“ß угольников, т. е. равна 4d. Итак, сумма углов 
выпуклого четырехугольника равна четырем 
прямым.

Отрезки АС и BD, соединяющие противоположные вершины 
четырехугольника, называются его диагоналями (диагоналями 
или, точнее, диагональными прямыми называют и прямые 
АС и BD, на которых лежат эти отрезки). Диагонали выпуклого 
четырехугольника пересекаются в точке, лежащей внутри четырех
угольника.
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В элементарной геометрии ограничиваются изучением двух 
важных частных видов четырехугольников: параллелограммов 
и трапеций.

193. Параллелограмм и его свойства. Параллелограммом назы
вается четырехугольник, противоположные стороны которого по
парно параллельны (рис. 233).

Для произвольного параллелограмма имеют место следующие 
свойства:

1. Противоположные стороны параллелограмма равны.
Доказательство. В параллелограмме ABCD проведем

диагональ АС. Треугольники ACD и АСВ равны, как имеющие 
общую сторону АС и две пары равных - 
углов, прилежащих к ней: Я

¿ACB=¿DAC
(как накрест лежащие углы при парал-
дельных прямых AD и ВС). Значит, д д
AB = CD и ВС — AD, как стороны рав- 
ныхтреугольников, лежащие против рав- ис' '
ных углов, что и требовалось доказать.

2. Противоположные углы параллелограмма равны'. /_A=¿C, 
¿B = ¿D.

3. Соседние углы параллелограмма, т. е. углы, прилежащие 
к одной стороне, составляют в сумме 2d:/_А-\-/.В = 2d и т. д.

Доказательство свойств 2 и 3 сразу получается из свойств 
углов при параллельных прямых.

4. Диагонали параллелограмма делят друг друга в точке их 
пересечения пополам. Иначе говоря, АО = ОС, BO = OD (рис. 233).

Доказательство. Треугольники AOD и ВОС равны, так 
как равны их стороны AD и ВС (свойство 1) и углы, к ним 
прилежащие (как накрест лежащие ■ углы при параллельных 
прямых). Отсюда следует и равенство соответствующих сторон 
этих треугольников: АО = ОС, BO = OD, что и требовалось до
казать.

Каждое из названных четырех свойств характеризует парал
лелограмм, или, как говорят, является его характеристическим 
свойством, т. е. всякий четырехугольник, обладающий хотя бы 
одним из этих свойств, является параллелограммом (и, значит, 
обладает и всеми остальными тремя свойствами).

Проведем доказательство для каждого свойства отдельно.
1'. Если противоположные стороны четырехугольника попарно 

равны, то он является параллелограммом.
Доказательство. Пусть у четырехугольника ABCD сто

роны AD и ВС, АВ и CD соответственно равны (рис. 233). Про
ведем диагональ АС. Треугольники- АВС и CD А будут равны, 
как имеющие три пары равных сторон. Но тогда углы ВАС и DCA
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равны и АВ H CD. Параллельность сторон ВС и AD следует из 
равенства углов CAD и АС В.

2'. Если у четырехугольника две пары противоположных углов 
равны, то он является параллелограммом.

Доказательство. Пусть /_А — /_С и /_B = /_D- Так 
как /_А-Е/_В + /_С + /_D = 4d, то J/A + ^B — 2d и сторо
ны AD и ВС параллельны (по признаку параллельности 
прямых).

3'. Предоставляем формулировку и доказательство читателю.
4'. Если диагонали четырехугольника взаимно делятся в точке 

пересечения пополам, то четырехугольник—параллелограмм.
Доказательство. Если АО = ОС, ВО —OD (рис. 233), то 

треугольники AOD и ВОС равны, как имеющие равные углы 
(вертикальные!) при вершине О, заключенные между парами рав
ных сторон АО и СО, ВО и DO. Из равенства треугольников 
заключаем, что стороны AD и ВС равны. Также равны стороны 
АВ и CD, и четырехугольник оказывается параллелограммом 
по характеристическому свойству 1'.

Таким образом, для того чтобы доказать, что данный четырех
угольник является параллелограммом, достаточно убедиться 

в справедливости любого из четырех 
свойств. Читателю предлагается само
стоятельно доказать еще одно характери
стическое свойство параллелограмма.

5'. Если четырехугольник имеет пару 
равных, параллельных между собой сто
рон, то он является параллелограммом.

Иногда какая-нибудь пара парал
лельных сторон параллелограмма на

зывается его основаниями, тогда две другие называются боко
выми сторонами. Отрезок прямой, перпендикулярной к двум 
сторонам параллелограмма, заключенный между ними, называется 
высотой параллелограмма. Параллелограмм на рис. 234 имеет 
высоту h, проведенную к сторонам AD и ВС; вторая его высота 
представлена отрезком

194. Прямоугольник. Прямоугольником называется такой па
раллелограмм, смежные стороны которого взаимно перпендику
лярны. Ясно, что параллелограмм будет прямоугольником уже 
в том случае, когда хотя бы один из его углов прямой, так как 
тогда будут прямыми и остальные его углы. Если же заранее 
неизвестно, является ли данный четырехугольник параллелограм
мом, то придется проверить, что три угла его прямые, тогда, 
конечно, и четвертый угол будет прямой, так как сумма углов- 
любого четырехугольника равна четырем прямым. Важно также 
следующее отличительное свойство прямоугольника:

Диагонали прямоугольника равны.
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Доказательство. Рассмотрим треугольники ABD и ACD 
(рис. 235). Эти треугольники прямоугольные, катет AD у них 
общий и катеты АВ и CD равны, следовательно, равны и гипо
тенузы: BD — AC, что и требовалось доказать.

Если известно, что данный четырехугольник—параллелограмм, 
то данное свойство будет для прямоугольника характеристическим:

Если диагонали параллелограмма равны, то он является прямо
угольником.

Доказательство. Из равенства диагоналей BD и АС 
(рис. 235) в свою очередь следует равенство треугольников 
ABD и DCA и, значит, равенство углов BAD и ADC', но, составляя 
в сумме два прямых и будучи равными, эти углы должны быть 
прямыми; значит, параллелограмм—прямоугольник.

равны, называется ромбом. Для того чтобы проверить, что данный 
параллелограмм является ромбом, достаточно показать, что две 
его смежные стороны равны; тогда равенство всех сторон будет 
вытекать из свойства 1 п. 193. Если заранее неизвестно, является 
ли данный четырехугольник параллелограммом, то достаточно 
проверить равенство всех сторон, чтобы убедиться, что мы имеем 
ромб:

Четырехугольник, у которого все стороны равны, является 
ромбом.

(Заметим, что это уже утверждение, требующее доказатель
ства, а не определение!)

Доказательство. Если у четырехугольника все стороны 
равны, то, в частности, попарно равны и противоположные сто
роны и четырехугольник является параллелограммом (свойство 1 
п. 193). Но параллелограмм с равными сторонами будет ромбом 
(в силу определения ромба). Укажем ещё одно свойство ромба:.

Параллелограмм, диагонали которого взаимно перпендикулярны, 
является ромбом.

Доказательство. Рассмотрим прямоугольные треуголь
ники АОВ и СОВ (рис. 236); они равны в силу того, что катет 
OB у них общий, а катеты АО и СО равны по свойству диаго
налей параллелограмма. Значит, АВ,—ВС, и потому все четыре 
стороны параллелограмма равны, т. е. он будет ромбом.
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Предлагается читателю доказать теорему:
Диагонали любого ромба взаимно перпендикулярны. 
Прямоугольник, стороны которого равны, называется квадра

том-. Таким образом, квадрат является также и ромбом (стороны 
равны!) с прямыми углами. Можно иначе сказать: квадрат—это 
четырехугольник, одновременно являющийся ромбом и прямо
угольником. Квадрат обладает всеми свойствами параллело
грамма, ромба и прямоугольника.

Задача 1. Доказать, что диагонали ромба служат биссек
трисами его углов.

Решение. Возвращаясь к рис. 236, напомним, что мы обна
ружили равенство треугольников АОВ и СОВ, следовательно, 

углы ABO и ОВС равны, т. е. диа
гональ BD — биссектриса угла В. 
Для второй диагонали применяем 
те же рассуждения.

Задача 2. Высота ромба со
ставляет восьмую часть его пе

риметра. Определить углы ромба.
Решение. Если высота ром

ба составляет восьмую часть его 
периметра, то она равна половине стороны ромба. Таким образом, 
в треугольнике АВМ (рис. 237), отсеченном от ромба его высо
той ВМ, проведенной через вершину тупого угла, катет ВМ равен 
половине гипотенузы АВ и угол А содержит 30°. Тупой угол 
будет равен 150°.

Упражнения

1. Построить параллелограмм по стороне АВ, острому углу А и высоте ВН, 
перпендикулярной к стороне CD.

2. Доказать, что параллелограмм, имеющий равные высоты.— ромб.
3. Построить прямоугольник по диагонали и стороне.
4. Построить ромб по малой диагонали и острому углу.
5. Показать, что середины сторон ромба служат вершинами прямоуголь

ника, а середины сторон прямоугольника — вершинами ромба.

§ 3. Трапеция
196. Трапеция. Трапецией называется четырехугольник, у ко

торого имеется только одна пара параллельных сторон. Так, 
четырехугольник ABCD, изображенный на рис. 238,— трапеция. 
Стороны AD и ВС здесь параллельны. Параллельные стороны 
трапеции называются ее основаниями, непараллельные стороны—> 
боковыми сторонами. Параллельные стороны не могут быть рав
ными, так как в противном случае мы имели бы параллелограмм 
(см. свойство 1 л. 193). Поэтому одну из них мы назовем боль
шим, вторую—малым основанием трапеции. По свойствам парал
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лельных прямых видно, что сумма углов, прилежащих к каждой 
из боковых сторон, равна двум прямым (у параллелограмма 
двум прямым равна сумма углов, прилежащих к любой стороне).

Чтобы получить трапецию, можно пересечь треугольник АВС 
(рис. 239) прямой MN, параллельной одной из его сторон АВ. 
Эту трапецию можно назвать усеченным треугольником.

Отрезок h прямой, перпендикулярной к основаниям трапе
ции, заключенный между ними, называется высотой трапеции 
(рис. 238). На рис. 240 изображена трапеция, одна из боковых

Рис. 238.

В С

Рис. 240.

сторон которой перпендикулярна к ее основаниям. Такая тра
пеция называется прямоугольной. Обратно, всякий четырехуголь
ник, у которого два угла, прилежащие к.одной стороне, прямые, 
является либо прямоугольной трапецией (очевидно, по меньіпей 
мере две стороны параллельны), либо прямоугольником.

Трапеция, у которой боковые стороны равны, называется 
равнобочной трапецией. Читателю следует обратить внимание на 
то, что у такой трапеции есть пара равных сторон и есть пара 
параллельных сторон, и тем не менее она не является паралле
лограммом.

Отметим некоторые свойства рав
нобочной трапеции.

1. Углы, прилежащие к каждому 
из оснований равнобочной трапеции, 
равны.

Доказательство. Докажем, 
например, равенство углов А и D
(рис. 241) при большем основании AD равнобочной трапе
ции ABCD. Для этой цели проведем через вершину С прямую, 
параллельную боковой стороне АВ. Она пересечет большое осно
ванием точке М. Четырехугольник АВСМ, отсеченный прове
денной прямой от трапеции, является параллелограммом, так 
как по построению он имеет две пары параллельных сторон.

Следовательно, отрезок СМ секущей прямой, заключенный 
внутри трапеции, равен ее боковой стороне: СМ = АВ. Отсюда
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ясно, что CM = CD, треугольник CMD — равнобедренный", 
¿/CMD = ¿CDM, и, значит, /_А = /_D. Углы, прилежащие 
к малому основанию, равны, так как каждый из них в сумме 
с равными углами А и D составляет два прямых.

2. Диагонали, равнобочной трапеции равны. 
Доказательство. Рассмотрим треугольники ABD и ACD

(рис. 242). Их равенство сразу следует из второго признака 
равенства треугольников (сторона AD общая, стороны АВ и CD 
равны, углы BAD и ADC, заключенные между равными сторо
нами, равны по свойству 1). Из равенства треугольников заклю
чаем, что AC — BD.

3. Если продолжить стороны равнобочной трапеции до их 
пересечения, то вместе с большим основанием трапеции они обра
зуют равнобедренный треугольник. Иначе говоря, равнобочная 
трапеция получается усечением равнобедренного треугольника 
прямой, параллельной его основанию.

Свойство 3 следует из равенства углов при большом основа
нии. Высота EN построенного равнобедренного треугольника AED 
(рис. 243) является осью симметрии треугольника и вместе ç тем 
трапеции: линия MN, соединяющая середины оснований ВС и 
AD равнобочной трапеции, перпендикулярна к ее основаниям 
и служит осью симметрии трапеции.

Все перечисленные свойства являются характеристическими: 
каждое из них выделяет равнобочную трапецию среди всех тра
пеций.

Г.- Если углы, прилежащие к одному из оснований трапеции, 
равны, то трапеция равнобочная.

2'. Если диагонали трапеции равны, то трапеция равнобочная.
3'. Если продолженные до пересечения боковые стороны тра

пеции образуют вместе с ее большим основанием равнобедренный 
треугольник (здесь равны продолженные боковые стороны), то 
трапеция равнобочная.

Ограничимся указанием, что свойство 1' доказывается с по
мощью того же построения, которое приведено на рис.’ 241; 
доказательство остальных свойств предоставляем читателю.

Задача 1. Построить трапецию по двум ее основаниям 
и диагоналям.
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Решение. Допустим сначала, что искомая трапеция ABCD, 
имеющая данные основания а, b и диагонали dlt d2, уже по
строена (рис. 244). Прод
лим сторону AD (большое 
основание трапеции) до 
пересечения с прямой CL, 
проведенной из верши
ны С параллельно диаго
нали BD. Тогда в тре
угольнике ACL основа
ние AL равно сумме оснований трапеции. Поэтому можно 
начать решение задачи с построения треугольника ACL по трем 
его известным сторонам. Дальнейшее предоставим читателю.

Задача 2. Показать, что трапеция, диагонали которой обра
зуют с большим основанием равные углы,— равнобочная тра
пеция.

Решение. Из равенства углов при большом основании 
вытекает и равенство углов, которые диагонали образуют с ма
лым основанием. В силу этого треугольники, сторонами которых 
соответственно служат основания и отрезки диагоналей до точки О 
их пересечения, равнобедренные, откуда уже вытекает равенство 

диагоналей и по ранее указанным 
свойствам — равенство боковых сторон 
трапеции.

197. Средняя линия треугольника. 
Средней линией треугольника называ
ется отрезок, соединяющий середины 
двух сторон треугольника. Каждый 
треугольник имеет три средние линии. 
Сами средние линии треугольника об
разуют новый треугольник, вершины 
которого помещаются в серединах сто
рон данного треугольника (рис. 245).

Каждая из средних линий треугольника, например линия, сое
диняющая середины сторон АС и ВС, обладает следующими 
свойствами:

1) параллельна третьей его стороне,
2) равна половине третьей стороны.
Доказательство. Рассмотрим треугольник АВС (на 

рис. 246, а изображен остроугольный треугольник; для случая 
тупоугольного треугольника на рис. 246, б рассуждения изме
нятся незначительно). Опустим высоту СН на сторону АВ. Она 
разобьет треугольник на два прямоугольных треугольника АСН 
и ВСН. По свойству медианы прямоугольного треугольника, 
проведенной' из вершины Н прямого угла (п. 191), найдем 
НМ2 = М2С и также HM^Mfi. Теперь точки М2 и ЛІ2, как
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равноудаленные от точек Н и С, лежат на перпендикуляре, 
проведенном к высоте в ее середине, а потому отрезок, соединяю
щий их, параллелен стороне АВ треугольника. Тем самым пер
вое свойство доказано.

Рассмотрим теперь фигуру (рис. 245), на которой проведены 
все три средние линии треугольника АВС. Треугольник АВС

разбит на четыре равных треугольника. В самом деле, равенство 
углов треугольников обеспечено параллельностью их сторон, 
каждые два из них имеют либо пару равных по построению 
сторон (например, CL и LA), либо общую сторону. В частности, 
из равенства треугольников следует, что LM = КС = — ВС, что 
и доказывает второе свойство.

Задача. Восстановить треугольник по данным серединам его 
сторон.

Решение. Пусть точки К, L, М (рис. 245)—середины сто
рон треугольника. По свойству средней линии быть параллель
ной стороне треугольника заключаем, что стороны искомого 
треугольника можно провести через данные точки параллельно 
сторонам треугольника KLM, образованного средними линиями.

Решение последней задачи подсказывает нам простое доказа
тельство упомянутой в п. 187 теоремы о том, что три высоты 
треугольника пересекаются в одной точке. Именно, имея тре
угольник KLM, построим другой треугольник АВС так, что 
стороны данного треугольника будут его средними линиями, как 
это только что показано (рис. 245). Высоты первоначального 
треугольника являются осями симметрии сторон вновь построен
ного треугольника и потому все пересекаются в одной точке 
(центр описанной окружности большого треугольника).

198. Средняя линия трапеции. Проведем диагональ АС тра
пеции ABCD (рис. 247) и построим средние линии PL и РМ 
треугольников АВС и ACD, на которые эта диагональ разбивает 
трапецию. Эти средние линии будут лежать на одной прямой. 
Действительно, обе они, по определению средней линии тре
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угольника, проходят через середину стороны АС, общей для 
треугольников АВС и ACD. Кроме того, каждая из средних 
линий PL и РМ параллельна одному из оснований трапеции, 
а значит, обоим основаниям одновременно. Так как через точку Р 
проходит единственная прямая, параллельная основаниям, то 
обе средние линии лежат на ней. Они продолжают друг друга 
и образуют отрезок LM, соединяющий середины боковых сторон 
трапеции; такой отрезок называется средней линией трапеции 
и параллелен ее основаниям.

Свойство средней линии трапеции:
Длина средней линии трапеции равна полусумме ее оснований. 
Доказательство. По свойству средней линии треуголь

ника (рис. 247) имеем
LP=^BC и PM = ^AD,

откуда находим
LM=±(BC + AD},

что и требовалось доказать.
Задача. Большее основание трапеции равно а, меньшее 

равно Ь. Найти длину отрезка, соединяющего середины диагона
лей трапеции.

Решение. Искомый отрезок PQ (рис. 247) лежит на сред
ней линии трапеции (объясните, почему). Находим

ЬР = Ы2, MQ~b/2, PQ=LM—LP—MQ=^—Ì—^,

откуда PQ=(a—b)/2.

199. Деление отрезка на равные части.
Теорема. Если параллельные прямые ах, аг, а3, .. >. отсекают 

на какой-нибудь прямой равные отрезки, то они отсекают рав
ные отрезки и на произвольной другой прямой, не параллельной им.

Доказательство. Обратимся к рис. 248. Пусть отрезки 
XiXj, Л2Л3, Л3Л4, Л4Л5 равны между собой. Пусть I—некото
рая прямая, пересекающая alt а2, а3, .... в точках Blt В3, В3, ... 
Рассмотрим трапецию А^В^Вр, прямая а3 делит боковую
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Рис. 249.

сторону Л1Л3 пополам и параллельна основаниям н Л3В3;
значит, отрезок Л2В2 является средней линией и потому 
В2В2= В2В3', такое же рассуждение применимо для каждой тройки 
последовательно взятых параллельных прямых. На рис. 248 
прямые I и т не параллельны между собой, и мы говорим о тра
пециях. В случае их параллельности для доказательства при
дется рассматривать параллелограммы.

Доказанное свойство часто формулируют еще так:
Если ряд параллельных прямых отсекает на одной из сторон 

угла равные отрезки, то он отсе
кает равные отрезки и на другой 
стороне угла.

14 а только что доказанной тео
реме основано решение следующей 
задачи на построение:

Дан отрезок; разделить его на 
заданное число равных частей.

Решение. Пусть дан, на
пример, отрезок АВ (рис. 249)

и требуется разделить его на пять равных частей. Через конец А 
отрезка АВ проводим произвольный луч под некоторым углом 
к отрезку АВ. На этом луче откладываем последовательно, на
чиная от точки А, пять равных отрезков: АА2, AjA2, А2А3, .. ? 
..., Л4Л5 любой длины. Соединяем конец Л5 последнего из них 
с концом В данного отрезка, а через точки Лп Л2, Л3, At про
водим прямые, параллельные Л6В; эти прямые и рассекут отре
зок АВ на равные части в требуемом числе.

Упражнения

1. Построить равнобочную трапецию по двум основаниям и углу при боль
шом основании.

2. Сторона АВ треугольника АВС равна 10 слі. Стороны АС и ВС разде
лены на семь равных частей рядом прямых, параллельных АВ. Найти длины 
отрезков этих прямых между точками их пересечения со сторонами АС и ВС.

Указание. Следует принять во внимание, что эти отрезки образуют 
арифметическую прогрессию.

3. Боковая сторона равнобочной трапеции равна 5 см, средняя линия — 
7 см. Чему равен периметр трапеции?

4. Разделить данный отрезок на шесть равных частей.

§ 4. Площади треугольников и четырехугольников
200. Площадь параллелограмма. Общий метод, с помощью ко

торого мы нашли в п. 168 выражение для площади прямоуголь
ника в виде произведения его сторон, в принципе применим 
к любой плоской фигуре, но гораздо удобнее воспользоваться 
уже имеющейся формулой, заменив данную фигуру—в нашем
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случае параллелограмм — равновеликим ей прямоугольником, 
если, конечно, мы сумеем это сделать. Обратимся к рис. 250, 
где изображен произвольный параллелограмм ABCD. Проведем 
его высоты ВК и CL из вершин одного из оснований. Образуется 
некоторый прямоугольник BCLK. Этот прямо
угольник равновелик нашему параллелограм
му, что видно из ' равенства прямоугольных

К £
Рис. 250.

треугольников АВК и DCL (доказать!). Обе фигуры, пря
моугольник и параллелограмм, состоят из общей для них 
части KBCD (трапеции) и равных треугольников (АВК для па
раллелограмма и DCL для прямоугольника), т. е. они равно
составлены и тем более равновелики. Поскольку высоты и 
основания у параллелограмма и прямоугольника одинаковы, то 
получается окончательный результат:

S = Wi, (200.1)
где b — основание параллелограмма, h—его высота.

Площадь параллелограмма равна произведению его основания, 
на высоту.

Пример. Найти площадь параллелограмма со сторонами 14 
и б и острым углом 30°.

Решение. Высота, опущенная из вершины на большую 
сторону, будет катетом прямоугольного треугольника с гипоте
нузой, равной 6, и противолежащим острым углом 30°. Такой 
катет равен половине гипотенузы, т. е. 3. Отсюда S = ö/i = 3-14 = 
= 42 кв. ед.

В частности, для ромба можно указать и другую формулу 
для площади. Именно, рассматривая ромб ABCD (рис. 251), мы 
легко убеждаемся в том, что он равносоставлен с прямоуголь
ником АС КВ, построение которого достаточно ясно из рис. 251. 
Отсюда очевидно, что

Площадь ромба равна половине произведения его диагоналей:
S = j-dLd2, (200.2)

где и d2—диагонали ромба..
201. Площадь треугольника. Рассмотрим теперь треуголь

ник АВС, изображенный на рис. 252. Проведем его медиану Л A4 
и продолжим ее на величину MD, равную самой медиане AM.
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Конец D полученного отрезка соединим с вершинами треуголь
ника В и С. Четырехугольник ABDC—параллелограмм, так как 
его диагонали делятся по построению пополам. Высота и осно
вание данного треугольника служат одновременно высотой и осно
ванием параллелограмма; в то же время треугольник имеет 
площадь, равную половине площади параллелограмма, так как 
последний разбивается диагональю ВС на два равных треуголь
ника, с одним из которых совпадает заданный треугольник. 
Итак, поскольку площадь параллелограмма выражается произве
дением основания на высоту, то для треугольника имеем сле
дующее правило.

Площадь треугольника равна половине произведения его осно
вания на высоту (опущенную на это основание):

S = ±bh„. (201.1)

В случае прямоугольного треугольника можно найти площадь 
как половину произведения катетов треугольника:

S=^ab. (201.2)

Задача. Площадь треугольника АВС равна S. Сторона 
его АВ разделена точкой Р в отношении АР-.РВ = 1І3, сторона ВС 

QC =1/3. Найти площадьразделена точкой Q в отношении BQ : 
треугольника BPQ, отсеченного от 
данного треугольника отрезком 
PQ (рис. 253).

Решение. Проведем пря
мую, соединяющую вершину С

с точкой Р. Треугольники CAB и СРВ имеют общую высоту СН, 
и потому площади их относятся, как основания АВ и PB, т. е. 
площадь треугольника СРВ составит две трети площади исход-

2
ного треугольника: Scpb = -¿S. Сравним теперь треугольники
PBQ и СРВ. Приняв отрезки BQ и ВС за их основания, мы 
увидим, ЧТО ОНИ имеют общую высоту PH-L, и потому их пло
щади относятся, как основания; поскольку BQ=^BC, то пло

щадь ¿\,PBQ равна 1/4 площади £\РВС, или 1/„ площади исход
ного треугольника.
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Рис. 254.

202. Площадь трапеции. Рассмотрим теперь какую-нибудь 
трапецию ABCD (рис. 254). Проведем еще среднюю линию MN 
и через концы ее—два перпендикуляра К'К и L'L к основаниям 
трапеции. Очевидно равенство треугольников МК'В и МКА и 
треугольников NL'C и NLD. Та
ким образом, трапеция равнове
лика прямоугольнику с той же вы
сотой и с основанием, равным сред
ней линии трапеции. Итак,

Площадь трапеции равна произ- * 
ведению ее средней линии на высоту:

S = “±b.h. (202.1)

Мы учли, что средняя линия трапеции равна полусумме осно
ваний, ввиду чего

Площадь трапеции равна половине произведения ее высоты на 
сумму оснований.

Задача. Средняя линия трапеции разбивает ее на две тра
пеции,. площади которых относятся, как 2:1. Чему равно отно
шение оснований трапеции?

Решение. Пусть основания трапеции а (большее) и b (мень
шее). Так как высоты обеих трапеций, на которые средняя ли
ния разбивает данную трапецию, равны, то отношение площадей 
этих трапеций равно отношению их средних линий. Средняя 
линия данной трапеции I = (a + ô)/2, средняя линия ее меньшей 
части /1=(/+&)/2 = (й+30)/4, большей части /2=(а-)-/)/2=(За+&)/4; 
по условию Z2:Z1 = 2, т. е. (За + Ь)/(а + 31?) = 2; отсюда легко 
находим а-.Ь=Ъ.

Отметим в заключение, что площади других четырехугольни
ков могут быть найдены путем их разбиения на треугольники.
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§ 1. Пропорциональные отрезки

203. Пропорциональные отрезки. В п. 162 было показано, что, 
выбирая определенный масштаб измерения, т. е. единицу длины, 
мы сможем любому отрезку приписать вполне определенную 
длину, выражаемую некоторым числом, рациональным или ирра
циональным. Иначе говоря, длина отрезка по отношению к не

которой единице длины, выбран- 
8' ной за основную, может быть 

выражена десятичной дробью, 
конечной или бесконечной, пе
риодической или непериодиче
ской. Длина отрезка является 
вместе с тем выражением отно
шения этого отрезка к единич
ному. Отношение двух произ- 

.D вольных отрезков можно опре- 
° делить как отношение их длин. 

Так, если при измерении одним 
и тем же масштабным отрез
ком один из данных отрезков 
имеет длину а, а другой Ь, 

то отношение отрезков равно а/b. При этом отношение отрез
ков не зависит от выбора масштабного отрезка, оно полностью 
определяется самими отрезками. Именно, при изменении масштаб
ного отрезка в À раз длины данных двух отрезков, выражавшиеся 
ранее числами а и Ъ, выразятся теперь числами a/À и Ь/Â, отно- а b ,шение же их сохранится: =

В п. 199 мы показали, что ряд параллельных прямых, отсе
кающих на данной прямой равные отрезки, отсекает равные отрезки 
и на произвольной другой прямой, не параллельной данной. 
Обобщим это'свойство: рассмотрим ряд параллельных прямых и 
две произвольные прямые АВ и А'В', пересекаемые ими (рис..255).
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Теорема. Отрезки, отсекаемые рядом параллельных прямых 
на двух произвольных не параллельных им прямых, пропорцио
нальны.

Допуская, что данные прямые образуют угол, это утверждение 
формулируют так:

Ряд параллельных прямых делит стороны угла на пропор
циональные отрезки.

На рис. 255, следовательно, должно быть
_ А2А3 _  Л3Л4 __ (203 1)

А3А2 А%А3
Доказательство. Для доказательства теоремы достаточно 

показать, что каждое из отношений (203.1) равно одному и тому же 
числу. Чтобы ввести в рассмотрение это число, отложим на одной 
из прямых, например на АВ, масштабный отрезок MN и про
ведем через его концы прямые того же направления, что й наши 
секущие параллельные прямые. При этом на второй прямой А'В' 
будет отсечен некоторый отрезок M'N'. Отношение MN/M'N’ 
будет некоторым вполне определенным числом, так как величина 
его не зависит от того, в каком месте на АВ взят масштабный 
отрезок.

Покажем теперь, что любые отрезки, отсеченные на АВ и 
А'В' рядом параллельных прямых, относятся один к другому, 
как MN к M'N', например: эт0^ целью будем
измерять длину отрезка AtA2 масштабом MN, а длину отрезка 
AÍAÓ—масштабом M'N'. Пусть отрезок MN укладывается на 
отрезке AtA2 р0 раз (но не укладывается р0 + 1 раз). Проведя 
через концы уложенных на Л1Л2 отрезков, равных MN, прямые, 
параллельные остальным секущим, убедимся, что отрезок M'N' 
уложится на отрезке А^А2 столько же раз, сколько отрезок MN 
на отрезке M'N'. Остатки отрезков А3А2 и А^А^ будем измерять 
десятыми долями отрезков MN и M'N’ соответственно и т. д. 
(этот и последующие шаги на рис. 255 не показаны). Видно, что 
процесс измерения приведет для AjA2 и А^А2 к одному и тому 
же числу К = ра,'р1р2... Тогда

A1A2 = 'kMN, A[A2 = KM'N',
MN

M'Nи, следовательно, 7= const, что и требовалось доказать.
Доказанная теорема верна как в случае пересекающихся, так 

и в случае параллельных прямых АВ и А'В'.
Пусть теперь две пересекающиеся прямые рассечены парой 

параллельных прямых (рис. 256)і тогда по нашей теореме 
• Выясним теперь,'как относятся сами отрезки секущих
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прямых, заключенные между сторонами угла А20В2. Для 
этого проведем прямую Bß, параллельную второй стороне угла 
ОЛ„. Тогда параллельные прямые Bß и ОА„ отсекают на сто-

" КА, В,0 у,ронах угла 0В2А2 пропорциональные отрезки = 1,0
свойствам производных пропорций находим, учитывая равенство 
7С43 = ДЛ:

КА2 + В2К ß1O + ß,ß1 TJ Aß, Oß,
КА» ~ Bß ’ ИЛИ Aßy— OB, •

Доказано предложение:
Отрезки параллельных прямых, заключенные между сторонами 

угла, пропорциональны отрезкам, отсекаемым этими прямыми на 
сторонах угла, считая от его вершины.

Задача 1. Разделить данный отрезок на части, пропорцио
нальные нескольким другим данным отрезкам.

Решение. Пусть АВ—данный отрезок, который мы должны 
разделить на части, пропорциональные отрезкам а, b, с, d. Про
ведем построение, сходное с тем, 
которое исследовалось для

решения задачи о делении отрезка на равные части. Именно, 
через точку А проведем произвольный луч а под некоторым углом 
к отрезку АВ и отложим на этом луче последовательно отрезки 
ЛЛХ, AjÁ2, А2А3, A3Ait равные заданным. Соединим конец по
следнего из этих отрезков с концом В отрезка АВ и через 
остальные точки деления проведем прямые, параллельные Aß. 
Эти прямые и рассекут АВ на части, пропорциональные отрез
кам а, Ь, с, d (рис. 257) в силу только что доказанной теоремы.

Задача 2. Найти отрезок, образующий с тремя данными 
отрезками пропорцию.

Решение. Пусть даны три отрезка а, Ь, с (рис. 258); тре
буется найти отрезок х такой, чтобы выполнялось соотношение 
х-.а — Ь-.с. Для отыскания такого отрезка возьмем произвольный 
угол и отложим на его стороне О А отрезки 0/< = с и KL = b\ на 
второй стороне OB угла отложим отрезок 0М = а. Соединим 
точки М и К, а через L проведем прямую, параллельную этому
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отрезку, МК, до пересечения ее со второй стороной угла в точке N. 
Отрезок MN, заключенный между проведенными параллельными 
прямыми, и будет искомым. Длина
его выражается формулой x = ab¡c.

204. Свойства биссектрис внутреннего и внешнего углов тре
угольника.

Т е о р е м а. Биссектриса внутреннего угла треугольника делит 
противолежащую сторону на части, пропорциональные прилежа
щим сторонам.

Доказательство. Рассмотрим треугольник АВС (рис. 259) 
и биссектрису его угла В. Проведем через вершину С прямую 
СМ, параллельную биссектрисе Д/<, до пересечения в точке М 
с продолжением стороны АВ. Так как ВК—биссектриса угла 
АВС, то /_ABK = Z.KBC. Далее, /_АВК = ¿ВМС, как соот
ветственные углы при параллельных прямых, и /_КВС = ¿ ВСМ, 
как накрест лежащие углы при параллельных прямых. Отсюда 
/_ ВСМ = /_ ВМС, и поэтому /\ВМС—равнобедренный, откуда 
ВС=-ВМ. По теореме о параллельных прямых, пересекающих 
стороны угла, имеем АК'-КС =
= АВ-.ВМ, а ввиду ВМ = ВС по
лучим АК : КС = АВ : ВС, что и тре
бовалось доказать.

Биссектриса внешнего угла В 
треугольника АВС (рис. 260) об
ладает аналогичным свойством: 
отрезки AL и CL от вершин А и 
С до точки L пересечения бис
сектрисы с продолжением стороны АС пропорциональны сторо
нам треугольника:

AL:CL = АВ:ВС.
Это свойство доказывается так же, как и предыдущее: на 

рис. 260 проведена вспомогательная прямая СМ, параллельная 
биссектрисе BL. Читатель сам убедится в равенстве углов ВМС 
и ВСМ, а значит, и сторон ВМ и ВС треугольника ВМС, после 
чего требуемая пропорция получится сразу.

Можно говорить, что и биссектриса внешнего угла делит 
противолежащую сторону на части, пропорциональные прилежа-
15 В. В. Зайцев н др.
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щим сторонам; нужно лишь условиться допускать «внешнее де
ление» отрезка. Точка L, лежащая вне отрезка АС (на его про
должении), делит его внешним образом в отношении т’.п, если 
AL-.CL =т:п. Итак, биссектрисы угла треугольника (внутреннего 
и внешнего) делят противолежащую сторону (внутренним и внеш

ним образом) на части, про
порциональные прилежащим 
сторонам.

Задача 1. Боковые сто
роны трапеции равны 12 и
15, основания равны 24 и
16. Найти стороны треуголь
ника, образованного большим 
основанием трапеции и ее 
продолженными боковыми 
сторонами.

Решение. В обозначениях рис. 261 имеем для отрезка х, 
служащего продолжением боковой стороны Aß = 15, пропорцию 
%:(х+15) = 16:24, откуда легко находим % = 30, АЛ4 = 45. Ана
логичным способом определяем вторую боковую сторону тре
угольника DM = 36. Третья сторона совпадает с большим осно
ванием: AD —24.

Задача 2. Основания трапеции равны 6 и 15. Чему равна 
длина отрезка, параллельного основаниям и делящего боковые 
стороны в отношении- 1:2, считая от вершин малого основания?

Решение. Обратимся к рис. 262, изображающему трапецию. 
Через вершину С малого основания проведем линию, парал
лельную боковой стороне АВ, отсекающую от трапеции парал
лелограмм. Так как CL-.LD = 1:2, то CL-.CD= 1:3 и ML-.ND = 
= CL’. CD =1:3, отсюда находим ML 3. Поэтому весь неизвестный 
отрезок K.L равен 6 + 3 = 9. Заметим, что для решения этой 
задачи нам не нужно знать боковых сторон трапеции.

3 ад а ч а 3. Биссектриса внутреннего угла В треугольника АВС 
рассекает сторону АС на отрезки А/С = 5, КС = 7; на каком 
расстоянии от вершин А и С пересечет продолжение АС бис
сектриса внешнего угла 5?

Решение. Каждая из биссектрис угла В делит АС в одном 
и том же отношении, но одна внутренним, а другая внешним 
образом. Обозначим через L точку пересечения продолже
ния АС и биссектрисы внешнего угла В. Так как АК< КС, то 
и AL < LC. Обозначим неизвестное расстояние AL через х, 
тогда LC = AL + АС = % + 12, и мы будем иметь пропорцию

X 5х_І_12 = у > решение которой % = 30 и дает нам искомое расстоя
ние АС = 30; СС = 42.

Рисунок выполните самостоятельно.
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Упражнения

1. Трапеция с основаниями 8 и 18 разбита прямыми, параллельными ос
нованиям, на шесть полос равной ширины. Найти длины отрезков прямых, 
разбивающих трапецию на полосы.

2. Периметр треугольника равен 32. Биссектриса угла А делит сторону ВС 
на части, равные 5 и 3. Найти длины сторон треугольника.

3. Основание равнобедренного треугольника равно а, боковая сторона Ь. 
Найти длину отрезка, соединяющего точки пересечения биссектрис углов ос
нования с боковыми сторонами.

§ 2. Подобное преобразование фигур (гомотетия)

205. Определение гомотетичных фигур. Для произвольного 
плана той или иной местности, для фотографии, сделанной с

художника, для модели 
похожи на оригинал в 
предмета, но с измене-

Рис. 263.

чертежа, для репродукции с картины 
корабля и т. п. характерно, что они 
том смысле, что верно передают форму 
нием его размеров в определен
ное число раз. По такому изо
бражению мы легко судим о на
туре: подлинные размеры вос
станавливаются умножением на 
некоторый определенный постоян
ный множитель /г (масштаб изо
бражения), углы могут быть из
мерены непосредственно, они не 
претерпевают изменения по срав
нению с натурой.

В геометрии преобразование 
фигур такого характера называется 
преобразованием подобия. Точное 
определение мы дадим несколько 
ниже.

Рассмотрим какую-либо фи
гуру, расположенную в данной
плоскости (на рис. 263 взят треугольник АВС с проведенной 
в нем медианой СМ), и произвольную точку О, лежащую в той 
же плоскости. Проведем из точки О лучи, соединяющие ее со 
всеми точками данной фигуры. Выберем затем некоторое поло
жительное число k и каждой точке данной фигуры поставим в 
соответствие новую точку по следующему методу. Пусть А — одна 
из точек данной фигуры. На луче О А строим точку A' такую, 
что OA':OA=k, т. е. отстоящую от начала луча в k раз дальше, 
чем А («дальше» превратится, по существу, в «ближе», если k < 1). 
На рис. 263 мы взяли k — 2. Проделав эту операцию с каждой 
точкой, получим новую фигуру. Пока мы изобразили ряд 
ее точек, отвечающих вершинам треугольника и середине его
15*
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стороны АВ. Строго говоря, мы еще не знаем, будут ли точки, 
лежащие до преобразования на одной прямой (например, В, 'M, 
Д), лежать на одной прямой после преобразования. На этот и 
другие сходные •вопросы мы вскоре дадим ответ, а пока введем 
необходимые определения.

Определение. Преобразование фигуры, при котором каж
дой ее точке А ставится в соответствие точка А', лежащая на 
луче, соединяющем А с некоторой выбранной фиксированной 
точкой О, и такая, что OA' и ОД находятся в заданном посто
янном отношении k:

OA':OA—k,

называется преобразованием подобия (гомотетией) первого рода 
с центром О и коэффициентом подобия k.

Если k < 1, то точки фигуры приближаются к центру; если 
k > 1, то удаляются от него. Если k — \, то фигура совершенно 
не изменяется, все ее точки остаются на месте: формально можно 
считать, что она претерпевает тождественное преобразование.

Можно также строить точки преобразованной фигуры не на 
лучах, ведущих в них из О, а на продолжениях этих лучей 
(рис. .264). Такое преобразование, в отличие от описанного ранее,

называют преобразованием подобия второго рода. Удобно считать, 
что в этом случае коэффициент подобия равен отрицательному 
числу: k < 0’; такое условие выглядит естественно, так как мы 
привыкли, что изменение знака связано с изменением направ
ления на прямой, и позволяет не различать преобразований 
подобия первого и второго рода, говоря просто о преобразова
ниях подобия с коэффициентом k (положительным или отрицатель
ным). Не исключается случай, когда центр подобия сам принад
лежит данной фигуре, как одна из ее точек (рис. 265); в этом 
случае по определению полагают, что образ 0' точки О совпа
дает с О,
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206. Свойства преобразования подобия. Пусть рассматривается 
некоторая фигура и фигура, полученная из нее преобразованием 
подобия (центр О, коэффициент k, см. рис. 263). Установим 
основные свойства преобразования подобия.

1. Преобразование подобия устанавливает между точками фи
гур взаимно однозначное соответствие.

Это значит, что при заданном центре О и коэффициенте по
добия k всякой точке первой фигуры отвечает единственным 
образом определенная точка второй фи
гуры и что, обратно, всякая точка вто
рой фигуры получена преобразованием 
единственной точки первой фигуры.

Доказательство. То, что лю
бой точке А исходной фигуры отвечает 
определенная точка А' преобразован
ной фигуры, следует из определе
ния, указывающего точный способ пре
образования. Легко видеть, что, и 
обратно, преобразованная точка A' 
определяет исходную точку А однознач
но: обе точки должны лежать на одном луче при k > Ѳ и на 
противоположных лучах при k < 0, и отношение их расстояний 
до начала луча О известно: ОЛ': ОЛ(ОЛ':ОЛ = | è | при 
k <0). Поэтому точка Л, лежащая на известном нам расстоянии 
от начала О, определена единственным образом.

Следующее свойство можно назвать свойством взаим
ности.

2. Если некоторая фигура получена из другой фигуры преоб
разованием подобия с центром О и коэффициентом подобия k, 
то, и обратно, исходная фигура может быть получена преобра
зованием подобия из второй фигуры с тем же центром подобия 
и коэффициентом подобия k1=\/k.

Это свойство, очевидно, следует хотя бы из рассуждений, 
приведенных при доказательстве свойства 1. Читателю остается 
проверить, что соотношение ¿1==1//г верно для обоих случаев: 
k < 0 и k > 0.

Фигуры, получаемые одна из другой преобразованием подо
бия, называют гомотетичными или подобно расположенными.

3. Любые точки, лежащие на одной прямой, преобразуются 
при гомотетии в точки, лежащие на одной прямой, параллельной 
исходной (совпадающей с ней, если она проходит через О).

Доказательство. Случай, когда прямая проходит через О, 
ясен; любые точки этой прямой переходят в точки этой же пря
мой. Рассмотрим общий случай: пусть (рис. 266) Л, В, С—три 
точки основной фигуры, лежащие на одной прямой; пусть А' — 
образ точки Л при преобразовании подобия. Проведем Л'/С|| АС;



454 ГЛ. XVI. ПОДОБИЕ ГЕОМЕТРИЧЕСКИХ ФИГУР [206

покажем, что образы В и С также лежат на Л7<. Действительно, 
проведенная прямая и прямая АС отсекают на ОА, OB, ОС

ОА' _ов' _ос
О А ~ОВ ~ОСпропорциональные части: Таким образом, видно,

0 S A S' A'
О ■ ■■ < "■ ■ Ґ » ■■■ і

Рис. 267.

ствующий лежат на одной

что точки В', С', лежащие на лучах OB и ОС и на прямой Л7< 
(аналогично получится и при k < 0), являются соответственными 
для В и С. Можно сказать, что при преобразовании подобия 
всякая прямая, не проходящая через центр подобия, преобра
зуется в прямую, параллельную себе.

Из сказанного уже видно, что всякий отрезок преобразуется 
также в отрезок.

4. При преобразовании подобия отношение любой пары соот
ветствующих отрезков равно одному и тому же числу—коэффи
циенту подобия.

Доказательство. Следует различать два случая.
1) Пусть данный отрезок АВ не лежит на луче, проходящем 

через центр подобия (рис. 266). В этом случае данные два от
резка— исходный AB ir ему подобно соответствующий А'В'— 
суть отрезки параллельных прямых, заключенные между сторо

нами угла АОВ. Применяя свой
ство п. 203, находим= k,
что и требовалось доказать.

2) • Пусть данный отрезок, а
значит, и ему подобно соответ- 

прямой, проходящей через центр
подобия (отрезки АВ и А'В' на рис. 267). Из определения 
подобного преобразования имеем = = k, откуда, образуя

производную пропорцию, находим од = ~4І~ что 11
требовалось доказать.

5. Углы между соответствующими прямыми (отрезками) по
добно расположенных фигур равны.

Доказательство. Пусть ¿_ВСА—данный угол и А'—
угол, соответствующий ему при преобразовании подобия с цент
ром О и некоторым коэффициентом k. На рис. 263, 264 пред
ставлены два варианта: k > 0 и k < 0. В любом из этих случаев 
по свойству 3 стороны углов попарно параллельны. При этом 
в одном случае обе пары сторон одинаково направлены, во вто
ром—обе противоположно направлены. Таким образом, по свой
ству углов с параллельными сторонами углы равны.

Итак, доказана
Теорема 1. У подобно расположенных фигур любые соответ

ствующие пары отрезков находятся в одном и том же постоян
ном отношении, равном коэффициенту подобия; любые пары 
соответствующих углов равны.
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Таким образом, из двух подобно’расположенных фигур любая 
может считаться изображением другой в некотором выбранном 
масштабе.

Пример 1. Построить фигуру, подобно расположенную с 
квадратом ABCD (рис. 268) при данном центре подобия О- и 
коэффициенте подобия /г = 2/3.

Решение. Соединяем одну из вершин квадрата (например, Л) 
с центром О и строим точку А' такую, что 0А':0А = г/3. Эта, 
точка и будет соответствовать А в преобразовании подобия. Даль
нейшее построение удобно провести так: соединим остальные 
вершины квадрата с О и через Á' проведем прямые, параллель
ные соответствующим сторонам АВ и AD. В точках их пересе
чения с OB и OD и будут помещаться вершины В' и D'. Так 
же проводим В'С' параллельно ВС и находим четвертую вер
шину С'. Почему A'B'CD' также является квадратом? Обосно
вать самостоятельно!

Пример 2. На рис. 269 показана пара подобно располо
женных треугольных пластинок. На одной из них изображена 
точка /<. Построить соответствующую точку на второй.

Решение. Соединим /с с одной из вершин треугольника, 
например с А. Полученная прямая пересечет сторону ВС в точ
ке L. Находим соответствующую точку L' как пересечение OL 
и В'С и строим искомую точку K' на отрезке A'L', пересекая 
его прямой OK.

Теорема 2. Фигура, гомотетичная окружности (кругу), 
есть снова окружность (круг). Центры кругов подобно соответ
ствуют.

Доказательство. Пусть С—центр окружности Ф радиу
са R (рис. 270), О—центр подобия. Коэффициент подобия обо
значим через k. Пусть C'—точка, подобно соответствующая 
центру С окружности Ф. (Мы еще не знаем, будет ли она со
хранять роль центра!) Рассмотрим всевозможные .радиусы окруж
ности Ф: СА, СВ, ...; все они при преобразовании подобия
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Рис. 270.

перейдут в отрезки, параллельные себе и имеющие равные длины 
R' = kR. Таким образом, все концы преобразованных радиусов 
разместятся вновь на одной окружности Ф' с центром С' и ради

усом 7?', что и требова
лось доказать.

Обратно, любые две ок
ружности находятся в го
мотетичном соответствии 
(в общем случае даже двоя-

'а' ком, с двумя разными 
центрами).

Действительно, прове
дем любой радиус пер
вой окружности (радиус

СМ на рис. 271) и оба параллельных ему радиуса второй 
окружности. Точки пересечения линии центров СС и пря
мых, соединяющих конец радиуса СМ с концами радиусов, 
параллельных ему, т. е. точки 0' и О" на рис. 271, могут быть 
приняты за центры гомотетии (первого и второго рода). В слу
чае концентрических окружностей имеется единственный центр

гомотетии — общий центр окружностей; равные окружности 
находятся в соответствии гомотетии с центром в середине отрез
ка СС', k = —1.

§ 3. Общее подобное соответствие фигур
207. Подобные фигуры. Рассмотрим две фигуры (ломаные 

линии) ABCD и A'B’C'D’ (рис. 272), полученные одна из дру
гой преобразованием подобия (гомотетии) с центром преобразо
вания О и коэффициентом подобия k. В п. 206 мы отметили 
основные свойства таких фигур: соответствующие отрезки у них 
находятся в постоянном отношении /г, а соответственные углы 
равны.

Представим себе теперь, что мы поместили одну из наших 
фигур, например A'B'C'D', в новое положение A"B"C"D". Можно 
по-прежнему рассматривать соответствие между точками (отрез
ками, углами) этой фигуры и фигуры ABCD, оставшейся в
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исходном положении. Так как при перемещении размеры фигуры 
не изменяются, то и теперь отрезки А"В" и АВ, В"С" и ВС и т. д. 
пропорциональны:

А"В" В"С C"D"
~AB~~~BC~~~CD'~k'

а соответственные углы равны: А"В"С" — ABC, ¿_B"C"D" =
= ¿/BCD. Однако другие свойства, такие, как принадлежность 
соответственных точек лучам, проходящим через центр подобия, 
или параллельность соответствующих отрезков фигур, уже не

имеют места; они нарушены перемещением A'ß'C'D' в новое по
ложение. Если, однако, вернуть фигуру A"B”C"D" в ее исход
ное положение A'B'C'D', то все эти свойства вновь будут верны; 
это подводит нас к следующему определению.

Определение. Две фигуры называются подобно соответ
ствующими, если между их точками (и, следовательно, отрез
ками, углами) установлено такое взаимно однозначное соответ
ствие, которое при надлежащем перемещении одной из фигур 
превратится в соответствие гомотетии.

Оказывается, что свойства подобных фигур, выделенные нами 
как основные, определяют понятие подобия; они могут быть 
приняты за определение подобия, равносильное данному, как 
это принято в некоторых учебниках. Именно, справедлива

Теорема. Если между точками двух фигур установлено 
соответствие, при котором отрезки, соединяющие соответствен
ные точки, находятся в постоянном отношении и соответствен
ные углы равны, то такие фигуры подобны.

Доказательство. Достаточно переместить одну фигуру 
в положение, гомотетичное другой. Пусть, например, у четырех
угольников ABCD и A'B’C'D' (рис. 273) сходно обозначенные 
стороны пропорциональны:

А'В' В'С C'D' D'A' ,
АВ ~ ВС ~~ CD ~ DA ~k'

и соответственные углы равны.
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Переместим четырехугольник A'B'C'D' в новое положение 
A"B"C"D” так, чтобы вершина его А" совместилась с А, сторона 
А"В" была направлена вдоль стороны АВ и сторона A"D"—вдоль 
стороны AD, что возможно в силу равенства соответственных 
углов.

Мы утверждаем, что данные четырехугольники находятся 
теперь в соответствии гомотетии. В самом деле, для вершин В, 
В" и D, D" их гомотетичное соответствие очевидно. Рассмотрим 
пару вершин С и С" и покажем, что они лежат на одном луче 
АС и притом так, что AC"lAC=k. В самом деле, если провести 
луч АС, то он пересечет прямую D"C' в некоторой точке М 
(на самом деле в С"І), причем будем иметь D"M¡DC —k\ так как 
в силу пропорциональности сторон D"C"/DC =k, то точки М 
и С" совпадают, что и требовалось доказать.

Признаки подобия треугольников

1. Если две пары сторон треугольников пропорциональны, а 
углы, заключенные между этими сторонами, равны, то треуголь
ники подобны.

Доказательство. Пусть стороны а, b треугольника АВС 
пропорциональны сторонам а', b' треугольника А'В'С'. Пре
образуем треугольник АВС подобно с коэффициентом подобия 
k=a'la — b'jb. Тогда у вновь полученного треугольника А"В"С" 
и треугольника А'В'С' будут две пары равных сторон и равные 
углы, заключенные между равными сторонами. Треугольники 
А'В'С' и А"В"С" равны по признаку равенства треугольников, 
исходные же треугольники подобны.

2. Если три стороны одного треугольника пропорциональны 
трем сторонам другого, то треугольники подобны.

Доказательство. Один из треугольников преобразуем 
подобно так, чтобы одна из его сторон стала равна соответст
вующей стороне другого данного треугольника. Тогда уравни
ваются все три пары сторон, и второй треугольник будет равен 
преобразованному; исходные же треугольники подобны.

3. Если два угла одного треугольника равны двум углам дру
гого, то треугольники подобны (конечно, при этом окажутся 
равными и третьи углы треугольников).

Доказательство. Преобразуем один из треугольников 
подобно так, чтобы одна его сторона стала равна соответствую
щей стороне второго треугольника. Далее рассуждаем анало
гично предыдущему.

Замечание. Для прямоугольных треугольников достаточно 
уже любого из следующих условий: 1) равенства одной пары 
острых углов, 2) пропорциональности катетов, 3) пропорцио
нальности одной пары катетов и гипотенуз.
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Рассмотрим некоторые приложения понятия подобия. Ранее 
указывалось (п.187), что три медианы треугольника пересекают
ся в одной‘точке и делят друг друга в отношении 2:1, считая 
от вершины. Рассмотрим рис. 274, где изображены две медианы 
СМг и АМ2 треугольника АВС и средняя линия соеди
няющая концы этих медиан. Треугольники АОС и по
добны, так как имеют равные углы. Коэффициент подобия 
, МГМ2 1 п М-,0 1 М„О 1« = "Tçn2 =-§-• Поэтому = у ; -öX = y, т. е. медианы дей
ствительно делятся в отношении 2:1. Отсюда следует, что и 
третья медиана, которая должна делить две другие медианы 
в том же отношении, проходит через ту же точку О.

Задача 1. В треугольнике АВС угол В больше угла С. 
Линия BD проведена от вершины В к стороне АС так, что 
образует со стороной АВ угол, равный /_С. Найти отрезок BD, 
зная стороны треугольника а, Ь, с (рис. 275).

Решение. Весь треугольник АВС подобен треугольнику 
ABD, отсеченному от него прямой BD, так как угол А у них 
общий, а углы АСВ и ABD равны по построению. Теперь пишем 
пропорцию x:c = a:ô, откуда х — ас/Ь.

Задача 2. В треугольник вписан ромб так, как показано 
на рис. 276. Даны стороны треугольника АВ=с и ВС = а, 
найти сторону ромба.

Решение. Из подобия треугольников АВС и MLC находим 
х:с = (а—х):а, откуда неизвестная сторона а ромба определяется 
по формуле А = ас/(а + с).

208. Периметры и площади подобных треугольников. Если два 
треугольника подобны с коэффициентом подобия k, то стороны 
их находятся в отношении k, т. е. у = у = у=£. Отсюда по

лучается ag^^_jj~eC =k, т. е. периметры подобных треугольников
относятся, как соответствующие стороны.

При подобном преобразовании фигуры все углы сохраняются, 
отрезки изменяются в одно и то же число раз. Поэтому высота 
ha треугольника при преобразовании гомотетии с коэффициеы-
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том k перейдет в высоту треугольника Ііа,. Для площади этого 
треугольника будем иметь

S = ÿ h^.a' = у khaka = k2S, (208.1 )

т. e. при преобразовании подобия площадь умножается на квад
рат коэффициента подобия. Иначе говоря:

Площади подобных треугольников (и вообще любых фигур) 
относятся, как квадраты их линейных размеров.

Этот факт можно было бы предвидеть с более общей точки 
зрения. Именно, единица измерения площадей — квадрат со сто
роной единица — переходит в квадрат со стороной k и пло
щадью /г2; в конечном счете площадь любой фигуры (это верно 
даже и для фигур с криволинейным контуром) измеряется с 
помощью разложения ее на квадраты (первого и последующих 
разбиений), и так как все эти квадраты меняют величину пло
щади в/г2 раз, то это же верно и для фигуры произвольного вида.

209. Применение подобия к решению задач на построение.
Задача 1. Построить треугольник, зная два его угла и 

периметр.
Решение. Знание углов треугольника уже определяет его 

с точностью до преобразования подобия. Поэтому для решения

так, чтобы периметр его стал равен данной величине. Для этого 
отложим стороны его и С1В1 на продолжениях стороны

отрезок 7C1¿1 будет равен периметру треугольника Aß^.
Возьмем любой отрезок KL, параллельный отрезку но
равный заданному периметру. Соединим концы обоих парал
лельных отрезков и примем точку О пересечения линий /C/Cj и 

за центр подобия. Построение вершин А и С искомого тре
угольника видно из рис. 277, стороны его АВ и СВ параллель
ны соответствующим сторонам треугольника Л1В1С1.
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В случае КК, H треугольник —уже искомый.
Задача 2. Дан угол, образованный лучами О А и OB, и 

точка N внутри этого угла. Построить окружность, касающуюся 
сторон угла и проходящую через данную точку N (рис. 278).

Решение. Окружность, касающаяся сторон угла, должна 
иметь центр на биссектрисе этого угла. Возьмем на этой биссек
трисе произвольную точку С1 и построим окружность с центром 
в Clt касающуюся сторон угла (ее радиус просто равен расстоя
нию точки С\ от сторон угла). Если теперь преобразовать эту 
окружность подобно с центром подобия в вершине угла О, то 
вновь получится окружность с центром на биссектрисе; такая 
окружность снова будет касаться сторон угла, так как ее радиус, 
ведущий в точку касания, перейдет в силу сохранения углов 
в радиус, перпендикулярный, к стороне угла. Остается обеспе
чить выполнение второго условия; преобразованная окружность 
должна пройти через точку N. Отсюда вытекает решение задачи. 
Проведем луч ON до пересечения с окружностью в точках N1 и 
N[ и построим ее радиусы ClN1 и CjNi, ведущие в эти точки. 
Через данную точку N проведем прямые NC и NC', параллель
ные этим радиусам; точки их пересечения С, С' с биссектрисой 
и дают возможные положения центра искомой окружности. 
Задача имеет два решения. Как изменится решение, если точка N 
лежит на биссектрисе угла?

У п ражнения

1. Периметр треугольника равен 10 см, а его площадь 3 см2. Чему равен 
периметр подобного треугольника, если его площадь 12 см2?

2. Доказать, что равнобедренные треугольники, имеющие равные углы 
при вершине, подобны.

3. Построить треугольник, подобный данному и вписанный в окружность 
данного радиуса.

4. В данный треугольник АВС вписать квадрат так, чтобы одна его сто
рона лежала на стороне ВС треугольника, а две вершины находились на двух 
других сторонах треугольника.



Глава XVII

МЕТРИЧЕСКИЕ СООТНОШЕНИЯ В ТРЕУГОЛЬНИКЕ И КРУГЕ

§ 1. Углы и пропорциональные отрезки в круге
210. Углы с вершиной на окружности. Рассмотрим угол, впи

санный в окружность, т. е. угол, образованный двумя ее хор
дами, исходящими из одной точки окружности (рис. 279).

б)
Рис. 279.

б)

О таком угле АМВ с вершиной М на окружности говорят, что 
он опирается на дугу АВ (не содержащую вершины угла!). 
Справедлива следующая

Теорема. Угол, вписанный в окружность, измеряется поло
виной дуги, на которую он опирается.

Доказательство удобно провести отдельно для следую
щих трех случаев:

1) Одна из хорд—сторона угла — проходит через центр 
■окружности (рис. 279, а). Проведя радиус OB, увидим, что 
центральный угол АОВ, опирающийся на ту же дугу АВ, что 
и заданный, является внешним углом равнобедренного треуголь
ника ВОМ и потому равен удвоенному углу АМВ: ¿_АОВ = 
= 2 АМВ; отсюда видно, что /_АМВ измеряется половиной 
дуги АВ.

2) Пусть теперь центр окружности лежит внутри заданного 
угла, как на рис. 279, б. Диаметр, проведенный через вершину
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данного угла, разобьет его на две части. Для каждой из них в 
отдельности находим (см. случай 1)): ^AMN измеряется поло
виной дуги ЛУѴ, угол NMB—половиной дуги NB. Данный угол, 
равный их сумме, будет измеряться половиной всей дуги АВ.

3) Пусть, наконец, центр окружности лежит вне угла АМВ 
(рис. 279, в). В этом случае также проводим диаметр через вер
шину угла; отличие от случая 2) состоит лишь в том, что дан
ный угол придется рассматривать не как сумму, а как разность 
двух углов.

Особо важный случай доказанной теоремы:
Угол с вершиной на окружности, опирающийся на диаметр, 

прямой.
Действительно, он опирается на полуокружность и измеряет

ся ее половиной, т. е. равен 90°.
Рассмотрим еще угол между касательной к окружности в не

которой ее точке и секущей, проведенной через ту же точку 
(рис. 280). Здесь справедливо подобное же утверждение:

Угол между касательной и секущей, проходящей через точку 
касания, измеряется половиной дуги окружности, лежащей внутри 
измеряемого угла.

Доказательство предоставляем читателю.

211. Углы с вершиной внутри и вне круга. Пусть теперь 
угол образован двумя хордами, пересекающимися внутри круга 
(угол АМВ на рис. 281). Тогда справедливо утверждение:

Угол с вершиной внутри круга измеряется полусуммой дуг
АВ и А'В', лежащих соответственно внутри данного угла и 
угла, с ним вертикального.

Доказательство. Соединим точки А и B' хордой АВ'\ 
угол АВ'В будет измеряться половиной дуги АВ, угол А'АВ'— 
половиной дуги А'В', а данный угол, равный, как внеш
ний угол треугольника АМВ', сумме внутренних, с ним не
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смежных углов АВ'В и A' AB', будет измеряться полусуммой дуг
АВ и А'В', что и требовалось доказать.

Докажем, наконец, что
Угол, образованный двумя секущими, проведенными из внешней 

точки (угол А'МВ' на рис. 282), измеряется полу разностью дуг
А'В' и АВ, лежащих внутри его.

Для этого проведем хорду АВ' и рассмотрим данный угол 
как разность углов А'АВ’ и АВ'В (снова применяем свойство 
внешнего угла треугольника). Остальное очевидно.

Можно допустить также, что одна или обе секущие превра
щаются в касательные (рис. 283). Теорема остается в силе и в 
этом случае.

212. Угол, под которым виден данный отрезок. Пусть АВ — 
некоторый отрезок, лежащий на прямой т, точка М— произ
вольная точка, не принадлежащая прямой т (рис. 284). Угол а 
при вершине М треугольника AM В называется углом, под ко
торым отрезок АВ виден из точки М. Найдем геометрическое 
место точек, из которых данный отрезок виден под одним и 
тем же постоянным углом а. Для этого опишем вокруг тре
угольника АМВ окружность и рассмотрим ее дугу АМВ, 
содержащую точку М. По предыдущему из любой точки 
построенной дуги отрезок АВ будет виден под одним и
тем же углом, измеряемым половиной дуги ASB (на рис. 284 
она показана пунктирной линией). Кроме того, под тем же 
углом будет виден отрезок и из точек дуги АМ'В, рас
положенной симметрично с АМВ относительно прямой АВ. Ни 
из какой другой точки плоскости, не лежащей на одной из най-
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денных дуг, отрезок не может быть виден под тем же углом а. 
В самом деле, из точки Р, лежащей внутри фигуры, ограничен
ной дугами АМВ и АМ'В, отрезок будет виден под углом АРВ 
большим, чем а, поскольку угол АРВ будет измеряться полусум
мой дуги ASB и еще некоторой дуги KL, т. е. будет заведомо 
больше угла а. Также видно, что для угла с вершиной Q вне 
этой фигуры будем иметь 2Í AQB <; а. Поэтому точки дуг
АМВ и АМ'В и только они обладают требуемым свойством: 

Геометрическое место точек, из которых данный отрезок виден
под постоянным углом; состоит из двух дуг окружностей, сим
метрично расположенных относительно данного отрезка.

Задача 1, Дан отрезок АВ и угол а. Построить сегмент, 
вмещающий данный угол а и опирающийся на отрезок АВ. 
Здесь под сегментом, вмещающим данный угол, понимают сег
мент, ограниченный данным отрезком и любой из двух дуг 
окружностей, из точек которых отрезок виден под углом а.

Решение. Проведем перпендикуляр к отрезку АВ в его 
середине (рис. 285). На этом перпендикуляре будет помещаться 
центр окружности, сегм.ент которой требуется построить. Из 
конца В отрезка АВ проведем луч, образующий с ним угол 

d — а; он пересечет перпендикуляр 
в центре искомой дуги О (доказать!).

Задача 2. Построить треугольник по углу Л, стороне 
ВС — ап медиане та.

Решение. На произвольной прямой откладываем отре
зок ВС, равный стороне а треугольника (рис. 286). Вершина 
треугольника должна помещаться на дуге сегмента, из точек 
которой данный отрезок виден под углом а (процесс построения 
на рис. 286 не показан). Затем из середины М стороны ВС, как 
из центра, проведем окружность радиусом, равным та. Точки 
ее пересечения с дугой сегмента и дадут возможные положения 
вершины А искомого треугольника. Исследовать число решений!

Задача 3. Из внешней точки проведены касательные 
к окружности. Точки касания делят окружность на части,
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отношение которых равно 1:7. Найти угол между касатель
ными.

Решение. Деля полную дугу окружности на части, про
порциональные указанным, находим обе дуги между точками 
касания: а = 45°, ß=315°. Искомый угол измеряется их полу- 
разностыо:

315 — 45 .0-о<р = —2—= 135°.
Задача 4.. На одной из сторон равностороннего треуголь

ника, как на диаметре, построена окружность. Сколько граду
сов содержит ее дуга, лежащая внутри треугольника?

Решение. Угол в 60° при вершине треугольника, лежа
щий вне круга, измеряется полуразностыо полуокружности и 

искомой дуги: 60° = 18°2~~и ■ Отсюда находим 
а = 60°.

213. Четырехугольники, вписанные в ок
ружность. Вокруг всякого треугольника можно 
описать окружность, иначе говоря, всякий тре
угольник может считаться вписанным в не
которую окружность: Иначе обстоит дело с 
четырехугольником: описать окружность вок
руг четырехугольника можно, лишь если он

удовлетворяет некоторому дополнительному условию, которое 
мы сейчас и найдем. Пусть ABCD— некоторый четырехугольник, 
вписанный в окружность (рис. 287). Тогда его противоположные 
углы, например /_А и /_С, опираются на дуги, составляющие 
в сумме всю окружность. Значит, сумма этих углов измеряется 
половиной окружности, и потому эти два угла составляют в сум
ме два прямых. Столько же приходится и на долю второй пары 
противоположных углов /_В и /_ D. Итак,

У любого четырехугольника, вписанного в окружность, суммы 
пар противоположных углов равны двум прямым.

Докажем, что и обратно, вокруг четырехугольника, обладаю
щего этим свойством, можно описать окружность. Пусть дан 
четырехугольник ABCD (рис. 287), у которого /_ А + /_ С — 2d 
(а значит, и /_ В А-Z. D = 2d). Проведем окружность через 
какие-либо три вершины четырехугольника, например А, В, D. 
Тогда и четвертая вершина должна поместиться на той же 
окружности. Так, если бы четвертая вершина (точка С' на 
рис. 287) оказалась внутри окружности, проведенной через три 
остальные вершины, то угол в ней имел бы меру, большую 
половины дуги BAD, и сумма его с углом, измеряемым дугой
BCD, превзошла бы два прямых, что противоречит условию. 
Так же опровергается и предположение, будто точка С может ле
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жать вне окружности, проведенной через вершины А, В, D. 
Остается лишь возможность, что точка С лежит на самой 
окружности, что мы и хотели установить.

Применим этот признак к решению вопроса: при каких 
условиях вокруг данного'параллелограмма или данной трапеции 
можно описать окружность? Если дан параллелограмм, то про
тиволежащие углы его равны и потому могут составлять в сумме 
два прямых лишь тогда, когда каждый из них прямой. Итак,

Из всех параллелограммов прямоугольники и только они обла
дают тем свойством, что вокруг них можно списать окружность.

Читатель докажет, что центр описанной окружности прямо
угольника лежит в точке пересечения его диагоналей. Если 
окружность описана около трапеции, то снова сумма противо
положных углов должна равняться двум прямым. Но у трапе
ции равна двум прямым сумма углов,
образуемых боковой стороной с дву
мя ее основаниями. Отсюда видно, 
что должны быть равны углы, приле
жащие к одному основанию. Такая 
трапеция будет равнобочной трапе
цией:

Из всех трапеций вписанной в ок
ружность может быть только равно
бочная трапеция.

214. Пропорциональные отрезки в Рис. 288.
круге. Рассмотрим сначала секущую
АС, проведенную из внешней по отношению к данной окруж
ности точки А (рис. 288). Из той же точки проведем ка
сательную АТ. Будем называть отрезок между точкой А и 
ближайшей к ней точкой пересечения с окружностью внешней 
частью секущей (отрезок АВ на рис. 288), отрезок же АС до 
более далекой из двух точек пересечения — просто секущей. Отре
зок касательной от А до точки касания также коротко назы
ваем касательной. Тогда справедлива

Теорема. Произведение секущей на ее внешнюю часть равно 
квадрату касательной.

Доказательство. Соединим точку Т с Би С. Треуголь
ники ACT и ВТ А подобны, так как угол при вершине А у них 
общий, а углы ACT и ВТА равны, поскольку оба они изме
ряются половиной одной и той же дуги ТВ. Следовательно, 
АС: АТ = АТ: АВ. Отсюда получаем требуемый результат:

АС-АВ = АТ2.

Касательная равна среднему геометрическому между секущей, 
проведенной из той же точки, и ее внешней частью.
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Следствие. Для любой, секущей, проведенной через данную 
точку А, произведение ее длины на внешнюю часть постоянно:

АС-АВ = АС1-АВ1.
Рассмотрим теперь хорды, пересекающиеся во внутренней 

точке. Справедливо утверждение:
Если две хорды пересекаются, то произведение отрезков одной 

хорды равно произведению отрезков другой (имеются в виду 
отрезки, на которые хорда разбивается точкой пересечения).

Так, на рис. 289 хорды АВ и CD пересекаются в точке М, 
и мы имеем AM-МВ —СМ • MD. Иначе говоря,

Для данной точки М произведение отрезков, на которые она 
разбивает любую проходящую через нее хорду, постоянно.

Для доказательства заметим, что треугольники МВС к MAD 
подобны: углы СМВ и DMA вертикальные, углы MAD и МСВ

œ
 опираются на одну и ту же дугу. Отсюда на

ходим

’ MD-.BM = АМ-.МС,
или

АМ-МВ = CM-MD, 

что и требовалось доказать.
6' Если данная точка М лежит на расстоя
ние. 289. нии I от центра, то, проведя через нее диа

метр и рассматривая его как одну из хорд, 
найдем, что произведение отрезков диаметра, а значит, и лю
бой другой хорды, равно Д2 — Z2. Оно же равно квадрату 
минимальной полухорды (перпендикулярной к указанному диа
метру), проходящей через М.

Теорема о постоянстве произведения отрезков хорды н тео
рема о постоянстве произведения секущей на ее внешнюю часть 
суть два случая одного и того же утверждения, различие состоит 
лишь в том, проводятся ли секущие через внешнюю или внут
реннюю точку круга. Теперь можно указать еще один признак, 
отличающий вписанные четырехугольники:

Во всяком вписанном четырехугольнике произведения отрезков, 
на которые разбиваются диагонали точкой их пересечения, равны.

Необходимость условия очевидна, так как диагонали будут 
хордами описанной окружности.■ Можно показать, что это усло
вие также и достаточно. -

215. Задачи на построение.
Задача 1. Провести касательную к окружности из данной 

точки, лежащей вне ее.
Решение. Угол между касательной и радиусом, проведенным 

вточку касания, прямой. Этот прямой угол опирается на отрезок,
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соединяющий данную точку и центр О окружности (рис. 290). 
Отсюда виден способ построения: на отрезке ОМ, как на диа
метре, строим окружность; точки ~Аг и
А2 ее пересечения с данной окружно
стью и будут точками касания искомых 
касательных с окружностью. Соединяя 
точки Аг и Л2 с данной точкой М, 
получим обе касательные, проведенные 
из М.

Это решение простейшее, но можно 
решить задачу и по-другому. Например,, 
провести любую секущую через М и 
найти среднее геометрическое между
секущей и ее внешней частью. Это будет длина касательной. 
Радиусом, равным ей, сделаем на данной окружности засечки, 
проведя дугу из М, как из центра, и снова найдем точки Л, 
и Л2.
- Задача 2. Построить общие касательные двух окружностей.

Решение. Рассмотрим две окружности на рис. 291. В дан
ном случае они расположены одна вне другой и не имеют точек

пересечения. Это — случай, когда к ним можно провести наиболь
шее число общих касательных—две «внешних» и две «внутрен
них». Точки пересечения этих двух пар каёательных лежат на 
линии центров и могут быть найдены, как центры гомотетии 
данных двух окружностей. Проводим, например, любой из ра
диусов О А одной окружности (рис. 291) и параллельные ему 
радиусы О,Л, и О1А2 второй. Соединим концевые точки радиусов 
OjTÎj и ОхЛ2 с концом радиуса ОА.- Линии АА2 и АА1 (послед
няя не параллельна 00,, если 7?=/= г) пересекут линию центров 
в искомых центрах гомотетии С, и С2. Касательные, проведенные 
из С, и С2 к любой из двух окружностей, будут касаться другой.

Напомним и другой способ решения этой задачи. Построим 
две окружности с центром в центре большей из двух данных 
окружностей и радиусами, равными сумме и разности радиусов
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данных окружностей. Проведем к ним касательные из центра 
малой окружности (рис. 292). Искомые касательные будут соответ

ственно параллельны: внеш
ние— касательным к малой, 
внутренние—касательным к 
большой, вспомогательной 
окружности.

Упражнения

1. Дуга содержит 40°. Под ка
ким углом видна из ее точек стя
гивающая ее хорда?

2. Углы треугольника соответ
ственно равны 50°, 60°, 70°. На 
стороне, лежащей против угла в 50°, 
как на диаметре построена полу

окружность, пересекающая две другие стороны. На какие дуги полуокруж
ность разбивается точками пересечения?

3. Из внешней точки проведены касательная и секущая к окружности. 
Касательная меньше секущей на т и больше ее внешней части на п. Найти 
длину касательной.

4. Определить угол при вершине равнобедренного треугольника, у кото
рого сумма основания и высоты, проведенной к основанию, равна диаметру 
описанного круга.

5. Доказать, что произведение отрезков любой касательной к окружности, 
заключенных между точкой касания и двумя параллельными между собой 
касательными к той же окружности, равно квадрату радиуса окружности.

6. Описать вокруг данной окружности ромб с острым углом в 30°.
7. Из внешней точки провести секущую к окружности так, чтобы ее внут

ренняя часть имела заданную длину.

§ 2. Метрические соотношения в треугольнике

216. Пропорциональные отрезки в прямоугольном треугольнике. 
Теорема Пифагора. Рассмотрим произвольный прямоугольный тре
угольник АВС (рис. 293) и проведем высоту СН — Ігс из вершины С 
его прямого угла. Она разобьет данный треугольник на два пря
моугольных треугольника АСН и ВСН; каждый из этих треуголь
ников имеет с треугольником АВС общий острый угол и потому 
подобен треугольнику АВС. Все три треугольника АВС, АСН, 
ВСН подобны между собой.

Из подобия треугольников АВС и АСН имеем = , или
СН2 = АН-ВН, откуда СН = У~ АН -ВН, т. е. высота прямоуголь
ного треугольника, опущенная из вершины прямого угла на гипо
тенузу, равна среднему геометрическому отрезков щ и с2, на ко
торые она разбивает гипотенузу.

!іс = У~с~щ. Í216.1)
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Далее, из подобия треугольников АВС и АСН найдем 
= , или АС2 = АН ■ В А, откуда АС — КАВ-АН. Анало

гичным образом найдем ВС = У АВ-ВН. Таким образом,
a = y~cclt Ь = У сс2, (216.2)

т. е. катет прямоугольного треугольника равен среднему геомет
рическому гипотенузы и проекции этого катета на гипотенузу.

Теорема Пифагора. Сумма квадратов катетов прямо
угольного треугольника равна квадрату его гипотенузы'.

а2А-Ь2 = с2. (216.3)
Доказательство. Запишем выражения квадратов кате

тов а и b треугольника по формуле (216.2):
а2 = сси Ь2 = сс2,

и сложим эти равенства почленно. Получим
а2 + Ь2 = ccY + сс2 = с (сх + с2) = с2,

что и требовалось доказать.
Приведенное доказательство имеет алгебраический характер: вычисление 

показывает, что сумма квадратов длин катетов равна квадрату длины гипоте
нузы. Поскольку квадрат длины отрезка можно геометрически истолковать как 
площадь квадрата, построенного на этом отрезке, как на стороне, то теорему 
Пифагора можно сформулировать в чисто геометрических терминах: сумма 
площадей квадратов, построенных на катетах, равна плошдди квадрата, пост
роенного на гипотенузе. В связи с этим на рис. 294 дано геометрическое обо
снование теоремы Пифагора. Один и тот же квадрат со стороной аЦ-Ь разло
жен в одном случае на четыре равных прямоугольных треугольника с кате
тами a, b и квадрат со стороной с, а в другом случае — на такие же четыре 
прямоугольных треугольника и на два квадрата со сторонами а и b соответ
ственно. Из этого непосредственно видно, что квадрат, построенный на гипоте
нузе, равновелик сумме квадратов, построенных на катетах а и Ь.

Пользуясь свойствами прямоугольных треугольников, легко 
решить задачи на построение отрезков, определяемых формулами

х = У a2 -}-b2, х = Ѵ а~—b2, x = Y~äb
(подразумевается, что а и b—некоторые данные отрезки).
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Так, построение отрезка х—у а? + ô2 сводится к построению 
прямоугольного треугольника по двум его катетам, равным а и Ь. 
Тогда гипотенуза построенного треугольника и будет искомым 
отрезком.

Отрезок, выражаемый формулой х = У а2 — Ь'2, где а > Ь, 
строится как катет прямоугольного треугольника со вторым ка
тетом, равным Ь, и гипотенузой а (см. п. 189).

Отрезок x = ]/~ab, равный среднему геометрическому двух дан
ных отрезков, можно построить так. 
(рис. 295) отложим последова
тельно отрезки, равные данным

На произвольной прямой

(АУ = а, УВ=Ь). В точке У, где они примыкают друг к другу, 
восставим к ним перпендикуляр; если на этом перпендикуляре 
найти точку С такую, чтобы угол АСВ был прямым, то высота СУ 
полученного прямоугольного треугольника и будет средним гео
метрическим данных отрезков. Поэтому берем середину О данного 
отрезка АВ и из нее, как из центра, проводим окружность ра
диусом, равным половине АВ (строим окружность на отрезке АВ, 
как на диаметре). Точка пересечения ее с перпендикуляром УС 
и будет искомой точкой С (угол АСВ прямой, так как он опи
рается на диаметр, см. п. 210). Итак, отрезок х = СУ = УаЬ по
строен .

Иначе можно решить ту же задачу так. Заметим, что имеет 
место равенство

х"— ab =

Строим отрезки (a + ô)/2 и (а—ö)/2, и задача сводится к пост
роению прямоугольного треугольника по гипотенузе и одному 
из катетов.

Пример. Построить отрезок, равный J/7.
Решение. Используем соотношение 7 = 16—9=42—З2. На

одной из сторон прямого угла (рис. 296) отложим от вершины 
отрезок О А, равный 3, и из конца его на другой стороне сде
лаем засечку радиусом, равным 4. Отрезок, отсеченный на вто
рой стороне прямого угла, и будет искомым: OB—jA7.
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Замечание. Задачу можно решить иначе, пользуясь соот
ношением |/~7 = |/7 • 1, выражающим искомый отрезок как сред
нее геометрическое отрезков 7 и 1.

Задача 1. Построить квадрат, равновеликий данному тре
угольнику АВС.

Указание. Строим прямоугольник, равновеликий данному 
треугольнику (например, прямоугольник с тем же основанием, 
что у данного треугольника, но с половинной высотой). Сторона 
искомого квадрата строится как среднее геометрическое сторон 
прямоугольника, т. е. а и Іг/2.

Задача 2. В прямоугольном треугольнике отрезки, на ко
торые высота, опущенная из вершины прямого угла, делит ги
потенузу, равны 6 и 18. Найти катеты и площадь треугольника.

Решение. Гипотенуза треугольника с = 618 = 24. Катеты 
находятся как средние геометрические между гипотенузой и от
резками, на которые она разбита высотой: а = ]Хб-24 = 12, 
ft = |/ 18 ■ 24 = 12]/ 3. Площадь равна S = у ab = 72]/3.

До сих пор при изложении геометрии мы нигде не пользо
вались тригонометрическими функциями. Дело в том, что введе
ние тригонометрических функций угла основано на сведениях из 
теории подобия (например, на том, что отношения сторон тре
угольника не изменяются при подобном преобразовании); кроме 
того, основное тождество

C0s2a + sin2a = 1, (216.4)
широко используемое в тригонометрии, есть не что иное, как 
запись теоремы Пифагора для прямо
угольного треугольника с гипотенузой, 
равной единице.

После изучения этого пункта читатель 
имеет все сведения из курса геометрии, 
необходимые для чтения гл. VIII—XII 
первой части книги. В связи с этим в 
оставшейся части данной главы и в по
следующих главах мы уже считаем, что 
читатель знаком с основными фактами, 
относящимися к тригонометрическим функ
циям, хотя бы в объеме гл. VIII. В частности, предполагаются 
известными следующие соотношения между сторонами и углами 
прямоугольного треугольника (рис. 297):

а/с = sin а; ft/c = cosa; a/ft = tga; ft/а = ctg а. (216.5)
217. Квадрат стороны, лежащей против острого или тупого 

угла и треугольнике. Теорема косинусов. Рассмотрим сторону ft 
треугольника АВС, лежащую против угла ß (рис. 298).
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Вычисление длины этой стороны проведем отдельно в двух случаях, 
когда угол ß острый (рис. 298, а) и когда угол ß тупой (рис. 298, б).

1) ß—острый угол (рис. 298, а). Проведем в треугольнике АВС, 
высоту CH = h. Отрезок ВН, который является проекцией сто
роны ВС на сторону АВ, обозначим через I. Тогда отрезок АН' 
выразится как с—I. Применим теорему Пифагора к каждому из 
двух треугольников АНС и ВНС, на которые данный треуголь
ник разбивается высотой СН. Получим

b2 = h2 + (c—Z)2, h2 = a2 — Z2.
Подставляя h2 из второго равенства в первое, найдем

Ь2 = а2 + с2—21с. (217.1)
Квадрат стороны треугольника, лежащей против острого угла, 

равен сумме квадратов двух других сторон треугольника минус 
удвоенное произведение одной из них на проекцию на нее другой 
стороны.

2) ß—тупой угол (рис. 298, б). Проводим то же построение: 
опускаем высоту СН = Іі из вершины С; обозначаем, как и в пер
вом случае, проекцию ВН стороны ВС на сторону АВ через I.

Рис. 298.

Отрезок АН теперь выражается как сумма с и і. АН = с-\-1 
(в этом состоит отличие от первого рассмотренного случая). Из 
прямоугольных треугольников АНС и ВНС, используя теорему 
Пифагора, находим

b2 = h2 + (с + /)2, № = а2 — I2
и, подставляя h2 из второго равенства в первое, окончательно 
получаем

è2 = £z2 + c2 + 2Zc. (217.2)
Квадрат стороны треугольника, лежащей против тупого угла, 

равен сумме квадратов двух других его сторон плюс удвоенное 
произведение одной из них на проекцию на нее другой стороны.

Следствие. Квадрат стороны, лежащей против острого 
(тупого) угла, меньше (больше) суммы квадратов двух других сто
рон треугольника. Равенство имеет место для стороны, лежащей 
против прямого угла.
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Пример 1. Стороны треугольника равны 8, 10 и 13,- Яв
ляется ли треугольник остроугольным, прямоугольным или тупо
угольным?

Решение. Находим квадраты сторони замечаем, что квад
рат большей стороны больше суммы квадратов двух других сто
рон: 169 > 100 + 64. Треугольник тупоугольный (тупой угол 
лежит против наибольшей из сторон).

Равенствам (217.1) и (217.2) можно придать единообразную 
форму, используя выражение проекции I через косинус угла ß. 
Именно, в случае острого угла ß непосредственно имеем I = acos ß. 
В случае тупого угла ß проекция Z выражается из треугольни
ка ВСН на рис. 298, б как Z = acos(jt — ß) (угол НВС — п— ß). 
Известна формула приведения (см. п. 106), по которой cos (я — ß) = 
= —cosß. Поэтому в рассматриваемом случае I—-—acosß. Те
перь видно, что, заменяя I через а cosß в формуле (217.1) и че
рез —а cosß в формуле (217.2), придем к одному и тому же ра
венству:

ô2 = a2 + c2— 2accosß, (217.3)
известному как

Теорема косинусов, Квадрат стороны треугольника 
равен сумме квадратов двух других его сторон минус удвоенное 
произведение этих сторон на косинус угла между ними.

В такой формулировке теорема применима к остроугольным, 
прямоугольным и тупоугольным треугольникам. Естественно, что 
равенства вида (217.3) могут быть записаны и для остальных 
сторон треугольника:

q2 = Zj2 + c2 — 2frccosa, c2 = a2 + ô2—2üfrcosy. (217.4)
Пример 2. Найти диагонали параллелограмма, стороны 

которого равны 12 и 8, а тупой угол равен 135°.
Решение. Каждая из диагоналей является соответственно 

стороной в треугольнике, две другие стороны которого равны 12 
и 8. Одна из диагоналей лежит против угла в 135°, другая — 
против угла в 45°. Находим

d2,2 = 144 + 64+ 2-12-8^р = 208 + 96/2.

Малая диагональ « 8,5, большая d2æl8,5.
С помощью формулы (217.3) может быть доказана
Теорема 1. Если в двух треугольниках имеются две пары 

равных сторон, то третья сторона больше в том треугольнике, 
где она лежит против большего угла.

Доказательство. Из равенства (217.3) видно, что при 
постоянных длинах сторон а, с сторона Ь будет тем больше, 
чем меньше cosß; так как при возрастании угла ß его косинус 
монотонно убывает (см. п. 97), то справедливость нашего
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утверждения доказана. С помощью формулы (217.3) легко до
казывается следующая

Теорема 2. Сумма квадратов диагоналей параллелограмма 
равна сумме квадратов четырех его сторон.

Доказательство. Обозначим стороны параллелограмма 
через а и Ь, диагонали—через dY и d„, один из углов паралле
лограмма—через а (рис. 299). Диагонали можно рассматривать

В С

А а Д

Рис. 299.

как стороны BD и А Стреуголь- 
ников ABD и АВС, лежащие 
против углов а и л—а; по 
теореме косинусов находим 
dl — а2 + 62—2аЬ cosa, 
d‘i=a2j,-b~ — 2ab cos (л—а) =

— а2 + b2 + 2ab cos a,
откуда

dl + d; = 2(a~ + b2}.

218. Теорема синусов. Формула Герона. Рассмотрим треуголь
ник АВС с высотой CH = hc, опущенной из вершины С (рис. 300). 
Площадь треугольника равна (п. 201) половине произведения 
высоты на основание: S = — chc. Высоту можно выразить из пря
моугольного треугольника АНС как Ііс — b sin a в случае острого 
угла a (рис. 300, а) или как /ic = bsin(n—a) в случае тупого

угла a (рис. 300,6). В силу равенства sin (л—a) = sina (п. 106) 
в обоих случаях имеем hc = b sin a. Формула для площади тре
угольника примет вид

S=ÿbcsina. (218.1)

Площадь треугольника равна половине произведения двух его 
сторон на синус угла между ними.



218] §.2. МЕТРИЧЕСКИЕ СООТНОШЕНИЯ В ТРЕУГОЛЬНИКЕ 477

Вместе с формулой (218.1) верны, конечно, и аналогичные 
формулы:

S = у ab sin у, S=-|-acsinß. (218.2)

Из равенств (218.1) и (218.2) вытекают пропорции
а _  b   с  abc

sin а sin ß sin y 2S ’ (218.3)

выражающие следующую теорему.
Теорема синусов. Стороны треугольника пропорциональ

ны синусам противолежащих углов.
Выведем теперь формулу Герона, дающую выражение площади

треугольника через длины его сторон. Для этого выразим cos а 
из формулы (217.4):

и sina из формулы (218.1):
sin а =

2S
Ьс

Возводя оба последних равенства в квадрат и складывая их 
почленно, получаем

. 4S2 (62 + с2—а2)2
1 — {Ьс)2 + 4 (6с)2

откуда
16S2 = 4i?2c2 — {b" + сг—а*У =

= (2Z?c—í>2—c2 + a2)(2Z?c + ö2 + c2—a2) =
= [a2 — (b —с)2] [(¿? + с)2 —a2] =

= (a — b + c) (a—c + b)(c + b—a) (a + -{- c), 
или, вводя для периметра обозначение 2/? = a + b + c,

16S2 = 16/?(р—a) (/?—b) (р—с).
Окончательно имеем следующую формулу для S (формула 
Герона): ___________________

S = //?(/? —a) (/?—(?)(/?—с). (218.4)
Отсюда получаются также формулы для высот треугольника:

■Іі = 25 _ 2 У Р(Р—°)(Р — 6)(Р—с) (218 5)
а а а \ ■ I

и т. д. Достаточно, конечно, знать на память формулу Герона, 
так как. выражения высот получаются из нее немедленно.

Пример. Найти площадь треугольника и длины его высот, 
если стороны соответственно равны ¿7—5, (? = 7, с = 8.
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Решение. Полупериметр р = 10; подставляя р и стороны 
в формулу Герона, находим площадь треугольника:

S =/Ю-5-3-2 = 10/З.
Высоты получаются теперь просто:

/іа = 4/3, _20 /з 
— 7 ’ /гс 5/3

9

Задача. Найти высоту трапеции, основания которой а н с 
равны 25 и 11, а боковые стороны ¿> = 13, d=15.

Решение. Проведем через вершину В верхнего основания.
■параллельную боковой стороне CD 
(рис. 301). В треугольнике АВМ из
вестны все три стороны. По формуле 
Герона находим площадь этого тре
угольника (р = 21):

S= /21-7-8-б = 84.
Отсюда видно, что высота равна h = 
= -¡J- = 12. Чему равны диагонали 
трапеции?

219. Радиусы вписанной и описанной окружностей. Рассмот
рим окружность, вписанную в треугольник (рис. 302). Напомним, 
что ее центр О помещается на пере-
сечении биссектрис _ внутренних 
углов треугольника. Отрезки О А,
OB, ОС, соединяющие О с верши
нами треугольника АВС, разобьют 
треугольник на три треугольника:
АОВ, ВОС, СОА. Высота каждого 
из этих треугольников равна радиу
су г, и потому их площади выразятся 
как

трапеции прямую ВМ,

Рис. 302.*^1 9 — 9 ГП, S3=ÿrb.

Площадь всего треугольника S равна сумме этих трех площадей:

S = ^-ra + -T¿rb+-^rc = rp, (219.1)

где р — полупериметр треугольника. Отсюда

г = А = (P-Q) (p-b)(p-c) (219.2)
р У р
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Радиус вписанной окружности равен отношению площади тре
угольника к его полуперйметру.

Для получения формулы для радиуса описанной окружности 
треугольника докажем следующее предложение.

_Т е о р е м а: В_любом треугольнике сторона равна диаметру опи- 
санной окружности, умноженному на синус.лротиволезісащего-угла^

Доказательство. Рассмотрим произвольный треуголь
ник АВС и описанную вокруг него окружность, радиус которой 
обозначим через R (рис. 303). Пусть А —
острый угол треугольника. Проведем радиу
сы OB, ОС окружности и опустим из ее 
центра О перпендикуляр OK на сторону ВС 
треугольника. Заметим, что угол а треуголь
ника измеряется половиной дуги ВС, для 
которой угол ВОС является центральным 
углом. Отсюда видно, что /_ ВОС = 2а, а 
¿К СОК — а. Поэтому из прямоугольного 
треугольника СОК находим а/2 = 7? sin а, 
или a = 2R sin а,. что и требовалось доказать.

Приведенный рис. 303 и рассуждение относятся к случаю 
острого угла треугольника; нетрудно было бы провести доказа
тельство и для случаев прямого и тупого угла (читатель это 
проделает самостоятельно), но можно использовать теорему си
нусов (218.3). Так как ^-¿ = 2R, то должно быть и ^-^=27?,

sin а

sin у = 2R, откуда
а — 2R sin а, b = 2R sin ß, с = 27? sin у. (219.3)

Теорему синусов записывают также в виде

sina smp sin у

и сравнение с формой записи (218.3) дает для 7?

г?- —* 4S ‘

(219.4)

(219.5)

Радиус описанной окружности равен отношению произведения 
трех сторон треугольника к его учетверенной площади.

Задача. Найти стороны равнобедренного треугольника, если 
его вписанная и описанная окружности имеют соответственно 
радиусы г = 3 и 7? = 8.

•Решен и е. Напишем формулы, выражающие радиусы впи
санной и описанной окружностей треугольника:
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Для равнобедренного треугольника с боковой стороной т и 
основанием п площадь выражается формулой

5 = у/г уГ.

Далее, р =т + п/2, abc = m2/i, и равенства для г и R при
мут вид

п ]^4т2—/г2 п т2 г (4/л2 — п2) п
Т ~ 2(2т + п) ’ К ~ /47,2-72 ’ ~R ~ 2т2 (2т+п) ’

или, сократив дробь на отличный от нуля множитель 2zn + «, 
будем иметь

г (2т — п) п
~R~ 2/л2 ’

что приводит к квадратному уравнению относительно п/т:
п
т

+2і=°-

Оно имеет два решения:

т 1 Ì у 1 1 І 2 ’ 2 ^1» ^2 “ "2" ^2-

Подставив вместо п его выражения Зт/2 и т/2 в любое из урав
нений для г или R, найдем окончательно два ответа к нашей 
задаче: 1) ^ = 4/7, /г* = 6 V 7; 2) т2 = 4 J/Ï5, /;„ = 2КІ5.
Упражнения

1. Высота прямоугольного треугольника, проведенная из вершины пря
мого угла, делит гипотенузу в отношении 2:3. Найти отношение каждого из 
катетов к гипотенузе.

2. Основания равнобедренной трапеции, описанной около окружности, 
равны а и Ь. Найти радиус окружности.

3. Две окружности касаются внешним образом. Их общие касательные 
наклонены к линии центров' под углом 30°. Длина отрезка касательной между 
точками касания равна 108 см. Найти радиусы окружностей.

4. Катеты прямоугольного треугольника равны а и Ь. Найти площадь 
треугольника, сторонами которого служат высота и медиана данного треуголь
ника, проведенные из вершины прямого угла, и отрезок гипотенузы между 
точками их пересечения с гипотенузой.

5. Стороны треугольника равны 13, 14, 15. Найти проекцию каждой из 
них на две остальные.

6. В треугольнике известны сторона а = 5 и высоты /іа = 4 и Ііь = 2,5. 
Найти стороны b и с.

7. Известны две стороны треугольника а=10, с = 6 и медиана m¡, = 7. 
Найти Третью сторону треугольника.

8. Даны две стороны треугольника Ь = 5, с = 4 и угол а между ними: 
а=30°. Найти радиусы вписанной и описанной окружностей.

9. Известны стороны треугольника а, Ь, с. Чему равны отрезки, на ко
торые они разбиваются точками касания вписанной окружности со сторонами 
треугольника?
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§ 3. Решение треугольников
220. Таблицы функций. В этом параграфе рассматриваются 

задачи, вычислительного характера на отыскание одних элемен
тов треугольника по другим, заданным. При их решении при
ходится использовать таблицы тригонометрических функций 
(такие таблицы даны в приложениях I и II, и о них кратко 
говорилось в п. ПО), а также таблицы их логарифмов. Здесь 
даются более полные сведения о пользовании как этими 
таблицами, так и таблицами функций вообще. При приведении 
примеров используются следующие таблицы:

1. В. М. Брадис, Четырехзначные математические таблицы, 
Учпедгиз, 1964.

2. Б. И. Ger ал и К. А. Семендяев, Пятизначные мате
матические таблицы, Физматгиз, 1959 и последующие годы 
издания.

Заметим, что таблицы составляются по-разному, поэтому 
рекомендуется, прежде чем приступать к вычислениям с помощью 
таблиц, внимательно прочитать указания (объяснения) для поль
зования, которые всегда прилагаются к таблицам.

Сообщаемые здесь правила пользования таблицами относят
ся к любым употребительным таблицам функций (квадратов и 
квадратных корней, логарифмов и т. д.), но иллюстрируем 
мы их в основном на примере таблиц тригонометрических 
функций.

А) Устройство таблиц. Таблица функции y = f(x) 
обычно содержит значения yn — f(xn) функции для равноотстоя
щих значений аргумента = %„ + піг, где п — 0, 1,2,3, ... и h — 
постоянное положительное число.

X У

*0 Уо — Í Oo)
хг = х0+Л
х„ = А'і -j- Il </2=5=/ ( Ao)

Xn = X„-1+ìl Уп = 1(хп)

Положительное число h = X;—Х{-± (разность двух соседних 
табличных значений аргумента) называется шагом таблицы. 
Иногда таблицы разбиваются на участки, каждый из которых 
имеет свой шаг. Точность таблицы определяется количеством 
верных знаков (цифр) табличных значений функции. Обычно все 
значения функции в таблице (или в отдельной ее части) округ-

16 в. В. Зайцев и др.
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ляются до одного и того же разряда. Этот разряд называют 
младшим разрядом табличных значений функции. Абсолютная 
погрешность табличных значений обычно не превышает половины 
единицы младшего разряда.

Приведем для примера два участка таблицы Брадиса для 
функции tgx.

о о 0,8391 60° 1,732
41° 0,8693 61° 1,804
42° 0,9004 62° 1,881

Здесь шаг h — 1°; все четыре знака (цифры) в значениях 
функции верные. Младшим разрядом табличных значений функ
ции является четвертый десятичный разряд (ІО-1) на первом 
участке и третий десятичный разряд (10_3) на втором.

Б) Табличные разности. При работе с таблицами 
используются табличные разности; ограничимся здесь только 
разностями первого порядка, которые определяются и обозна
чаются следующим образом:

&Уо—Уі~Уо, кУі = У*—Уу, &У2 = Уз—У2, •••
и вообще

куп = Уп+і—уп- (220.1)

Каждая разность обычно записывается мелким шрифтом справа 
между строками, в которых указаны соседние табличные зна
чения функций.

X У Ьу

*0 Уо
&Уо

*1 Уі
Ь-Уі

х2 Уг
Ьуі

Х3 Уз
&Уі

Хі Уі

Все табличные разности выражают целыми числами в едини
цах младшего разряда табличных значений функции. Табличная 
разность может быть нулем, положительным или отрицательным 
числом. В качестве примера приведем табличные разности пер-
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вого порядка для функции í/ = sinx на различных участках 
таблицы XII (В. М. Брадис).

X У Ду ■* У Ду

1,40 0,9854 2,90 0,239217 ’ -97
1,41 9871 2,91 2295
1,42 9887 16 2,92 2198

-97
14 ’ - 981,43 9901 2,93 210014 981,44 9915 2,94 2002

В таблицах Брадиса разности явно не выписаны, а в табли
цах Сегала и Семендяева выписаны.

В) Линейная интерполяция. В любых таблицах 
функций приведены лишь некоторые (обычно равноотстоящие, 
с шагом ti) значения аргумента. Поэтому непосредственно по 
таблице можно найти только значения функции для этих таб
личных значений аргумента. Так, например, по таблице в при
ложении I, где аргументом является угол, измеренный в градус
ной мере, мы можем найти только тригонометрические функции 
угла, измеренного целым числом,, градусов. Остается пока откры
тым вопрос: как искать, например, sin2°15' или tg39°45'? По 
таблице же (приложение II), где аргументом является число (или 
радианная мера угла), можем найти тригонометрические функции 
аргумента, выраженного с точностью до 0,1. Остается пока 
открытым вопрос: как искать, например, cos0,25 или tg 1,425? 
В связи с этим будем называть задачу о вычислении значения 
таблично заданной функции для промежуточного значения аргу
мента (не имеющегося в таблице) частной задачей интерполяции.

Пример 1. В таблице XII (Брадис) находим

X sin X

0,45
0,46

0,4350
0,4439

т. e. sin 0,45 = 0,4350 и sin 0,46 = 0,4439. Частной задачей интер
поляции является, например, задача о нахождении sin 0,452.

Простейшим методом решения такой задачи является метод 
линейной интерполяции. Линейная интерполяция состоит в том-, 
что функция y = f(x), заданная на отрезке [х„, xj, заменяется 
линейной функцией у = Р (х) = а0 + а1х, которая удовлетворяет 
условиям

P(x0) = y0 = f(x0) и /’(x1) = í/1 = /(x1). (220.2)
16
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Геометрически это означает, что дугу кривой y=f(x) между 
точками Л40(х0, í/0) и Л41(х1, у±) мы заменяем хордой MaMt 
(рис. 304).

Коэффициенты а0, аг уравнения у — а0 + atx прямой, отрезком 
которой является хорда ^„214^ нетрудно получить из условий

Í i/o = «О 4-а1х'о• (220.3)
( í/l = ао+û'i-vi

(выражающих, что прямая проходит' через «табличные» точки 
Л40(х0, Уо) и Мі (хѵ yj). Вычитая верхнее уравнение (220.3) 

из нижнего, находим, ,
Уі Уо ~ аі (хі •'-’о)»

п Уі~Уо &Уо 
1 ■%■(, h

&y„и для а0 имеем а0 — у0---- --  х0.
После простых преобразова
ний предоставляемых чита
телю, мы сведем уравнение 
í/ = a0-|-a1x (с найденными 
значениями а„, oj к виду

У^Уѵ + ^Ьу». (220.4)

Последняя формула (220.4) называется, формулой линейной 
интерполяции. Этой формулой пользуются для отыскания 
промежуточных (приближенных) значений функции, т. е. 
тех значений которых нет в таблице. Так как обычно 
X берется внутри отрезка [х„, х,], то выполняются нера
венства 0 < *п < 1. так что к уа прибавляется какая-то часть

Ду0. Число х° Ау0, которое надо прибавить к у0, чтобы полу
чить значение линейной функции (220.4) в точке х, называется 
поправкой. Эгу поправку принято записывать целым числом 
единиц того же разряда, что и Ду0, т. е. младшего разряда 
табличных значений функции у. На практике формула (220.4) 
применяется в виде

г/= i/o + поправка.

Поправки могут быть даны в таблице, а могут и не быть даны. 
Во втором случае приходится их вычислять самостоятельно. 
Приведем некоторые примеры.

Пример 2. Найти tg41°2' по таблицам Брадиса. 
Решение. В таблице имеются следующие значения:

tg41°0' = 0,8693 и поправка на 2', равная 10.
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Следовательно,
, 0,8693 
+____ 10

tg 41°2'= 0,8703. -
Поправка на 2' может быть получена так. В таблице имеются 

следующие значения:
tg 41°0'= 0,8693, 
tg 41°6'= 0,8724.

В нашем случае n = 6 , Azy0 = 31 и —j—=------ ------- = у ■
х_ х зі

Следовательно, поправка —Ді/„ = у= 10. Заметим, что Дг/„=

= 31-10-1 и поправка равна у-31-10-4, но, согласно догово
ренности, Дг/0 и поправку (которая округлена) записываем це
лым числом единиц младшего разряда табличных значений.

Пример 3. Найти sin3,0052 по таблицам Сегала и Семен
дяева.

Решение. В таблице имеются следующие значения:

X sin X

3,005 0,13617
-99

3,006 0,13518

В нашем случае h = 0,001, Дг/0 = — 99 (эта табличная разность 
\ х—х0 3,0052 — 3,005 л оуказана в таблице между строк) и —у-^ =----- -----------= 0,2.

Следовательно, поправка х A¿/0 = 0,2 • (•—99) = '—20 (округ
ляем. до целых единиц). Значит,

0,13617
—_____20

sin 3,0052=0,13597.
Пример 4. Найти sin 0,452 по таблицам Брадиса. 
Решение. В таблице XII имеются следующие значения:

X sin X

0,45
0,46

0,4350
0,4439
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Ни табличные разности, ни поправки в этой таблице не вы
писаны. Вычислим их. В нашем случае имеем 
/і = 0,01, А г/0 = 89 и 'v~*° = °-452^~0’450 _о,2. Поэтому поправ-

ка л~х° А г/,, =0,2-89 = 18 (округляем поправку до целого числа 
единиц). Следовательно,

, 0,4350 
+18 

sin 0,452=0,4368.
В пятизначных таблицах Сегала и Семендяева находим сразу 
sin 0,452 = 0,43677.

Г) Обратная линейная интерполяция. Поставим 
теперь обратную задачу: по данному значению функции, для 
которой имеется таблица, найти соответствующее значение аргу
мента. Если данное значение функции имеется в таблице, то 
мы просто пишем соответствующее значение аргумента. Напри
мер, по таблице VIII Брадиса arcsin 0,5934 = 36°24' и по табли
це XII Брадиса arccos 0,5978 = 0,93. Если же данного значения 
функции в таблице нет, то будем пользоваться обратной линей
ной интерполяцией, находя приближенно соответствующее про
межуточное значение аргумента, т. е. фактически приближенное 
промежуточное значение обратной функции. Если на некотором 
участке таблицы функция y = f(x) имеет обратную функцию 
x = g(y) (Для этого существенно условие монотонности функции 
y = f(x), см. п. 35), то значения этой обратной функции (т. е. 
значения X при заданных значениях у) можно находить прибли
женно по той же формуле- (220.4). Для этого разрешим равен
ство (220.4) относительно х:

x = x0 + ^ÿ^!i. (220.5)

Формула (220.5) называется формулой обратной линейной интер
поляции.

Приведем некоторые примеры.
Пример 5. Найти arctg0,2108 по таблице IX Брадиса.
Решение. Обозначим искомое значение arctg0,2108 через х 

и tgx через у. Этим самым сводим задачу к нахождению аргу
мента X по известному значению функции у = tg X = 0,2108. 
Заданное значение у = tgx = 0,2108 заключено между числами 
0,2107 и 0,2126, имеющимися в таблице: 0,2107 < 0,2108 < 0,2126. 
Обычно из двух табличных значений функции, между которыми 
заключено заданное значение функции у, в качестве у0 берут то, 
которое соответствует меньшему значению аргумента.

В нашем случае имеем у0 =0,2107; yt = 0,2126; A¿/0 = í/1—уа= 
= 0,0019; ха = 1Г54' и й=6'. Поправка х—х0, вычисленная
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19".
по формуле (220.5), равна

у-Уь и 0,2108-0,2107 с, 1
Ді/о 0,0019 19

Прибавив эту поправку к табличному значению аргумента 
= arctgу0 = 11°54', получим х = arctg0,2108 = 11°54'19".
Пример 6. Найти острый угол х по таблице XVI Брадиса, 

если известно, что lg cos х = 1,8815.
Решение. Рассмотрим функцию у = lg cos х. Заданное зна

чение у = lg cos х — 1,8815 заключено между значениями 1,8810 
и 1,8817, имеющимися в таблице: Т,8810 < 1,8815 < 1,8817. 
В нашем случае в качестве у0 возьмем 1,8817. Итак, у0 = 1,8817; 
#!= 1,8810; ^у0 = у1—уа = '—0,0007; хо = 40°24' и /і = 6'.

Поправка х—х0, вычисленная по формуле (220.-5), равна
у-Уѵ ь 1,8815-1,8817 2

Ді/о П —0,0007 7 1'43".

Прибавив эту поправку к табличному -значению аргумента х0, 
получим X = 40°24' + 1 '43" = 40°25'43".

221. Решение треугольников. Сводка основных формул. На 
протяжении этого и следующих пп. 222 и 223 будем придержи
ваться следующих стандартных обозначений элементов треуголь
ника: стороны обозначаются через а, Ь, с; противолежащие им 
углы через А, В, С (т. е. теми же буквами, что соответствую
щие вершины); высоты через ha, hb, hc\ радиусы вписанной и 
описанной окружностей через г и R соответственно; площадь 
треугольника обозначаем, как обычно S. Основными элементами 
треугольника называем его стороны и углы.

Задание некоторых нз основных элементов треугольника опре
деляет все остальные его элементы (в том числе и основные). 
Под решением треугольнйка понимают отыскание его элементов 
(обычно лишь основных) по заданным. Для косоугольных тре
угольников основными являются следующие четыре задачи: 
1) даны сторона и два угла; II) даны две стороны и угол, за
ключенный между ними; III) даны две стороны и угол, лежащий 
против одной из них; IV) даны три стороны; требуется определить 
остальные основные элементы треугольника.

В простейшем случае прямоугольного треугольника задание 
одного острого угла определяет и второй. Поэтому для прямо
угольных треугольников удобно классифицировать основные задачи 
несколько иначе: 1) даны гипотенуза и острый угол; II) даны 
катет и острый угол; III) даны гипотенуза и катет; IV) даны 
два катета; требуется найти остальные основные элементы тре
угольника.

При решении треугольников используются различные соотно
шения между элементами треугольника, полученные в пп. 216—
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—219 (в первую очередь теорема косинусов и теорема синусов), 
и некоторые другие, которые легко из них получаются. Для 
удобства читателя дадим здесь сводку формул, применяемых 
ниже при решении треугольников.

I. Теорема косинусов ((217.3), (217.4)):
о2 = £>24-с2—2bctosi4, 1
62 = й2 + с2—2accosß, I ' (221.1)
с2 =а? + b2—2ab cos С. J

II. Теорема синусов ((218.3), (219.4)):
o b с о n abc

sin A sin В sin С К 2S ’

Теорему синусов также полезно записывать в такой форме: 
a sin А . a sin Л b sin В
b sin 5 ’ с sin С ’ с sin С

(стороны относятся, как синусы противолежащих углов).
III. Теорем а тангенсов:

■Л 4-й
a+ô

(221.2)

форме:

(221.3)

tg-

а — b
tg

(221.4)(a=£b).Л — В

Приводим вывод формулы (221.4). Из (221.2) имеем о = 2/?зіпЛ, Ь = 
— ’¿RsmB, откуда

a + 6=.2/?(sin Л + sin й) = 47? sin cos

a — b — ÌR (sin A — sin S) = 4/? sin cos

2

A-j-B

Разделив почленно последние равенства, получим 
...Л + й

a-f-b tg-
если а ■£ Ь.а — b Л — В ’

tg

IV. Формулы для площади тр еу г о л ь н и к а ((201.1), 
(218.1), (218.4), (219.1), (219.5)):

(221.5)5=2- aha,

S = Ир(р—а) (р--Ь)(р—с), (221.6)
S = pr (221.7)

(формула (221.7) чаще используется для вычисления г), 
abcS =
4R (221.8)
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(221.9)

(221.10)

a = b t 'g А = Ь ctg В, 
b = a tg В = а ctg А,
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(эта формула чаще применяется для отыскания /?),
S = -^-¿>csin А.

Кроме того, бывает полезна формула 
с а2 sin В sin С 
0 — 2 sin А ■

Для ее вывода заметим, что по теореме синусов 
, a sin В a sin С

sin А ’ sin Л

Подставив эти выражения в (221.9), получим формулу (221.10).

Для прямоугольных треугольников помимо соотношений между 
элементами, указанных выше, имеются известные нам более про
стые соотношения, которые обычно и используются при решении 
прямоугольных треугольников. Напомним их (гипотенуза обозна
чена через с):

a = csin А = с cos В, Ì
Л í (221.11)b = csin В =ccos А; ]

(221.12)

a2 + b2 = c2. ) (221.13)

222. Решение прямоугольных треугольников. Рассмотрим че
тыре основные задачи на решение прямоугольных треугольников 
и укажем (в общем виде) один из возможных способов решения 
каждой из них.

Задача I. Даны гипотенуза с и один из острых углов, на
пример угол А. Вычислить остальные основные элементы.

Решение. Искомые элементы В, а и b находим из равенств 
В = 90° — A, a = csinA и b = ecos А.

Пример 1. Даны с = 0,555 и А =77°. Найти a, b и В с по
мощью таблицы тригонометрических функции (приложение I).

Решение. 1) 0 = 90°—77° = 13°; 2) a = csinА = 0,555х 
X 0,9744 »0,541; 3) b = ccos А = 0,555-0,2250 » 0,125 (результат 
вычисления записываем с тремя знаками после запятой).

Для проверки полученных результатов можно использовать 
любое из соотношений'(221.11) —(221.13), неиспользованных при 
решении, например a = btgÆ Имеем a=0,125-tg77° = 0,125x 
X 4,331 »0,541. Имеет место совпадение результатов, если по
следние округлень! до трех знаков.

Задача II. Даны катет а и один из острых углов, напри
мер угол А. Вычислить остальные основные элементы.
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Решение. Согласно формулам п. 221
ß = 90° — А, b = atgß, с = -Л-л.ь ’ sin Л

Задача III. Даны катет а и гипотенуза с. Вычислить ос
тальные основные элементы.

Решение. Применяя формулы п. 221, будем иметь
sinX = —, ò = ccosX и ß = 90°—А.с

Пример 2. Даны а= 181,2 и с = 262,8. Найти Ъ, А и В.
Решение. Этот пример будем решать с помощью логарифмических таб

лиц. Найдем Л. Имеем 5ІпЛ = а/с, lg sin Л = lg а — lg с. Находим
lg а = 2,2582 

*~lg с = 2,4196 
lg sin Л=ї,8386.

Отсюда по таблице XVI Брадиса находим Л = 43°36'; 5 = 90°—43°36' = 46°24'. 
Катет b найдем, используя соотношения b = atgB и lg b = lg a + lg tg B. 
В нашем случае

, lg a = 2,2582 
+ lgtgß = 0,02l2 

lg 0 = 2,2794.
Отсюда находим b, применяя таблицу XIV: b= 190,3.

Итак, b = 190,3, Л=43с36' и ß = 46°24'.
Как видно из приведенного примера, при вычислениях с помощью лога

рифмических таблиц делают следующее:
1) пишут соответствующую формулу,
2) логарифмируют эту формулу,
3) подставив в последнюю формулу числовые данные, находят логарифм 

искомого элемента (или логарифм тригонометрической функции этого элемента),
4) зная логарифм искомого элемента, находят сам элемент.

Задача IV. Даны катеты а и Ь. Вычислить остальные ос
новные элементы.

Решение. Согласно формулам (221.12) имеем tgX=a/ô, 
откуда А = arctg (a¡b), далее находим ß = 90°—А, а потом най
дем и гипотенузу с по формуле c = a/sm А.

223. Решение косоугольных треугольников.
Задача I. Даны сторона а и два угла Л и ß; предпола

гается, что Л + В< 180°.
Угол С находим сразу же:

С = 180° — (Л + ß).
Остальные основные элементы треугольника (стороны b и с) можно
найти, например, по теореме синусов (221.3):

, a sin В a sin СЪ = ——т- И С= —;—Т-.sin Л sin/
Задача всегда имеет решение, и притом единственное.

Пример 1. Дано: а = 40,0, Л = 28° и ß = 31°. "Найти С, 
b и с.
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Решение. С — 180° — (28°+ 31°) = 121°. Стороны бис найдем 
двумя способами: при помощи таблиц натуральных значений три
гонометрических функций (приложение I) и при. помощи лога
рифмических таблиц (Брадис).

а) При помощи таблиц натуральных значений тригонометри
ческих функций (приложение I):

sin А = sin 28° = Q.,4695, sin В = sin 31° = 0,5150 
и

sin С = sin 121° = sin (90° + 31°) = cos 31° = 0,8572.
Далее имеем

a sin В 40 sin 31° 40-0,5150
sin А sin 28° 0,4695

a sin С 40 sin 12I° 40-0,8572
sin А sin 28° 0,4695

40-0,5150-

40-0,8572-

1
0,4695

1
0,4695

43,89

73,03

43,9,

73,0.

При вычислении b и с деление на sin А можно заменить ум
ножением на обратное ему число І/sin А, которое можно найти, 
например, по таблице II (Брадис): s¡n 28¿ = Q-^gs = 2,130. Для 
контроля используем, например, первую из формул (221.1):
1600 да 43,92 + 73,02 — 2-43,9-73,0-0,883 да

да 1927 + 5329 — 5659 = 1597.
Небольшое расхождение результатов (менее 0,2%) 1600 да 1597 
можно отнести за счет погрешности таблиц и вычислений. Резуль
таты можно признать совпадающими.

б) При помощи логарифмических таблиц (Брадис): имеем b — ° >

откуда lg 5 = lg а + lg sin В — lg sin A. В нашем случае

Ig а = [,6021 
lg sin В — 1,7118

■—lg sin A = 0,3284 
lg 5 = 1,6423.

По таблице Брадиса:. 5 = 43,88 ä 43,9. Аналогично вычисляется сторона с: 
a sin С , ,

с = sin Л- И •§ с='Sa+lg Sln С — lg Sln A-

В нашем случае
lg а =[,6021 

lg sin С =1,9331
— Ig sin А = 0,3284 

lg c= 1,8636.

По таблице Брадиса: с « 73,05 и 73,0.
Мы видим, что результаты, полученные способами а) и б), совпадают с

точностью до трех знаков.
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Задача II. Даны две стороны а и b и угол С между ними, 
а) Решение при помощи таблиц приложения I. Сторону с

можно найти по теореме косинусов (221.1):
с = |/ а? + Ь2—2ab cos С.

Зная три стороны, можно, снова применив теорему косинусов, 
найти cos А = Ь +2ІК а ■ Так как 0° < А < 180°, то 

, й2 + с2 — о2А = arccos- 

И+С).
2bc

Наконец, В = 180°
б) Решение при помощи логарифмических таблиц. Если при решении треу

гольника мы будем пользоваться логарифмическими таблицами, то формулы, 
использованные в первом способе решения, неудобны. Углы А и В в этом 
случае лучше находить при помощи теоремы тангенсов (221.4).

Заметив, что Л + В=180°—С, мы можем писать

„ tg^=tí(9„._c)=cl4

После этого формула (221.4) примет вид

tg А-В
2 (223.1)

Так как 0° < | А — 51 < 180°, то 0° < ' < 90° и нахождение углов А

и В сводится к решению системы уравнении
! Л+В_ 

2
А — В 

2 —

90° —

arctg а — b 
a-}-b ctg

Сторону с можно определить по теореме синусов: а sin С 
sin А

а — b 
а + &

£
2 ’

Пример 2. Дано: ¿2 = 2,21, 5 = 2,86, С = 65°20'. Найти с, 
А и В.

а) Решение при помощи таблиц натуральных значений три
гонометрических функций (Брадис). По теореме косинусов в нашем 
случае имеем
с- = а2 + b2—2ab cos С = 2,2 Ia + 2,862 — 2 • 2,21 ■ 2,86 cos 65°20' «

« 4,884 + 8,180 — 5,276 = 7,788.
(По таблице VIII Брадиса cos65°20' = 0,4174). По таблице IV 
Брадиса (Квадратные корни) находим с « 2,79. Применив снова 
теорему косинусов, но теперь уже для нахождения угла А, будем 
иметь

cos А й2+с2 —а2
— 2Ьс

8,180 + 7,788 — 4,884 
2-2,86-2,79

11,084 
15,959 0,6945;
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А & arccos 0,6945 æ46°01'. Наконец, В = 180° — (Л +С) « 180° — 
— (46о01' + 65°20') = 68°39'. Для контроля используем, напри-

а sin Л г,мер, теорему синусов: В нашем случае
а 2,21 п 77n sin Л sin46°01' 0,7195 п 770Т = 2^6 ~ °’770 и сцэзІЛ ~°’772-

Имеется удовлетворительное совпадение результатов.
б) Решение при помощи логарифмических таблиц (Брадис). Используя

теорему тангенсов, будем иметь ж
, ß Л Ь й , С /псуі п\=H^Ctg'2 (223-2)

ß_ д
(формулу (223.1) мы пишем в виде (223.2), ибо у нас b > а). Найдем tg—— 
при помощи логарифмических таблиц. Прологарифмировав (223.2), получим 

lg tg ^-= !g (¿ — °) + !g ctg у - lg (a + ö)-

В нашем случае
lg (6 — а) = lg 0,65 =1,8129
lg ctg ^-= lg ctg 32°40'= 0,193L

— lg (а+ 5) = —lg 5,07 = 1,2950________
lg tgÊ22^= 1,3010 и 11°18'34".

Углы Л и ß находим из системы уравнении 
/ В — А 11°І8'34",

57°20'.

2 '
Л4-В

Л=46°1'26" и ß = 68°38'34". Если последние результаты мы округлим до. 
минут, то получим Л=46°1' и ß = 68°39'. Сторону с можно, например, опре
делить по теореме синусов:

С==ЧїїГТ’ lg с = lg а 4-lg sin С — lgsin

lg а = 0,3444 
lg sin С = ï ,9584

— lg sin Л =0,1430, ибо lg sin Л = 1,8570 
lgc = 0,4458, c = 2,791.

Мы видим, что результаты, полученные способами а) и б) для углов, 
совпадают с точностью до минуты, а для стороны с совпадают три знака.

Задача III. Даны две стороны треугольника (а и Ь) и угол, 
лежащий против одной из них, например угол А.

Эта задача принципиально отличается от двух предыдущих, 
так как задание двух сторон и угла, лежащего против одной из 
них, может определять треугольник неоднозначно (в п. 189 уже
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было отмечено, что построение треугольника по этим данным 
может привести либо к двум различным треугольникам, либо 
к одному, либо задача вообще может не иметь решений). Про
ведем полное исследование задачи. Рассмотрим три случая:
1) а > Ь\ 2) а < b-, 3) a —b.

1) а > b (данный угол А лежит против большей из двух дан
ных сторон).

Соответствующая задача на построение всегда имеет решение, 
и притом единственное. На рис. 305 показано, как строится

треугольник, если: а) угол А тупой (CA=b, СВ = R — а> Ь). 
Рекомендуем читателю построить треугольники, рассмотрев ос
тальные две возможности: б) А — прямой угол; в) А — острый 
угол.

Острый угол В, который лежит против меньшей стороны Ь, 
можно найти, например, по теореме синусов: sin В =-^ sin А,

откуда В = arcsin sin А ) . Третий угол С находится из равен

ства С = 180°—(Л+ 5). Третью сторону с можно найти, например, 
по теореме синусов: 5ІПу4 ■ Итак, если а > b и дан угол Л,
лежащий против большей стороны а, то задача имеет решение, 
и притом только одно.

2) а < b (данный угол А лежит против меньшей из двух дан
ных сторон). Заметим, что если угол А ^90° (Л тупой или 
прямой), то задача не имеет решения, ибо ни тупой, ни прямой 
угол не может лежать против меньшей стороны. Остается рас
смотреть случай, когда Л <90° (Л — острый угол). Изучим нашу 
задачу и соответствующую задачу на построение. При этом при
дется различать три возможности:

а) Окружность радиуса 7? = а с центром в точке С пересечет 
другую сторону угла А в двух точках Bt и В2 (рис. 306). Это 
будет иметь место при условии, что а>С£>, где CD — перпен
дикуляр, опущенный из С на вторую сторону угла Л. Учитывая,
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что CD —b sin А (из прямоугольного треугольника ADC), послед
нее неравенство можно заменить неравенством а>0эіпЛ или 
неравенством sin А < 1.

Итак, если — sin А < 1, то соответствующая задача на построе-
CL

ниє, а следовательно и наша задача, будет иметь два решения. 
В качестве угла В можно взять острый угол В± или тупой угол В2.- 
Оба значения угла В находятся из уравнения sin В = — sin А
(теорема синусов): Bt = arcsin sin А ) и В2 = 180° — Вѵ Угол Сх =

= 180°—(Л+ßJ и угол С2 = 180°—(Л+ß2) = ßx—Л. Стороны 
а sin Сг asín С2сх и с2 находятся по теореме синусов: q = sjn А ■ и с2 = s¡n¿- •

б) Окружность радиуса R-=a с центром в точке С не пере
сечет другой стороны угла Л (рис. 307). Этот случай будет иметь

место при условии, что a < С£>. Учитывая, что CD = b sin Л (из 
прямоугольного треугольника ADC), последнее неравенство можно 
заменить неравенством а < b sin Л или неравенством sin Л > 1.
Итак, если -^-эіпЛ> 1, то соответствующая задача на построе
ние, а следовательно и наша задача, решения не имеет.

в) Окружность радиуса R — a с центром в точке С коснется 
другой стороны угла А (рис. 308). Учитывая, что GB =b sin Л 
(из прямоугольного треугольника АВС), последнее равенство 
можно заменить равенством а = 0эіпЛ. Итак, если —sin Л = 1,
то соответствующая задача на построение, а следовательно и 
наша задача, имеет решение, и притом единственное.

3) а —b (рис. 309). Искомый треугольник равнобедренный. 
Решение сводится к построению прямоугольного треугольника ADC 
с гипотенузой b и острым углом Л.' Искомый треугольник АВС 
будет состоять из двух таких равных прямоугольных треуголь
ников (ADC и BDC). Если а = Ь и угол Л острый, то задача
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имеет решение, и притом единственное. Остальные основные 
элементы треугольника находятся по формулам В = А, С — 180° — 

■—2А, c = 2AD = 2acos А.
Результаты, полученные при решении задачи III, можно пред

ставить в виде одной таблицы-схемы.
а = Ь а > b а < b

A è- 90° 0 < Л < 90° 0 < Л < 180° .4 > 90° Л < 90°

а < b sin А а = b sin А а >
> b sin А

нет ОДНО ОДНО нет нет . ОДНО два
решения решение решение решения решения решение решения

Пример 3. Даны 
Л=70°30'. Найти В, С

Решение. В 
узнать, сколько

На

две стороны а — 25,4, ô = 56,6 и угол 
и с.

нашем случае а <Ь и угол А < 90°. Чтобы 
возможно решений, найдем b sin Л. Имеем 

ôsin H=56,6-sin 70°30' = 56,6х 
X 0,9426 = 53,35, откуда видим, 
что а <Ь sin Л, т. е. треугольника 
с данными нашей задачи не суще
ствует.

Пример 4. Даны две сто
роны а = 68,5, 0 = 99,2 и угол 
Л=28°20'. Найти В, С и г.

Решение. В нашем случае 
опять а < b и угол Л < 90°. 
Снова ищем произведение b sin Л.

этот раз
ô sin Л = 99,2-sin 28°20' =99,2-0,4746 = 47,08 <68,5, 

т. e. b sin А <C а, и задача имеет два решения (см. рис. 306). 
теореме синусов

По

sin В = b sin А 47,08
а 68,5

Имеем два решения:
1. В1 = arcsin 0,687 =43°24'; С,=

= 108°16'. По той же теореме синусов 
a sin С, 68,5-0,9496

= 1-^ = 0,687.

180° —(28°20'+43°24') =

= 137,1.1 sin А 0,4746 
2. В2 = 180° —ßj = 136°36'; С2= 180°—(28°20'+136°36'): 
asinCs 68,5-0,2599 17,803

Ч5°4';

sin А 0,4746 0,4746 :37,5.
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Задача IV. Даны три стороны треугольника. Без ограни
чения общности будем считать, что По трем данным
сторонам можно построить единственный треугольник, если 
с<.а-\-Ь, т. е. большая сторона меньше суммыдвух других сто
рон. Если же a + ô^c., то треугольника со сторонами a, b и с 
не существует. В дальнейшем будем считать, что c<a + ¿>.

а) Решение при помощи таблиц натуральных значений три
гонометрических функций. Два угла треугольника можно найти 
по теореме косинусов:

52 + с2—û“ D а2 + с2 — b-COS В — 1cos А 2Ьс 2ас

откуда (так как 0° < А < 180° и 0° < В < 180°)
А = arccosb ~^2Ьс~а~ и Æ — arccosа '~~ас --. (223.3)

Угол С можно уже найти проще: С = 180° — (Л-(-В).
б) Решение при помощи логарифмических таблиц. Если при решении 

треугольника мы будем пользоваться логарифмическими таблицами, то теорема 
косинусов для этого неудобна. Можно, например, поступить так. Сначала 
найти площадь S треугольника по формуле Герона (221.6): >

5= Ур (р — а) (р — Ь) (р—с), где 2p = a + ô + c.
Затем, воспользовавшись формулой (221-.9): S = ^C , найти sin4 = -^.

Так как мы предположили, что а — не наибольшая сторона, то угол А острый 
2S 2Sи Л = arcsin-;—. Аналогично получаем В = arcsin — . Угол С = 180° — Ьс ас

-(А + В).

Пример 5. Дано: а = 28, b = 35 и с = 42. Найти А, В и С.
В данном случае с<а + Ь (42 < 63) и пример имеет решение.
а) Решение при помощи таблиц натуральных значений три

гонометрических функций. Согласно формулам (223.3) имеем
. 352 + 422 — 282 2205 „А = arccos —2 35 42— = arccos = arccos 0,7500 = 41 24 ,

D 282-)-422 — 352 1 323 . „„nscos ck<mRzВ = arccos —¿..28.42— arccos arccos 0,5625 = 55 46 .

Угол С находим так: С — 180° — (41°24' + 55°46') = 82°50'.
б) Решение при помощи логарифмических таблиц. Согласно предыдущему 

имеем
sin4=-^—, lg sin А = lg 2S — lg b — lg c, 

bc
откуда
lg2S = lg2 Vp(p — a)(p — b) (p — c) =

= lg2-r-ylgP + y 'g(P — ö) + ylg (p — &) + y lg (p—c).
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В нашем случае р = 52,5, р — а = 24,5, р — 6 = 17,5 и р—с=10,5;
Ig 2 = 0,3010 

у lg р = 0,8601 lg р= 1,7202

у lg (р-а) = 0,6946 lg (р- а) =1,3892

у lg (р-6) = 0,6215 lg (р-6) =1,2430

у lg (р-с) = 0,5106 lg (р —с) =1,0212

lg 2S = 2,9878.

Продолжаем работу с логарифмами, ибо сама площадь (S) в этом примере 
нас не интересует. Итак,

lg 2S = 2,9878
— lg 6 = 2,4559 lg 6 = 1,5441
— lg с = 2,3768 lgc = 1,6232

lg sin А = 1,8205; Л = 41°25'.

Аналогично определяем угол В. Имеем lg sin В = lg 2S — lg a — lg с;
lg 2S = 2,9878

— lg а = 2,5528
— lg c = 2,3768

lg a=l,4472

Ig’sin B= 1,9174; ß = 55°47'.

Теперь находим С=180° — (41°25' + 55°47') = 82°48'.

Упражнения

1. Найти по таблицам Брадиса:
a) tg22°9'; б) sin 0,884; в) sin 1,973.
2. Найти с помощью обратной линейной интерполяции по таблицам 

Брадиса:
a) arcctg 0,8018; б) arcsin 0,6485.
3. Найти острый угол х по таблицам Брадиса, если известно, что: 
a) lg sin х = 1,5430; б) lg ctg х = 0,1020.
4. Решить прямоугольные треугольники по указанным данным (a, b — 

катеты, с — гипотенуза):
а) а=19,7, Л'=52°; использовать таблицы тригонометрических функций 

(приложение I);
б) а = 953, 6 = 2978; использовать логарифмические таблицы;
в) с = 21,3, В = 37°; использовать таблицы приложения I;
г) с = 735,2, а = 246,1; использовать логарифмические таблицы. 
5. Решить треугольники по указанным данным х):
а) а = 30; Л =18° и ß = 46°; е) а = 31; 6 = 22;
б) а=23,4; Л = 70°36' и В = 104°12'; ж) а =15,4; 6 = 30,8;
в) а = 40,6; 6 = 75,0; С = 32°; з) а = 1,45; 6 = 2,34;
г) а = 51,3; 6 = 21,2; С=13°30'; и) а = 20; 6 = 35;
д) а = 31; 6 = 31; Л = 52°; к) а = 0,618; 6=1,173;

Л =95°;
Л = 15°24'; 
Л = 72°45'; 
. с = 50; 
с =1,728.

1) Рекомендуется решать примеры двумя способами: а) при помощи таб
лиц натуральных значений тригонометрических функций и б) при помощи 
логарифмических таблиц — и результаты сравнивать.



івна четырем прямым.

Глава XVIII
ПРАВИЛЬНЫЕ МНОГОУГОЛЬНИКИ. ДЛИНА ОКРУЖНОСТИ 
И ПЛОЩАДЬ КРУГА

§ 1. Правильные многоугольники
224. Выпуклые многоугольники. Вычислим сумму внутренних 

углов произвольного выпуклого /г-угольника. Для этого выберем 
какую-либо точку О внутри данного n-угольника (рис. 310) 
и соединим ее 'со всеми вершинами А,
В, С, ... многоугольника. Он разобьется 
на п треугольников, каждый из которых 
имеет ’ сумму внутренних углов, равную 
180°. Но сумма углов всех п треугольни
ков слагается из суммы внутренних углов 
многоугольника и полного угла в 360° при 
общей вершине О треугольников. Таким 
образом, сумма внутренних углов много
угольника равна

/г-180° —360° = (/і—2) 180°.
Сумма внешних углов /г-угольника не 

зависит от числа его сторон и всегда f
Действительно, каждый внешний угол равен двум прямым ми
нус смежный с ним внутренний угол (рис. 310). Отсюда 
сумма внешних углов =/г • 180° — сумма внутренних углов =

= л-180°—(я—2)-180° = 360°,
что и требовалось доказать.

Если у двух многоугольников ABCDE и A'B'C'D'E' сто
роны АВ и A' B', ВС и В'С и т. д. соответственно равны 
и углы между соответственными сторонами равны, то и много
угольники равны.

Действительно, совместим стороны АВ и А'В' наших много
угольников так, чтобы точки А и А', В и В' соответственно 
совпали и оба многоугольника оказались по одну сторону от 
прямой, на которой лежат совмещенные стороны. Это всегда 
возможно: оба многоугольника считаются у нас выпуклыми,
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значит, каждый нз них весь расположится по одну сторону от 
указанной прямой. Если многоугольники будут расположены по 
разные стороны от общей стороны, то один из них можно отра
зить относительно этой прямой (перегнуть по ней чертеж). Теперь 
в силу равенства углов В и В' стороны ВС и В'С' попадут на 
один луч и вследствие равенства сторон совпадут точки С и С'. 
Также совпадут точки D и D' и т. д. Оба многоугольника 
полностью совместятся.

Если у двух многоугольников стороны пропорциональны, 
а углы между соответственными сторонами равны, то такие мно
гоугольники подобны.

Действительно, преобразуем первый многоугольник подобно 
с коэффициентом подобия, равным k— А'В'/АВ. Тогда стороны 
его все станут равны сторонам второго многоугольника, а углы 
не изменятся. По признаку равенства многоугольников полу
ченный многоугольник будет теперь равен второму данному мно
гоугольнику, а тем самым исходные многоугольники подобны.

Еще раз обратим внимание на связь между площадями и 
периметрами подобных многоугольников. Общее'правило, извест
ное из п. 208,— отношение линейных размеров (в том числе и 

периметров) равно коэффициенту подо
бия, отношение площадей — квадрату 
этого коэффициента,— остается, конеч
но, справедливым всегда. Так, из

А'В' В'С' Е'А' ,= kАВ ВС ЕА
получим

А’В' + В'С + A' ■k,АВ + ВС+ ... + ЕА
т. е. периметры подобных многоуголъ-- 

никое относятся, как соответствующие стороны.
Далее, расположим многоугольники так, чтобы они были 

гомотетичны с центром гомотетии в одной из вершин, напри
мер А (рис. 311). Диагонали АС, AD, ..., исходящие из вер
шины А — центра подобия, разобьют их на треугольники, подоб
ные, как треугольники с параллельными сторонами. Площади 
треугольников имеют отношения, равные квадрату коэффициента 
подобия (или, что то же самое, квадрату отношения сторон):
’А'В'С' ^A'C'D'

}АВС }АСО
= /г2, откуда найдем 

S,J А'В'С ...F' 

ABC ...F
= k2,

т. e. площади подобных многоугольников относятся, как квад
раты их соответствующих сторон.
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225. Правильные многоугольники. Многоугольник называется 
правильным, если равны все его стороны и все углы. Среди 
треугольников правильным будет равносторонний треугольник 
и только он. Квадрат (и только квадрат) является правильным 
четырехугольником. Покажем, что существуют правильные мно
гоугольники с любым числом сторон п, ГДЄ п^З. Для этого 
приведем два способа построения таких многоугольников.

Способ 1. Возьмем произвольную окружность и разделим 
ее на п равных частей. Такое построение далеко не при всяком 
п осуществимо циркулем и линейкой, но мы будем здесь счи
тать, что такое построение сделано. Примем точки деления в их 
последовательном положении на окружности за вершины п-уголь- 
ника, вписанного в эту окружность. Докажем, что построенный 
п-угольник — правильный. Действительно, стороны нашего мно
гоугольника (рис. 312) суть хорды, стягиваемые равными дугами,

и потому они равны между собой. Все углы опираются на рав
ные дуги и потому также равны. Итак, многоугольник правиль
ный.

Способ 2. Снова разделим окружность на п равных частей 
и проведем в точках деления касательные к окружности; огра
ничим каждую из касательных точками ее пересечения с каса
тельными, проведенными в соседних точках деления. Полу
чим ■ правильный, многоугольник, описанный около окружности 
(рис. ЗГЗ). В самом деле, углы его все равны, так как каждый 
из них, как угол между касательными, измеряется полуразностью 
дуг, из которых меньшая всегда равна (1/л)-й части окружности, 
а большая — полной окружности минус (1/п)-я часть. Равенство 
сторон видно хотя бы из равенства треугольников, образованных 
парами полукасательных и хордами (например, треугольники 
1А2, 2ВЗ и т. д.). Все они равнобедрённые, имеют равные углы 
при вершинах и равные основания.

Два правильных, п-угольника с одинаковым числом сторон 
подобны.
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Действительно, стороны их заведомо находятся в постоянном 
отношении, равном отношению любой пары сторон. Кроме того, 
по теореме о сумме углов л-угольника всякий правильный

(л-2). 180° ѵП-уГОЛЬНИК имеет ОДНИ И те же углы, равные і----- ------  . Усло
вия признака п. 224 выполнены, и л-угольники подобны.

Итак, для всякого п правильные п-угольники подобны. Отсюда 
непосредственно получаем ряд следствий:

1. Два правильных п-угольника с равными сторонами равны.
2. Вокруг всякого правильного п-угольника можно описать 

окружность.
Доказательство. Возьмем какой-либо правильный много

угольник с тем же числом сторон, что данный, построенный 
по первому способу, т. е. вписанный в окружность. Преобразуем 
его подобно так, чтобы он стал равен данному. Тогда окруж
ность, описанная вокруг него, подобно преобразуется в окруж
ность, описанную вокруг многоугольника, равного данному.

З..Д каждый правильный многоугольник можно вписать окруж
ность.

Доказательство аналогично. Полезно, однако, провести рас
суждения и несколько иначе. Мы уже знаем, что вокруг данно

го многоугольника можно описать ок
ружность. Возьмем ее центр. Сторо
ны многоугольника служат ее хор
дами; будучи равны между собой, они 
должны одинаково отстоять от центра. 
Поэтому окружность с тем же центром 
и радиусом, равным расстоянию от 
центра до сторон многоугольника, 
будет касаться всех сторон многоуголь
ника, т. е. будет вписанной окруж
ностью.

Итак, вписанная и описанная окружности правильного много
угольника имеют общий центр. Он называется центром данного 
правильного многоугольника. Радиус описанной окружно
сти называется радиусом многоугольника, радиус вписанной 
окружности—его апофемой. Ясно, что апофема всегда меньше 
радиуса.

226. Соотношения между стороной, радиусом и апофемой. 
При данном п правильный многоугольник с п вершинами опре
делен с точностью до подобия. Поэтому отношения между сто
роной, апофемой и радиусом должны зависеть тодько от п. Их 
легко выразить, пользуясь тригонометрией. Обратимся к рис. 314, 
где ап, R„ и г„ обозначают соответственно сторону, радиус и 
апофему правильного п-угольника. Угол между радиусами, про
веденными из центра в соседние вершины многоугольника, равен
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360°//і. Легко видеть, что имеют место соотношения
Г, 180° оп . 180°r„ = 7?„cos—, fl„ = 27?„sin —, (226.1)

а также
ап 1 _2 _  Г>24 і Gì — Ад» (226.2)

по которым, зная любую из трех величин а„, Р„, г„, можно
найти две другие.

В частности, для правильного треугольника, вписанного 
в окружность радиуса 7?, имеем

а3 = 27? sin 60° = R /З, r3 = R cos 60° = у 7?; (226.3)

для квадрата при тех же условиях

= 27? sin 45° = 7?/2, г4 = 7? cos 45° = 7? ; (226.4)

для правильного шестиугольника

ае = 2R sin 30° = 7?, гс = 7? cos 30° = 7?-Ç. (226.5)

В указанных частных случаях легко получить те же резуль
таты и не используя общих формул; рекомендуем выполнить это 
читателю.

Пример. Сторона правильного треугольника, вписанного 
в окружность, равна а; найти длину стороны правильного шести
угольника, описанного около этой же окружности.

Решение. Сторона треугольника равна а, значит, радиус 
описанной окружности 7? = я/КЗ; он служит апофемой шести
угольника, и потому сторона последнего b = 27?/]/3 = 2а/3.

227. Периметр и площадь правильного л-угольника. Выразим 
периметр и площадь правильного п-угольника через его радиус. 
Сохраняя обозначения п. 226 и дополнительно обозначая пери
метр через Р„, будем иметь

180°Рп = па n = 2iiR „sin — .

Для вычисления площади заметим, что площадь одного треуголь
ника из числа тех, на которые іг-угольник разбивается радиу
сами, проведенными из центра в вершины, равна

5д = Y^Äsin —,

откуда полная площадь n-угольника получается умножением 
на п:

Sn=-i-«^sin^. (227.1)
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В частности, для треугольника имеем

для квадрата

р3=з/?Кз, s3 зКз R2', (227.2)

P4=4tf/2, S4 = 2ß2 
для правильного шестиугольника

(227.3)

Pe = 6R, Sc з/?2 /з (227.4)

228. Удвоение числа сторон правильного многоугольника. 
Выше уже отмечалось, что не при всяком числе сторон п можно 
выполнить построение правильного многоугольника по способу 1 
или 2, ограничиваясь лишь циркулем и линейкой. Для неко
торых п эта задача решается совсем просто (/г = 3, 4, 6; читатель 
должен разобрать эти случаи самостоятельно). Для других zi, 
например п = 5,— несколько сложнее (см. ниже, задачи). Гаусс 
нашел способ построения правильного 17-угольника (хотя, напри

мер, правильный 7- или 9-угольник нельзя 
построить с помощью циркуля и линейки). 
Гаусс показал также возможность построе
ния правильного 257-угольника с помощью 
циркуля и линейки. Легко, однако, построить 
все правильные многоугольники с числом 
сторон п, последовательно возрастающим в 
два раза, начиная с некоторого исходного 
числа, например с /і = 3, 6, 12,24, ... или 
/і = 4, 8, 16, 32, ...

Так, пусть на рис. 315 изображен пра
вильный n-угольник (фактически показан 
6-угольник), вписанный в окружность ра

диуса R. Разделим пополам каждую из дуг между соседними 
вершинами многоугольника. Проще всего разделить пополам 
обычным способом одну из этих дуг, а затем радиусом, равным 
стороне многоугольника, сделать из этой точки деления, как из 
центра, засечку на окружности; из полученной точки тем же 
радиусом сделаем новую засечку и т. д. В результате окруж
ность окажется разделенной на 2/г равных частей старыми вер
шинами многоугольника и новыми точками деления, которые 
и послужат вершинами правильного 2/і-угольника, вписанного 
в окружность.

Непосредственно видно, что периметр и площадь /г-угольника 
меньше периметра и площади 2/г-угольника, вписанного в ту же 
окружность: при удвоении числа сторон правильного многоуголь
ника (радиус сохраняется!) периметр и площадь его возрастают.
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Приведем еще формулы для стороны и апофемы 2/г-уголь- 
ника. Имеем

OD • 180°а2п = 2R sin .

Выразим sin-g^- через синус двойного угла sin — по фор
муле

сіп 180° - т/ 1 — cos (18O°7ñ)~
51 2п ~ У 2

с учетом равенства
180° , 180° і/. alcos—=ѵ =У ’-4^-

Найдем

или проще:

' о2п = R 2-2 . (228.1 )

Для апофемы имеем выражение

= -Д- ' (228.2)

Легко провести и процесс удвоения числа сторон многоуголь
ника, исходя не из многоугольника, вписанного в окружность, 
а из многоугольника, описанного около окружности. - В этом 
случае мы делим пополам дуги окружности между точками каса
ния и проводим в них новые касательные, получая 2/г-угольник, 
описанный около той же окружности; на рис. 316, исходя из 
квадрата, мы построили правильный восьмиугольник, описанный 
около окружности. Разница состоит в том, что прежде мы со
храняли радиус многоугольника: /г-угольник и 2/г-угольник впи
сывались в одну и ту же окружность и имели равные радиусы, 
теперь же мы сохраняем апофему: n-угольник и 2/г-угольник 
описываются вокруг одной и той же'окружности и имеют равные 
апофемы. Ясно непосредственно, что при удвоении числа сторон 
правильного многоугольника с сохранением его апофемы пери
метр и площадь его убывают.
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Задача 1. Найти отношение площадей двух правильных 
восьмиугольников, один из которых вписан в некоторую окруж
ность, а ^другой описан вокруг нее.

Решение. Радиус вписанного восьмиугольника, который мы 
обозначим через Д, служит апофемой описанного восьмиуголь

ника. Если мы найдем радиус описанного восьмиугольника, то 
отношение площадей будет равно квадрату отношения радиусов 

и задача будет решена. На рис. 317 видно, что R/Rt =
= cos22°,5. Отсюда S/S1 = cos2 22°,5. Для отыскания последнего 
выражения не нужно пользоваться таблицами. В самом деле,

2+/2cos2 22°, 5 =1 + с°5 45° = 2+4^2- откуда -Ç- ■■ 0,853.

Зад'ача 2. Вычислить длину стороны правильного десяти
угольника, вписанного в окружность радиуса R.

Решение. Пусть а—сторона правильного десятиугольника, 
вписанного в окружность радиуса R (рис. 318). Треугольник АО В

равнобедренный с острым углом при вершине О, равным 36°. 
Можно сразу написать a = 27?sinl8°, но мы вычислим сторону 
АВ—а не прибегая к тригонометрии. Для этого проведем из



229] § 2. длина окружности, площадь круга и его частей 507

вершины В биссектрису ВС. В треугольнике АВС угол С ра
вен 72°. Треугольники АОВ и АВС подобны. Отсюда, замечая, 
что ОС = СВ = АВ = а, находим пропорцию — ; из нее
получаем уравнение для определения неизвестной стороны: й2 + 
-[-Ra— R2 = 0. Имеет смысл только положительное решение 
а= 0.617? (при этом видно, что sin 18° = (Кб —1)/4)-
Найденное выражение для стороны а позволяет решить задачу 
о построении правильного десятиугольника, вписанного в данную 
окружность. Для этого по радиусу окружности R построим

іАГ_ Iа = —g—R. С этой целью возьмем прямоугольный треугольник
АОМ (рис. 319), катетами которого служат радиус окружности R 
и половина радиуса, перпендикулярного к нему. По теореме 
Пифагора гипотенуза AM этого треугольника равна у j/5 . Вы
читая из нее отрезок ОМ, равный половине радиуса, получим 
в остатке отрезок а, который и будет стороной правильного 
десятиугольника. Сделав ряд засечек, начиная из произвольной 
точки окружности, получим вершины десятиугольника. На рис. 319 
видно, как, соединяя эти вершины через одну, мы вписали 
в окружность правильный пятиугольник.

У пражнения

1. Построить правильные 12-угольники, вписанные в данную окружность 
и описйнные вокруг нее.

2. Вычислить отношение площади вписанного л-угольника к площади 
описанного л-угольника при л = 3, 4, 6.

3. Вычислить сторону правильного 16-угольника, пользуясь формулой 
удвоения.

§ 2. Длина окружности. Площадь круга и его частей
229. Длина окружности. Наглядное представление о длине 

кривой линии, в частности окружности, как о длине нити, на
вернутой на эту линию, а затем распрямленной, не позволяет 
математически обоснованно вычислить длину кривой. Следующее 
определение длины окружности позволяет вычислить эту длину 
и принципиально близко к общему определению- длины кривой, 
которое рассматривается в курсах высшей математики.

Определение. Длиной окружности называется общий пре
дел, к которому стремятся периметры вписанных и описанных 
правильных многоугольников при неограниченном удвоении числа 
их сторон.

Это значит, что в окружность вписываются (и вокруг нее опи
сываются) правильные многоугольники, например шестиугольник
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(начинаем с него, как с простейшего), а затем двенадцати
угольник, двадцатичетырехугольннк и т. д. Как доказывается, 
периметры вписанных и описанных многоугольников стремятся 
при этом к одному и тому же пределу; этот предел и принимается 
по определению за длину окружности, Можно было бы в опреде
лении говорить не об удвоении, а об утроении, упятерении или 
об увеличении числа сторон на единицу; но удвоение удобнее 
тем, что при этом рассуждения значительно упрощаются. Можно 
доказать, что, вообще, периметр правильного многоугольника при 
неограниченном увеличении числа его сторон стремится к тому 
же пределу—длине окружности, в которую многоугольник вписан 
(вокруг которой он описан). Более того, важно лишь, что длины 
сторон многоугольника стремятся к нулю; при соблюдении этого 
условия можно даже допустить и произвольные, не обязательно 
правильные многоугольники (центр окружности должен лежать 
внутри многоугольников).

Для оправдания данного выше определения длины окружности 
нам предстоит доказать три утверждения: 1°. Периметры впи
санных многоугольников при неограниченном удвоении числа их 
сторон стремятся к определенному пределу P'. 2°. Периметры 
описанных многоугольников при том же условии также имеют 
определенный предел Р". 3°. Оба указанных предела равны: 
P' =Р".

1°. Периметры вписанных многоугольников при неограниченном 
удвоении числа их сторон стремятся к определенному пределу:

Действительно, при удвоении числа сторон периметр возра
стает: Р^п > Р'п- В то же время величина этого периметра остается 
ограниченной; она заведомо не превышает периметра шестиуголь
ника, описанного вокруг данной окружности. По признаку суще
ствования предела монотонно возрастающей, ограниченной сверху 
последовательности (п. 84) предел периметров вписанных много
угольников существует:

limp; = p' (я = 6, 12, 24, ...).
П 00

2°. Периметры описанных многоугольников при неограниченном 
удвоении числа их сторон стремятся к определенному пределу.

Действительно, периметр при этих условиях убывает, но огра
ничен снизу (подробности оставляем читателю). Полагаем 
limP^ = P".

Л со

3°. Пределы периметров вписанных и описанных многоугольни
ков равны: Р" = P'.

Заметим сначала, что сторона вписанного правильного я-уголь- 
ника стремится к нулю при увеличении числа его сторон. В самом 
деле, периметр ограничен, число же сторон стремится к беско
нечности; длина одной стороны а,=Р'пІп будет бесконечно малой
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величиной при и—>оо. Далее, апофема вписанного многоуголь
ника при тех же условиях имеет своим пределом радиус окруж
ности. Это видно из неравенства, связывающего радиус, апофему 
и сторону (см. рис. 314): R — у- < r„ < R.

Отсюда 0 < R— гп<^, и так как ап—>-0, то и г„—>R.
Вспомним теперь, что периметры двух правильных п-уголь- 

ников относятся, как их апофемы. Имеем для вписанного и опи-
р' г

санного /г-угольников = и при п—>оо (например, при 
неограниченном удвоении числа сторон)

Р'п - Пт -4 = 41ІШ 1.
Ра

По теореме о пределе частного (п. 85) отсюда получим
Р'пlim 

а оо P а
X=1рч 1 »

т. e. оба предела, как и требовалось доказать, совпадают.
Теперь получается
Основная теорема о длине окружности. Отно

шение длины окружности к ее диаметру есть постоянная вели
чина, не зависящая от диаметра.

Действительно, имеем

2R
= lim 2п^діп(і807л)= lim /isin

¿H а- со ¿K. n-.cn

180°

Из этого равенства видно, что отношение длины окружности
к ее диаметру, выраженное в виде предела lim п sin (180°/л), не п -+ ОО
зависит от самого диаметра; оно обозначается л и равно 3,14159 ... ; 
поэтому мы и пишем выражение для длины окружности в виде

C = 2nR. (229.1)
Зная длину окружности, нетрудно вычислить длины любых 

дуг окружности. Пусть требуется, например, определить длину I 
дуги окружности радиуса R, отвечающей центральному углу а° 
(а радиан). Так как равным центральным углам отвечают рав
ные дуги, то всякая дуга составляет такую долю от полной 
окружности, какую ее центральный угол а° (а радиан) составляет 
от полного угла 360° (2л радиан). Отсюда получается пропорция 

== , и для угла, выраженного в градусной (радиан-
ной) мере, имеем соответственно

, Л P Q/ =----------- ГУ. (229.2)I = Ra.180'
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Последняя формула проще:
Длина дуги окружности равна произведению ее радиуса на 

центральный угол, выраженный в радианах.
В этом проявляется одно из преимуществ радианной меры 

перед градусной.
Задача 1. Найти длину дуги в одну секунду на экваторе 

земного шара.
Решение. Примем экваториальный радиус земного шара 

за 6300 км. Тогда имеем

/ = Да = 6300 360.60.60 ~ 31 м.

Задача 2. Найти длину окружности, вписанной в равнобед
ренный прямоугольный треугольник с гипотенузой, равной с.

Решение. Имеем для периметра треугольника выражение 
2р = (1 +/Т)с.

Площадь треугольника равна S = c2/4. Но для радиуса впи
санной окружности известно соотношение (п. 219) r = S/p. Отсюда

С _ JTCг = —~.---- и искомая длина равна С =--------------г=-.
2(14-К2) 1 1 + /2
Задача 3. Найти длину дуги окружности радиуса R, отсе

каемой от нее прямой, проходящей на расстоянии d от центра 
окружности (d < R).

Решение. Для косинуса половины центрального угла на
ходим

а а 
C0S~2~~R отсюда а — 2 arccos I = 2R arccos.• A
Задача 4. Найти периметр луночки, образованной дугами 

двух равных окружностей радиуса R, расположенных так, что 
каждая из них проходит через центр вто
рой.

Решение. Имеем по рис. 320 ОМ = 
= OjÆf = ООХ = R, т. е. треугольник ОО±М 
равносторонний. Поэтому центральный 
угол МОМ' содержит 120°. Каждая из 
дуг, ограничивающих луночку, составляет 
одну треть полной окружности, а весь пе
риметр равен

2nR = ^R.3

230. Площадь круга и его частей. Общее определение площади, 
данное в п. 167, пригодно и для круга, но оно приводит к слож
ным вычислениям. Поэтому будем опираться на более специальное.
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Определение. Площадью круга считают общий предел 
площадей вписанных и описанных правильных многоугольников 
при неограниченном удвоении числа их сторон.

И здесь справедливы те же соображения, что и при вычислении 
длины окружности: удвоение числа сторон можно было бы заме
нить произвольным процессом увеличения их числа, и можно 
даже отказаться от правильности многоугольников, лишь бы 
стороны их неограниченно уменьшались, так чтобы многоуголь
ники все теснее примыкали к окружности.

Основной результат формулируется так:
Теорема. Площадь круга равна половине произведения длины 

его окружности на радиус.
Иначе говоря, мы получим формулу вида 

S = y R-2nR = nR2.

Площадь круга равна квадрату радиуса, умноженному на л.
Доказательство. Докажем формулу 5 = nR2. Напишем 

выражения площадей вписанного и описанного п-угольников:
S'n=-^rnP'n, S'ñ = ^RPñ-

Зная уже, что при п—юо (л = 3, 6, 12, 24, ...) апофема гп 
стремится к радиусу /?: гп—>7?, находим пределы указанных 
площадей при возрастании /г:

lim S;=-|-7?C, lim S"n = ^RC

(предел произведения равен произведению пределов, если они 
существуют, постоянный множитель выносится] за знак предела 
(п. 85)). Итак, оба предела равны одному и тому же числу:

S = ±-RC = nR2, (230.1)

принимаемому за площадь круга. Теорема доказана.
В технике чаще применяют формулу (230.1), заменяя в ней R 

через полудиаметр D/2.
Тогда 5 = лД2/4.
Площади кругов, согласно полученным формулам, относятся, 

как квадраты их радиусов (или диаметров). Это вполне естест
венно, так как все круги суть подобные фигуры, а площади 
подобных фигур должны относиться, как квадраты их линейных 
размеров.

Два сектора одного круга, имеющие равные центральные углы, 
равны между собой. Доля общей площади круга, приходящаяся 
на сектор с центральным углом а, пропорциональна углу раствора 
сектора. Для сектора с углом а, выраженным в градусах или
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в радианах, имеем соответственно
О -' рлѵТ -- jiR2a°

360° ^сект Q •/? СХ- (230.2)

Итак, площадь сектора равна половине произведения квадрата 
радиуса на центральный угол, выраженный в радианах.

Рассмотрим теперь сегмент круга радиуса R, соответствующий 
центральному углу а (в радианной мере). Если угол а меньше 
развернутого, как на рис. 321, то площадь сегмента (область

между хордой и дугой окружности, которую эта хорда стягивает) 
равна разности площадей сектора и треугольника АОВ\ приме
няем формулу, выражающую площадь треугольника как половину 
произведения его сторон на синус угла между ними, и находим 
для площади сегмента

5Сегм = 4'^2а—У Я2зіпа = ± £=(<*-sina)- (230.3)

Эта формула остается верна и для сегмента, соответствующего 
углу а, большему развернутого (сегмент, дополняющий только 
что рассмотренный до полного круга). Действительно, в этом 
случае следовало бы брать сумму площадей сегмента и треуголь
ника, но так как в этом случае угол a больше развернутого, 
то синус его отрицателен и формула (230.3) вновь дает искомую 
величину площади сегмента.

Задача 1. Три равные окружности радиуса R касаются 
друг друга попарно (рис. 322). Найти .площадь заштрихованной 
фигуры.

Решение. Площадь фигуры, которую надо определить, равна 
разности площади равностороннего треугольника и площадей трех 
секторов. Так как сторона треугольника Oßß- равна 2R, то
площадь его легко вычисляется; она равна R2 |/У. Секторы имеют 
центральные углы по 60°, каждый из них составляет одну шестую

о я/?2 1 п„часть круга, и их суммарная площадь равна поэтому 3—^- = -^-nR~.
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Итак, площадь искомой фигуры
S = —Í л£2 = (КГ-у) R2 ж 0,161 R*.

Задача 2. Найти отношение площадей кругов, ограничен
ных вписанной и описанной окружностями равнобедренного пря
моугольного треугольника.

Решение. Площадь равнобедренного прямоугольного тре
угольника с катетом а равна ÿa2, периметр составляет 2р =

= а (2 -|-]/1Г), следовательно, для радиуса вписанной окружности 
имеем г =S/p = а/(2 -фКІГ). Радиус описанной окружности равен 
половине гипотенузы, т. e. R — a]f2/2. Находим отношение 
площадей соответствующих кругов:

Sl:S2 л2:R* = = 3-2^2 « 0,173.

Задача .3. Найти выражение площади сегмента через радиус 
круга и стрелку сегмента (стрелкой сегмента называется отрезок 
его оси симметрии, лежащий внутри сегмента, рис. 321).

Решение. Чтобы воспользоваться формулой, выражающей 
.площадь сегмента, найдем центральный угол а (рис. 321). Легко 
! находим косинус половины центрального угла:

R-hcos
откуда

а = 2 arccos

R ’

R-h

и площадь сегмента выразится формулой

' = Я2{ arccos
R-h (R—h) yZRh-h2

R R*-

Упражнения

1. Хорда окружности делит перпендикулярный к ней радиус пополам. 
Длина ее равна 10 см. Найти длины дуг и площади сегментов, на которые она 
разбивает окружность и круг.

2. Найти площадь луночки задачи 4 п. 229 (см. рис. 320).
_ 3. Две касательные к окружности радиуса R пересекаются под углом 45°. 

Найти площадь фигуры, ограниченной ими и меньшей дугой окружности, сое
диняющей точки касания.

17 В. В. Зайцев и др.



Глава XIX

ПРЯМЫЕ И ПЛОСКОСТИ В ПРОСТРАНСТВЕ

Рис. 323.

§ 1. Взаимное расположение прямых и плоскостей
231. Взаимное расположение двух прямых в пространстве. 

Две прямые в пространстве могут быть расположены различным 
образом. Прежде всего, может случиться, что две прямые имеют 
общую точку. Тогда они заведомо лежат в одной плоскости. 
Действительно, чтобы построить такую плоскость, достаточно 
провести ее через три точки: точку А пересечения указанных 

прямых (рис. 323) и точки С и В, взятые 
соответственно на прямых т и п. Имея с 
каждой из прямых по две общие точки, 
плоскость будет содержать обе прямые.

Пусть теперь данные прямые не имеют 
общих точек. Это еще не означает, что они 
параллельны, так как определение парал

лельности предусматривает, что прямые принадлежат одной пло
скости. Чтобы решить вопрос о расположении наших прямых, 
проведем через одну из них, например т, и произвольно взятую 
точку А на другой прямой плоскость ?.. Возможны два случая:

1) Построенная плоскость содержит всю вторую прямую 
(рис. 324). В этом случае прямые т и п принадлежат одной 
плоскости и не пересекаются и потому параллельны.

2) Плоскость X пересекает прямую в точке А. Тогда обе 
прямые не лежат в одной плоскости. Такие прямые называют 
скрещивающимися (рис. 325).

Итак, возможны три основных случая взаимного расположения 
двух прямых.

1. Прямые лежат в одной плоскости и пересекаются.
2. Прямые лежат в одной плоскости и параллельны.
3. Прямые скрещиваются, т. е. не лежат в одной плоскости.
Пример. Из 12 ребер куба можно образовать 12-11/2 = 66 пар

прямых. Из них 24 пары скрещивающихся, 24 пересекающихся 
и 18 пар параллельных прямых. Читатель убедится в правиль
ности этого по модели или чертежу.
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Заметим, что в пространстве сохраняет силу постулат о парал
лельных прямых:

Через точку вне прямой проходит единственная прямая, парал
лельная ей.

В самом деле, прямая и заданная вне ее точка определяют 
плоскость, в которой обязана лежать искомая прямая, парал
лельная данной, ее единственность вытекает из постулата о 
параллельных.

Отметим, что два известных предложения планиметрии, отно
сящиеся к свойствам параллельных прямых, потребуют для случая 
пространства особого обоснования (см. п. 232).

Если две прямые параллельны третьей, то они параллельны 
между собой; два угла с соответственно параллельными и одина

ка нем основано определение угла между скрещивающимися 
прямыми: углом между двумя скрещивающимися прямыми назы
вается угол между двумя прямыми, параллельными им и про
веденными через произвольную точку М. Очевидно, такое опре
деление опирается на предположение независимости угла от 
выбора точки М (см. п. 232).

Под перпендикуляром, опущенным из данной точки на пря
мую, понимается прямая, проведенная из данной точки под прямым 
углом к данной прямой и пересекающая ее. Через точку, не ле
жащую на прямой, можно' провести единственный перпендикуляр 
к ней.

Действительно, искомый перпендикуляр должен лежать в 
плоскости, определяемой данной прямой и точкой, и потому к 
нему применимы положения планиметрии. Однако из точки, 
лежащей на прямой, можно провести к. ней бесчисленное множе
ство перпендикуляров: по одному в каждой плоскости, проведенной 
через эту прямую.

232. Взаимное расположение прямой линии и плоскости. Пря
мая может занимать по отношению к плоскости одно из следующих 
положений: 1) лежать в плоскости, 2) иметь с плоскостью одну 
общую точку, т. е. пересекать эту плоскость, 3) не иметь с пло-
17*
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скостыо общих точек. В последнем случае говорят, ЧТО ПЛОСКОСТЬ 
и прямая параллельны. Существование параллельных между собой 
прямых и плоскостей следует из таких рассуждений. Возьмем 
плоскость X и какую-либо прямую а, лежащую в ней (рис. 326). 
Через произвольную- точку А, не принадлежащую плоскости X, 
в плоскости, содержащей точку А и прямую а, проведем пря
мую а', параллельную прямой а. Плоскость, проходящая через 
параллельные прямые а и а', на рисунке обозначена через р. 
Теперь видно, что прямая а' не пересекает плоскости X, так как

в противном случае точка пересечения лежала бы в плоскости р 
и, значит, на прямой а. Прямые а и а' пересекались бы в этой 
точке, что невозможно, так как прямые а и а' по построению 
параллельны. Наши рассуждения доказывают следующее пред
ложение:

Теорема 1. Прямая, не лежащая в некоторой плоскости и 
параллельная одной из прямых, расположенных в этой плоскости, 
сама параллельна этой плоскости.

Верна и обратная
Теорема 2. Если прямая параллельна некоторой плоскости, 

то в плоскости, существуют прямые, параллельные данной прямой.
Доказательство. Пусть прямая- т параллельна плоско

сти % (рис. 327). Возьмем в плоскости X произвольную точку А 
и проведем плоскость р через прямую т и точку А. Эта пло
скость пересечет данную плоскость X по прямой т’, и, как легко 
видеть, прямые т и т' будут, параллельны. Действительно, они 
лежат в одной плоскости р и не могут пересекаться, так как 
по условию прямая т не имеет общих точек с плоскостью X. 
Итак,

Прямая линия параллельна плоскости тогда и только тогда, 
когда она не лежит в этой плоскости и параллельна одной из 
прямых, лежащих в этой плоскости.

Заметим еще, что если прямая а параллельна плоскости X 
и через эту прямую проводятся плоскости р', р", ..., пересе
кающие X, то линии пересечения а’, а", ... все параллельны 
данной прямой а. Они параллельны и между собой: если бы две 
из них пересекались, то точка их пересечения принадлежала бы 
плоскости р' и р", а’значит, и прямой а, что невозможно (рис. 328).
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Теперь уже нетрудно обосновать и предложение (п. 231):
Теорема 3. Две прямые, параллельные третьей, парал

лельны между собой.
Доказательство. Пусть а || с, b || с (рис. 329). Требуется 

доказать, что а ||6. Проведем плоскости A, А' через прямые а и с, 
b и с. Прямая b параллельна
плоскости А, так как она парал- л

Рис. 329.

Рис. 330.

лельна одной из прямых этой плоскости. Построим затем пло
скость (г-, проходящую через прямую b и какую-либо точку М, 
лежащую на прямой а. Эта плоскость пересечет плоскость А по 
прямой, параллельной с и, значит, совпадающей с а. Из дока
занного выше предложения следует, что
прямая а будет параллельна и прямой Ь.

Вернемся теперь ко второму предложе
нию, сформулированному в п. 231:

Теорема 4. Два угла с соответст
венно параллельными и одинаково направлен
ными сторонами равны.

Доказательство. Пусть стороны 
углов АОВ и A'0'В' на рис. 330 парал
лельны и одинаково направлены. Соединим 
вершины углов О и 0' отрезком 00'; на 
сторонах О А и 0'A', ÖB и 0' B' отложим 
соответственно равные отрезки 0А = 0'А',
OB = 0'В’\ в четырехугольнике 00'А'А сто
роны О А и О'А' равны по построению и парал
лельны, поэтому ОО'А'А— параллелограмм
(существенно, что О А и О' А' одинаково направлены, т. е. ОА 
и О'А' лежат по одну сторону от 00'). Значит, отрезок А А' 
равен и параллелен 00'. Отрезок ВВ' также равен и паралле
лен 00'. Поэтому А А' и ВВ'— равные и параллельные между 
собой отрезки. Четырехугольник АА'В'В представляет собой па
раллелограмм. Поэтому АВ = А'В'. В треугольниках О АВ и 
О'А’В’ три пары равных сторон, и поэтому треугольники равны. 
Значит, равны и углы О и О', что и требовалось доказать.
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233. Взаимное расположение двух плоскостей. В силу аксиомы: 
две плоскости, имеющие общую точку, имеют общую прямую — 
возможны лишь два случая расположения плоскостей: 1) плоско
сти имеют общую прямую, т. е. пересекаются; 2) плоскости не 
имеют ни одной общей точки, такие плоскости называют парал
лельными. Существование параллельных плоскостей вытекает из

T TT Z4 У* Zt П/Л АГП г\ А Т Т Т Т ҐУ U 7*4 Т ІГЛіІ

в плс

Рис. 331. Рис. 332.

либо две пересекающиеся прямые а и Ь. Через точку М, не 
принадлежащую плоскости X, проведем прямые а' и Ь', соответ
ственно параллельные данным. Покажем, что плоскость X', со
держащая эти прямые, параллельна плоскости X. Действительно, 
если бы эти плоскости пересекались по некоторой прямой с, то 
эта прямая, принадлежа плоскости X', пересекалась бы по 
крайней мере с одной из прямых а' и ¿»'; такая точка пересече
ния была бы точкой пересечения одной из этих прямых с пло
скостью X. Между тем обе прямые по построению параллельны 
плоскости X. Таким образом, предположение о пересечении пло
скостей X и X' ведет к противоречию. Следовательно, плоскости 
параллельны. Отсюда следует

Признак параллельности плоскостей. Если две 
пересекающиеся прямые одной плоскости соответственно парал
лельны двум пересекающимся прямым другой плоскости, то плос
кости параллельны.

234. Свойства параллельных прямых и плоскостей.
1. Если две параллельные плоскости пересечены третьей, то 

линии их пересечения параллельны.
Доказательство. Пусть две параллельные плоскости X 

и р, пересечены плоскостью ѵ; тогда линии их пересечения а и b 
(рис. 332) лежат в плоскости ѵ и потому могут быть либо пере
секающимися, либо параллельными прямыми. Но, принадлежа 
двум параллельным плоскостям, они не могут иметь общих точек. 
Следовательно, они параллельны.

•2. Через точку, лежащую вне данной плоскости X, можно про
вести единственную плоскость, параллельную данной (то, что 
такую плоскость можно провести, нам уже известно).
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Доказательство. Пусть а и b—две какие-либо пересе
кающиеся прямые в плоскости X; плоскости, проведенные через 
каждую из них и точку М, должны пересечь плоскость, прове
денную через точку М параллельно данной плоскости, по прямым, 
параллельным а кЬ. Но две такие прямые а' ||а и b' ||¿ определяют 
единственную плоскость, проходящую через них, откуда и следует 
наше утверждение.

3. Если две плоскости порознь параллельны третьей, то они 
параллельны между собой.

4. В двух плоскостях К и р, пересекающихся по прямой а, 
прямые, параллельные прямой а, и только они параллельны друг 
другу. „

Свойства 3 и 4 читатель докажет самостоятельно.
5. Если плоскости К и р, пересекающиеся по прямой а, соот

ветственно параллельны плоскостям X' и р', то плоскости К' и р'
прямой а , параллельной

Для доказательства достаточно рассмотреть прямую а”, по
лучающуюся при пересечении плоскости р с плоскостью X' 
(рис. 333); она окажется параллельной как линии а пересече
ния X и р, так и линии а' пересечения X' и р'.

6. Прямая, параллельная каждой из двух пересекающихся пло
скостей, параллельна линии их пересечения.

Доказательство. Проведем плоскость через прямую b 
и любую точку М линии а пересечения данных плоскостей 
(рис. 334); она пересечет каждую из плоскостей X и р по прямой, 
параллельной Ь, а значит, она пересекает их по одной и той же 
прямой; эта прямая, принадлежа каждой из плоскостей X и р, 
совпадает с их линией пересечения а.

7. Если т и п—скрещивающиеся прямые, то существуют 
плоскости X и X', параллельные между собой и содержащие соот
ветственно прямые тип.

Доказательство. Выберем на каждой из двух скрещи
вающихся прямых т и п по одной точке М и N (рис. 335) и
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проведем через точку М прямую п', параллельную прямой п, 
а через точку N прямую т', параллельную т. Пересекающиеся 
прямые tn' и и соответственно параллельны пересекающимся 
прямым т и п'. Поэтому плоскость À, проходящая через т и п', 
параллельна плоскости V, проходящей через т' и п, т. е. суще
ствуют параллельные плоскости, содержащие соответственно пря
мые тип.

235. Построения в стереометрии. В стереометрии, как и в пла
ниметрии, часто говорят о построении тех или иных точек, пло
скостей, прямых линий. Но здесь уже не имеют в виду факти
ческого построения с помощью геометрических инструментов. 
Просто предполагают возможным говорить о построении прямой, 
проходящей через две данные точки; плоскости, проходящей 
через три данные точки; точки пересечения данных прямой и 
плоскости; прямой, по которой пересекаются две плоскости; 
плоскости, проходящей через данную точку параллельно данной 
плоскости, и т. д. Решение менее очевидных задач на «построение» 
в стереометрии состоит в анализе этих задач, выяснении су
ществования (и числа) решений и разложении более сложной 
конструкции на ряд простейших операций, вроде перечисленных 
выше.

Задача 1. Построить точку пересечения трех плоскостей.
Решение. Если среди данных трех плоскостей есть хотя 

бы две параллельные, то задача заведомо не имеет решений. 
Пусть поэтому каждая пара плоскостей из числа данных трех 
имеет прямую пересечения. Рассмотрим линию пересечения двух

а) б) б)

Рис. 336.

плоскостей, например X и ц (рис. 336). Эта прямая а по отно
шению к третьей плоскости V может занимать любое из трех 
положений: 1) если а|| ѵ, то прямая и плоскость не имеют общих 
точек и, таким образом, три плоскости не пересекаются; читатель 
покажет, что все три линии их попарного пересечения парал
лельны (рис. 336, а); 2) прямая а лежит в плоскости ѵ; тогда 
все три плоскости имеют общую прямую а (рис. 336, б), задача
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имеет бесчисленное множество решений, так как каждая точка 
прямой а является одной из точек пересечения трех плоскостей; 
3) прямая а имеет с плоскостью ѵ единственную общую точку М; 
в этом случае, который следует рассматривать как наиболее 
общий, три плоскости имеют единственную точку пересечения М 
(рис. 336, в).

Задача 2. Даны прямые а, Ь, с. Провести прямую, парал
лельную прямой а и пересекающую другие данные прямые b и с.

Решение. Укажем план построения, исследование же раз
личных случаев оставим читателю. Через прямые b и с проведем 
плоскости, параллельные прямой а (это построение однозначно 
выполнимо, если прямые а и Ь, а также а и с скрещивающиеся). 
Линия их пересечения (всегда ли она существует?) и может дать 
решение задачи (если не окажется параллельной одной из пря
мых Ь, с).

§ 2. Перпендикулярность прямых и плоскостей
236. Перпендикуляр к плоскости. В планиметрии построение 

перпендикуляра основано на том, что он соединяет данную точку 
и точку, симметричную с ней относительно рассматриваемой 
прямой. Если мы хотим составить понятие о перпендикуляре 
к плоскости, то можно взять любую точку, лежащую вне этой 
плоскости, отразить эту точку в данной плоскости, как в зер
кале, и соединить данную точку с ее отражением; тогда получим 
перпендикуляр к плоскости. Следует, однако, заметить, что в слу
чае отражения относительно прямой все дело сводилось к сгибу 
плоскости вдоль данной прямой, т. е. к движению, хотя и про
изводимому в пространстве. Отражение же в плоскости уже не 
сводится к движению. Поэтому изложение вопроса о перпенди
куляре к плоскости сложнее соответствующего изложения воп
роса о перпендикуляре к прямой в пла
ниметрии, оно опирается на следующее 
известное читателю

Определение. Прямая называется 
перпендикуляром к плоскости, если она 
перпендикулярна к любой прямой, ле
жащей в'этой плоскости.

Так как угол между двумя скрещиваю
щимися прямыми равен по определению Рис. 337.
углу между пересекающимися прямыми,
параллельными данным, то прямая а (рис. 337), перпендикулярная 
ко всем прямым т, т', т", ... плоскости X, проходящим через 
точку Мо пересечения прямой а с плоскостью X, будет перпен
дикулярна и к плоскости X. Действительно, она образует прямой 
угол с любой прямой в Плоскости X, так как она перпендику
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лярна к прямой Ь', проведенной в этой плоскости через точку 7И0 
параллельно Ь. В действительности имеет место гораздо более 
простой

Признак перпендикулярности прямой и пло
скости. Прямая, перпендикулярная к двум пересекающимся 
прямым плоскости, перпендикулярна к этой плоскости.

Доказательство. Пусть на рис. 338 прямая а перпен
дикулярна к двум пересекающимся прямым т и п, лежащим 

в плоскости X. В силу сделан
ного выше замечания мы можем, 
не нарушая общности, предпо
ложить, что прямая а проходит 
через точку Мо пересечения пря
мых т и п. Требуется доказать, 
что прямая а перпендикулярна и 
к любой прямой р плоскости X; 
в силу того же замечания можно 
предположить, что прямая р про
ходит через точку Ма. Сделаем 
следующие вспомогательные по
строения: на прямой а возьмем 
произвольную точку М и точку 
7W' на продолжении 7ИУИ0 по

другую сторону плоскости À на расстоянии Л4УИ0 от точки 7И0. 
Три прямые т, п, р в плоскости À пересечем какой-либо прямой 
с, не проходящей через Мо, точки пересечения обозначим соот
ветственно P, Q, Р. Соединим точки М и М' с точками Р, 
Q, Р. Треугольники ММ0Р и Л4'уИ0Р равны, так как они пря
моугольные, катеты 2ИУИ0 и yW'AÍ0 равны по построению, а катет 
М0Р общий; значит, равны и их гипотенузы: МР — М’Р (мож
но еще проще заметить, что М'Р = МР, как наклонные с рав
ными проекциями). Отрезки MQ, M'Q также равны. Значит, 
равны треугольники MPQ и M'PQ (по трем сторонам). Отсюда 
заключаем, что равны треугольники MQP и M'QP\ у них между 
равными сторонами AÍQ и M'Q и общей стороной QP заключены 
равные углы: ¿_MQP = ¿_M'QP (соответственные углы в равных 
треугольниках). Теперь уже видно, что равны и треугольники 
ММйР и М'МаР (по трем сторонам). Таким образом, углы 

и М'МаР равны, и так как они смежные, то каждый из 
них прямой. Утверждение доказано.

К любой прямой можно провести перпендикулярную плоскость.
В самом деле, возьмем произвольную прямую и в любой ее 

точке проведем к ней два каких-либо перпендикуляра (лежащие 
в каких-либо двух плоскостях, проведенных через эту прямую). 
Через них, как через две пересекающиеся прямые, проходит 
плоскость. По предыдущему, данная прямая служит перпендику
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ляром к этой плоскости. Из проведенных рассуждений также 
следует вывод: все прямые, перпендикулярные к данной прямой 
в одной из ее точек, лежат в одной плоскости, перпендикулярной 
к этой прямой.

В любой точке плоскости также можно восставить перпен
дикуляр к ней.

Для этого достаточно провести через данную в плоскости 
точку две прямые, лежащие в этой плоскости, а затем построить 
в той же точке две плоскости, перпендикулярные к проведенным 
прямым. Имея общую точку, эти две плоскости пересекутся по 
прямой, которая будет одновременно перпендикулярна к двум 
пересекающимся прямым в плоскости и, следовательно, перпен
дикулярна к самой плоскости.

237. Перпендикуляр и наклонные. Возьмем какую-либо пло
скость X и точку М, не принадлежащую ей (рис. 339). Пусть 
УИ7И0—перпендикуляр к плоскости X, проведенный через точку М.

Здесь мы употребляем слово «перпендикуляр», имея в виду также 
отрезок ММа прямой, перпендикулярной к плоскости, между 
точкой М и точкой Мо ее пересечения с плоскостью (основанием 
перпендикуляра). Соединяя другие точки А, В, ... плоскости X 
сточкой М, получим отрезки МА, МВ, ..., называемые на
клонными. Каждая из наклонных длиннее перпендикуляра.

Отрезки М0А, М0В, ... между основаниями наклонных и 
основанием перпендикуляра называются проекциями наклонных.

Из двух наклонных больше та, у которой большая проекция 
(сравниваются наклонные, проведенные из одной точки). Верно 
и обратное: большая из двух наклонных, проведенных из одной 
точки, имеет и большую проекцию.

Сформулируем и докажем теорему «о трех перпендикулярах».
Теорема. Прямая, проведенная на плоскости через основа

ние наклонной, перпендикулярна к ее проекции тогда и только 
тогда, когда она перпендикулярна и к самой наклонной.

Доказательство. Пусть прямая а (рис. 340) проведена 
в плоскости X перпендикулярно к УИ0Л (или УИЛ); тогда она
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перпендикулярна и к ММй (как всякая прямая в X) и, значит, 
перпендикулярна одновременно к двум непараллельным пря
мым ММ0 и МаА (или MMQ и МА) плоскости Л47ИОЛ. Поэтому 
она перпендикулярна ко всем прямым плоскости М0МА (и к са
мой этой плоскости). Мы доказали, что прямая, проведенная 
в некоторой плоскости через основание наклонной перпендику
лярно к ее проекции на эту плоскость, перпендикулярна и к са
мой наклонной (и обратно).

По существу, понятие наклонной не играет важной роли в этой 
теореме. Для нас важно, что плоскость ММйА содержит перпен
дикуляр к другой плоскости À (рис. 340). Теорема же наша 
доказывает, что и вторая плоскость Â содержит перпендикуляр 
к первой плоскости. Итак:

Если одна из двух пересекающихся плоскостей содержит пер
пендикуляр к другой, то и вторая плоскость содержит перпенди
куляр к первой.

238. Угол между прямой и плоскостью. На понятии проекции 
наклонной основано определение угла между прямой и плоскостью.

Определение. Углом между прямой линией и плос
костью называется угол между этой пря
мой и ее проекцией на данную пло
скость.

На рис. 341 изображен угол а меж
ду наклонной AM и ее проекцией АМа 
на плоскость À.

Примечание. Если прямая парал-
Рис. 341. лельна плоскости или лежит в ней, то угол

ее с плоскостью считается равным нулю. 
Если она перпендикулярна к плоскости, то угол объявляется 
прямым (предыдущее определение здесь в буквальном смысле не
применимо!). В остальных случаях подразумевается острый угол 
между прямой и ее проекцией. Поэтому угол между прямой и пло
скостью никогда не превышает прямого. Еще заметим, что здесь 
вернее говорить о мере угла, а не об угле (действительно, речь 
идет о мере наклона прямой к плоскости, понятие же угла как 
плоской фигуры, ограниченной двумя лучами, не имеет сюда пря
мого отношения).

Убедимся еще в одном свойстве острого угла менаду прямой 
линией и плоскостью.

Из всех углов, образованных данной прямой и всевозможными 
прямыми в плоскости, угол с проекцией данной прямой наименьший.

Доказательство. Обратимся к рис. 342. Пусть а—дан
ная прямая, т—ее проекция на плоскость X, п — произвольная 
другая прямая в плоскости À (мы провели ее для удобства через 
точку А пересечения прямой а с плоскостью X). Отложим на 
прямой п отрезок AN0=.AM0, т. е. равный основанию наклон-
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ной МА, трр. Мй— проекция одной из точек наклонной а. Тогда 
в треугольниках АМаМ и ANÜM две стороны равны: сторона AM 
общая, ЛЛ40 и ANa равны по построению. Но третья сторона MN0 
в треугольнике AN0M больше третьей стороны ММ0 в треуголь
нике АМ0М (наклонная больше перпендикуляра). Значит, и про
тиволежащий угол ß в /\AN0M больше соответствующего угла а 
в ДЛУИ0Л4 (см. п. 217): ß > а, что и требовалось доказать.

Угол между прямой и плоскостью—это наименьший из углов 
между данной прямой и всевозможными прямыми в плоскости.

Справедлива и такая
Теорема. Острый угол между прямой, лежащей в плоскости,

и проекцией наклонной на эту плоскость меньше угла между этой 
прямой и самой наклонной.

Доказательство. Пусть п—прямая, лежащая в плоско
сти À (рис. 342), а—наклонная к плоскости, т — ее проекция 
на плоскость. Будем рассматривать прямую п как наклонную 
к плоскости АМ0М', тогда пг будет ée проекцией на указанную пло
скость и по предыдущему свойству найдем: > ¿/N0AM0,
что и требовалось доказать. По теореме о трех перпендикулярах 
видно, что в случае, когда прямая п в плоскости À перпендику
лярна к проекции наклонной (случай не острого, а прямого угла), 
прямая также перпендикулярна
и к самой наклонной; в этом 
случае оба угла, о которых мы 
говорим, прямые и потому равны 
между собой.

Рис. 343.

239. Связь между перпендикулярностью и параллельностью 
прямых и плоскостей. Справедливы следующие утверждения, уста
навливающие связь между параллельностью и перпендикуляр
ностью:

1. Две плоскости, перпендикулярные к одной и той же пря
мой, параллельны.

Доказательство. Через данную прямую а (рис. 343) про
ведем секущую плоскость р; в пересечении с плоскостями À и Â', 
по условию перпендикулярными к прямой а, получим две линии
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b и Как два перпендикуляра к одной прямой, лежащие в одной 
и той же плоскости р, они будут параллельны между собой. 
Итак, в плоскостях X и V мы получили две параллельные пря
мые b и b'. Проведя другую секущую плоскость р/, получим 
в плоскостях X и X' пары пересекающихся прямых Ь, с и b', c', 
соответственно параллельных друг другу, что и доказывает парал
лельность плоскостей X и X',

2. Прямая, перпендикулярная к одной из двух параллельных 
плоскостей, перпендикулярна и к другой.

3. Перпендикуляры, проведенные к параллельным плоскостям, 
параллельны. Плоскости, перпендикулярные к параллельным пря
мым, параллельны.

Доказательство свойств 2 и 3 предоставляем читателю.
4. Проекции параллельных прямых на параллельные плоскости 

параллельны.
Доказательство. Пусть прямые а и а' параллельны 

и плоскости X и X' также параллельны (рис. 344). Для построе
ния проекции прямой а на плоскость À опустим из любой точки М 
прямой а перпендикуляр на плоскость X. Проекцию можно опре
делить как пересечение плоскости, содержащей прямую а и этот 
перпендикуляр, с данной плоскостью X. При аналогичном по
строении второй проекции плоскость, содержащая прямую а' 
и перпендикуляр, опущенный из одной из ее точек на X', будет 
параллельна такой же плоскости в построении первой проекции. 
Обе проекции будут параллельны, как линии пересечения пар 
соответственно параллельных плоскостей.

240. Общий перпендикуляр двух скрещивающихся прямых. 
Покажем, что для двух данных скрещивающихся прямых суще
ствует единственный общий перпендикуляр, т. е. единственная 
прямая, которая не только образует с данными прямыми прямые 
углы, но и пересекает каждую из них. Представим себе, что 
через скрещивающиеся прямые т и п проведены параллельные 
плоскости X и X' (рис. 345). Всякая прямая, например АА', 
перпендикулярная к этим плоскостям, будет уже перпендику
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лярна к данным прямым, но, вообще говоря, не пересечет их. 
Если, однако, провести через прямую т плоскость р., параллель
ную прямой АА', то она пересечет вторую из скрещивающихся 
прямых п в точке С. Перпендикуляр к плоскостям X и V, про
веденный через эту точку, и будет искомым: он не только обра
зует с т и п прямые углы, но и пересекает обе эти прямые. Его 
можно также получить как линию пересечения плоскостей р и р', 
проходящих соответственно через данные прямые т и п парал
лельно прямой АА'. Найденный перпендикуляр дает кратчайший 
путь от одной прямой к. другой. Этот кратчайший путь равен 
расстоянию между параллельными плоскостями, заключающими 
данные две прямые.

Задача 1. Два равнобедренных прямоугольных треугольника 
АВС и АВ'С имеют общую гипотенузу АС = а, плоскости же 
треугольников взаимно перпендикулярны. Найти кратчайшее рас
стояние между их общей гипотенузой и линией ВВ', соединяю
щей вершины прямых углов.

Решение. Проведем высоты ВН и В'Н данных треуголь
ников (рис. 346). Треугольник BHB’ равнобедренный и прямо
угольный (обосновать!). Его высота НН± перпендикулярна

одновременно к обеим прямым АС и ВВ' и поэтому*является 
общим перпендикуляром ЭТИХ прямых. Расстояние НН±— искомое. 
Легко находим

— АС„„ ВН 2 а
/ 2 У 2 2 К 2

Задача 2. Сторона ВС треугольника АВС лежит в пло
скости X, высота АН—h треугольника наклонена к плоскости X 
под углом а. Найти углы наклона его сторон АВ = с и АС —b 
к плоскости X.

Решение. Опустим из вершины А треугольника ЛВС пер
пендикуляр AM на плоскость X (рис. 347). В треугольнике про
ведена высота AH = h, причем по условию ¿/_АНМ = а. Находим 
ЛЛ4 =ftsina. Теперь из прямоугольных треугольников АМС
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и АМВ определяем синусы искомых углов:
sin ß = -у sina, 

Zi
sin у — — sin a.' c

Рис. 348.

Таким образом, ß = arcsin (у sin a ), у = arcsin sina) .

Задача 3. Две наклонные, проведенные к плоскости X из 
одной и той же точки М (рис. 348), наклонены к ней под угла

ми a и ß. Определить угол между 
проекциями наклонных, если на
клонные образуют между собой 
угол ф (с вершиной в М).

Решение. Пусть точка М, 
из которой проведены наклон
ные, отстоит от плоскости X на 
расстояние h. Тогда длины на
клонных соответственно равны
МА = 1ІЇЇТ и МВ = -¿ß ’ 3ДЛИНЫ 

их проекций МаА = h ctg a и MüB = h ctg ß. В треугольнике МАВ 
сторона АВ определяется по теореме косинусов:

/РAB2 h2 h2
sin2 a sin2 ß sin a sin

СОЭф,

а затем по той же теореме находится косинус искомого угла ф 
из треугольника МаАВ:

__ —ЛВ2+Л1„Лг-)-Л1„В2 cos <р—sin а sin ß
COS ф 2М0А ■ ЛІдВ cos a cos ß

Упражнения

1. Наклонная длины 10 образует с плоскостью угол 30°. Какой угол обра
зует с плоскостью наклонная, проведенная нз тон же точки, если ее длина 
равна 20?

2. Из некоторой точки плоскости проведены два луча, образующих с пло
скостью углы, равные 30°, а между собой угол в 60°. Найти угол между их 
проекциями на плоскость.

3. Два равносторонних треугольника имеют общую сторону; расстояние 
между их вершинами, не лежащими на общей стороне, составляет одну треть 
стороны. Найти кратчайшее расстояние между их общей стороной и линией, 
соединяющей третьи вершины.

§ 3. Двугранные и многогранные углы
241. Двугранный угол. Две пересекающиеся плоскости разби

вают пространство на четыре части. Каждая из этих частей носит 
название двугранного угла, образованного этими плоскостями. 
Точнее, двугранным углом называется часть пространства, огра
ниченная двумя, полуплоскостями, границей каждой из которых
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Рнс. 349.

служит их общая прямая. Плоскости (полуплоскости) называются 
гранями, линия их пересечения — ребром двугранного угла. Для 
двугранных углов обычным образом определяются понятия равен
ства, неравенства (больше, меньше), сложения и вычитания. 
Говорят о смежных и вертикальных углах, полном, развернутом 
и прямом двугранных углах; понятию биссектрисы угла между 
прямыми аналогично понятие биссекторной
плоскости, разбивающей каждый из двух 
вертикальных двугранных углов на две 
равные части. Приняв полный двугранный 
угол за 360°, нетрудно будет осуществить из
мерение двугранных углов в градусной мере.
Удобнее, однако, ввести для каждого дву
гранного угла некоторый плоский угол, слу
жащий мерой двугранного угла. Покажем, 
как это делается.

Рассмотрим двугранный угол на рис.349, 
образованный полуплоскостями À и р. и 
имеющий ребро а. Возьмем на ребре про
извольную точку Л4„ и проведем через нее в каждой плоскости 
А, и р прямые МВА и М0В, перпендикулярные к ребру угла. 
Эти прямые образуют плоский угол, принимаемый за меру дву
гранного угла. Так как обе прямые перпендикулярны к ребру 
угла, то и плоскость, в которой они лежат, перпендикулярна 
к нему. Поэтому плоский угол АМ0В можно получить, рассекая 
двугранный угол плоскостью ѵ, перпендикулярной к его ребру а. 
Итак, за меру двугранного угла принимается плоский угол, полу
чаемый в пересечении двугранного угла с плоскостью, перпен
дикулярной к его ребру {нормальное сечение двугранного угла). 
Так образованный плоский угол АМ0В может служить мерой 
двугранного угла, ибо величина плоского угла не зависит от 
положения точки Мо. Действительно, стороны двух плоских углов 
А'М'вВ' и ЛЛ40В, построенных указанным выше способом, попарно 
параллельны: Л'Л40' || ЛЛ40, В'М'О || ВЛ40, и потому углы эти равны 
(учитываем и одинакдвую направленность сторон). Равные дву
гранные углы измеряются также равными плоскими углами.

В силу принятого определения полный двугранный угол по
лучает в качестве меры также полный плоский угол, разверну
тый и прямой двугранные углы измеряются соответственно раз
вернутым и прямым плоскими углами; вообще, естественная мера 
двугранного угла в единицах измерения двугранных углов (гра
дусах) полностью совпадает с его мерой в единицах измерения 
плоских углов (градусах).

242. Взаимно перпендикулярные плоскости. Две плоскости, 
образующие прямой двугранный угол, называются взаимно пер
пендикулярными. В силу сказанного в п. 241 прямой двугран
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ный угол равен смежному с ним и измеряется прямым ПЛОСКИМ 
углом.

Признак перпендикулярности плоскостей. Две 
плоскости взаимно перпендикулярны тогда и только тогда, когда 
одна из них содержит перпендикуляр к другой плоскости.

Доказательство. Достаточность. Пусть X—плоскость 
(рис. 350), а—прямая, перпендикулярная к ней, р— плоскость, 
проходящая через прямую а. Требуется доказать, что плоскости 
X и р перпендикулярны. Для этого построим плоский угол, слу
жащий мерой двугранного угла между плоскостями X и р. Выбирая

его вершину в точке Ма, заметим, что одна из его сторон (в 
плоскости р) уже проведена и совпадает с данным перпендику
ляром а. Проведем вторую сторону т в плоскости X. Принадлежа 
плоскости X, она заведомо перпендикулярна к а, и потому плоский 
угол аМат, а вместе с тем и данный двугранный угол прямые.

Необходимость. Пусть плоскости X и р (рис. 351) перпенди
кулярны. Покажем, что в плоскости X содержится перпендикуляр 
к плоскости р. Пусть АМ0В— плоский угол двугранного угла 
между плоскостями. По условию он должен быть прямым: 
¿/ÄM0B=d. Но по построению плоского угла АМпВ имеем 
также АМ0 с. Прямая АМ„, будучи перпендикулярной одно
временно к двум прямым плоскости р, перпендикулярна к этой 
плоскости, что и требовалось доказать.» Ясно также, что пло
скость р в свою очередь содержит перпендикуляр ВМ0 к пло
скости X. Свойство одной плоскости содержать перпендикуляр 
к другой плоскости симметрично—с этим мы встретились еще 
в теореме о трех перпендикулярах.

Часто используется следующее предложение:
Линия пересечения двух плоскостей, перпендикулярных 

к третьей, сама перпендикулярна к ней.
Доказательство предоставляем читателю.
243. Трехгранные углы. Фигура, образованная тремя лучами, 

исходящими из одной точки О и не лежащими в одной плоскости, 
и тремя частями плоскостей, заключенных между этими лучами,
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называется трехгранным углом (рис. 352). Точка. О называется 
вершиной угла, лучи а, Ь, с—его ребрами, части плоскостей 
(а, b), (Ь, с), (а, с)—гранями. Грани суть плоские углы, назы
ваемые также плоскими углами данного трехгранного угла. Углы 
между плоскими гранями называются двугранными углами данного 
трехгранного угла.

Теорема 1. В трехгранном угле каждый плоский угол меньше суммы, 
двух других.

Доказательство. Достаточно доказать теорему для наибольшего из 
плоских углов. Пусть ab — наибольший плоский угол трехгранного угла на 
пис. 353. Постооим в плоскости (а. Ь)

Рис. 352.' Рис. 353.

пройдет внутри угла ab (ибо угол ab наибольший из плоских углов!). Отложим 
на прямых cab' какие-либо равные отрезки ОМ1 = ОМ2. Проведем через 
точки и М2 произвольную плоскость, пересекающую лучи а и b в точках 
N и М соответственно.

Треугольники ОММ1 и ОММ2 равны, как имеющие равные углы, заклю
ченные между равными сторонами. Покажем, что угол с вершиной О в 

больше угла с той же вершиной в Д N0M2. Действительно, эти 
углы заключены между парами равных сторон, третья же сторона больше в тре
угольнике NOM^.

NMj, > NM—MM1=NM¡t.

Отсюда видно, что сумма двух плоских углов Ьс и ас больше третьего плоского 
угла ab, что и требовалось доказать.

Теорема 2. Сумма плоских углов трехгранного угла меньше четырех 
прямых.

Доказательство. Возьмем три точки А, В и С на ребрах трехгран
ного угла и проведем через них секущую плоскость, как показано на рис. 354. 
Сумма углов треугольника АВС равна 2d. Следовательно, сумма шести углов 
ОАС, О АВ, ОСА, ОСВ, ОВС, ОВА больше, чем. 2d (так как по предыдущей 
теореме ¿ ОАС+ / ОАВ > ¿ ВАС, ¿OCA+¿OCB>¿BCA, ¿ OBC + 
+ Д ОВА > Д ABC). Но сумма углов трех треугольников ОАВ, ОВС, ОСА 
в гранях трехгранного угла равна 6d. Таким образом, на долю плоских углов 
трехгранного угла остается меньше четырех прямых: ¿ ЛОД+ ¿ ВОС + 
+ Д СОА < 4d. Эта сумма может быть сколь угодно малой («трехгранный 
шпиль») или сколь угодно близкой к 4d: если уменьшать высоту пирамиды
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SÄBC на рис. 355, сохраняя' ее основание, то сумма плоских углов при вер
шине S будет стремиться к 4d.

Сумма двугранных углов трехгранного угла также имеет границы. Ясно, 
что каждый из двугранных углов < 2d и потому сумма их менее 64. Для 
той же пирамиды на рис. 355 эта сумма по мере уменьшения высоты пирамиды 
приближается к своей границе 64. Можно также показать, что сумма эта

Рис. 355.

всегда > 24, хотя может отличаться от 24 сколь угодно мало. Таким образом, 
для плоских и двугранных углов трехгранного угла имеют место неравенства

О < ab + Ьс -f- ¿_ ca < 44,
24 < a-(- b + с < 6d.

Имеется существенное сходство между геометрией треугольника на пло
скости и геометрией трехгранного угла. При этом можно проводить аналогию 
между углами треугольника и двугранными углами трехгранного угла, с одной 
стороны, и между сторонами треугольника и плоскими углами трехгранного 
угла — с другой. Например, при указанной замене понятий сохраняют силу 
теоремы о равенстве треугольников. Приведем соответствующие формулировки 
параллельно:

Треугольники
Если стороны двух треугольников 

соответственно равны, то треугольники 
равны.

Если в треугольниках равны по 
две стороны и углы, заключенные 
между ними, то треугольники равны.

Если в двух треугольниках равны 
по два угла и прилежащие к ним 
стороны, то треугольники равны.

Трехгранные углы
Если плоские углы двух трехгран

ных углов соответственно равны, то 
углы равны.

Если в трехгранных углах равны 
по два плоских угла и двугранные 
углы между их гранями, то трехгран
ные углы равны.

Если в двух трехгранных углах 
равны по два двугранных угла и пло
ские углы в прилежащей к ним грани, 
то трехгранные углы равны.

Однако два трехгранных угла, у которых равны соответственные двугран
ные углы, равны между собой. Между тем два треугольника, углы которых 
соответственно равны, подобны, но не обязательно равны. Для трехгранных 
углов, как и для треугольников, ставится задача решения трехгранного угла, 
т. е. задача отыскания одних его элементов по другим заданным. Приведем 
пример подобной задачи.

Задача. Даны плоские углы трехгранпого угла. Найти его двугранные 
углы.
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Решение. Отложим на ребре а отрезок О А = 1 (рис. 356) и проведем 
нормальное сечение АВС двугранного угла а. Из прямоугольного треуголь
ника О АВ находим АВ = tg ¿ ab\ OB = sec¿ab. Также имеем AC = tg¿ac, 
ОС = sec / oc.

Для ВС находим по теореме косинусов (п. 217), примененной к треуголь
нику ВАС (для краткости плоские углы обозначаем просто ab, ас, Ьс, дву
гранные— а, Ь, с):

ВС2 = tg2 ab -)- tg2 ас — 2 tg ab tg ac cos a.
Теперь применим теорему косинусов к треугольнику ВОС-.

ВС2 — sec2 ab -(- sec2 ас — 2 sec ab sec ac cos be.
Получим

sec2 aö + sec2 ас — 2 sec ab sec ас cos bc = tg3 об-)- tg2 ac — 2 tg ab tg ac cos a, 
или

1 -j- tg ab t g ac cos a = sec ab see ac cos bc.
Отсюда находим

cos 6c=cos ab cos ac + sin àb sin ac cos a (243.1)
и аналогично

cos ас = cos ab cos bc-¡- sin ab sin bc cosò и т. д.
По этим формулам можно найти двугранные углы, зная плоские углы. 

Отметим еще без доказательства замечательное соотношение
sin a sin b sin с
sin bc sin ac sinaô’ (243.2)

называемое теоремой синусов.
Объяснение глубокой аналогии между геометрией трехгранного угла и 

геометрией треугольника нетрудно получить, если провести следующее построе
ние. Поместим в вершину трехграиного
угла О центр сферы единичного радиуса

(рис. 357). Тогда ребра пересекут поверхность, сферы в^трех^точках А, 
В, С, грани угла высекут на сфере дуги больших кругов АС, АВ, ВС. На 
сфере образуется фигура АВС, называемая сферическим треугольником. Дуги 
(«стороны» треугольника) измеряются плоскими углами трехгранного угла, 
углы при вершинах суть плоские углы двугранных углов. Поэтому решение 
трехгранных углов есть не что иное, как решение сферических треугольников, 
которое составляет предмет сферической тригонометрии. Соотношения (243.1) 
и (243.2) относятся к числу основных соотношений сферической тригонометрии. 
Сферическая тригонометрия имеет важное значение для астрономии. Таким 
образом, теория трехгранных углов есть теория сферических треугольников 
и потому во многом сходна' с теорией треугольника на плоскости.- Различие 
этих теорий состоит в том, что: 1) у сферического треугольника и углы и
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стороны измеряются в угловой мере, поэтому, например, в теореме синусов 
фигурируют не стороны, а синусы сторон АВ, АС, ВС; 2) сумма углов сфе
рического треугольника не равна 2d, она всегда больше 2d, например, у 
треугольника (рис. 358), вырезанного из сферы тремя взаимно перпендику
лярными плоскостями, она равна 3d.

Пример. Угол а трехгранного угла—прямой, прилежащие к нему пло
ские углы ab —60°, ас = 30°. Найти остальные элементы трехгранного угла.

Решение. Отложим на ребре прямого двугранного угла отрезок ОА, равный 
единице, и проведем через него нормальное сечение АВС. Сравним выражения 
квадрата стороны ВС из треугольника ОВС и прямоугольного треугольника 
АВС (рис. 359):

Находим cos Ьс— Уз/4, sin Ьс= /ІЗ/4. Теперь, 
угла, имеем для двугранных углов.

зная все три плоских

или

sin b  sin с__ sin а  4
sin ас-sin ab sin bc j/"T3 ’

откуда

sin b_  sin c_  4
Va _ /3/2 _ /ІЗ ’

sin b-
У13

2 УЗ 
" Уїз

Значения самих углов могут быть найдены по таблицам тригонометриче
ских функций.

244. Многогранные углы. Несколько плоскостей, пересекаю
щихся в одной точке, разбивают пространство на части, каждая 
из которых может быть названа многогранным углом. Мы сохра
ним название многогранного угла лишь за такой фигурой, огра
ниченной, несколькими гранями (плоскими углами) с общей 
вершиной (рис. 360), для которой каждый из плоских углов, 
являющихся гранями угла,: меньше развернутого. Если еще по
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требовать, чтобы весь многогранный угол лежал по одну сторону 
от плоскости каждой из своих граней, то назовем его выпуклым 
многогранным углом. Все то немногое, что мы здесь сообщаем 
о многогранных углах, относится к выпуклым углам.

Между многогранными углами и многоугольниками можно 
найти известные аналогии, как это сделано для трехгранных 
углов и треугольников. При этом сто-
ронам и углам многоугольника отве- /кч
чают соответственно плоские и двугран-
ные углы многогранного угла.

Тем же способом, как это было еде- 
лано для трехгранного угла, показы- 
вается, что сумма плоских углов при 
вершине многогранного угла (выпук- 
лого) всегда меньше четырех прямых.
Сумма двугранных углов /і-гранного 
угла заключена между 2nd и 2 (/г—2)d.
К первому значению она приближает- Рис 360.
ся для очень сплющенных «тупых» уг
лов, ко второму — для очень «острых», иглообразных углов.

Правильный /і-гранный угол определяется требованием равен
ства всех плоских и всех двугранных углов. Правильным всегда 
является угол при вершине любой правильной пирамиды (п. 252).

Нетрудно доказать, что у всякого правильного /і-гранного 
угла биссекторные плоскости его двугранных углов пересекаются 
по одной прямой—оси симметрии угла. Сечение правильного 
/і-гранного угла плоскостью, перпендикулярной к этой оси, будет 
правильным /і-угольником.

§ 4. Многогранники
245. Многогранники. Многогранник определяется как часть 

пространства, ограниченная со всех сторон плоскими гранями. 
Предполагается, что многогранник ограничен замкнутой поверх
ностью, составленной из многоугольников, так, что любая сто
рона каждого многоугольника является также стороной еще одного 
и только одного многоугольника и любые два многоугольника 
либо имеют общую сторону, либо общую вершину, либо не име
ют общих точек. Многоугольники, составляющие поверхность 
многогранника, называются его гранями.-, стороны многоуголь
ников, ограничивающих многогранник (по условию каждая из них 
принадлежит одновременно двум граням), — ребрами многогран
ника; вершины этих многоугольников—вершинами многогранника. 
Для трех многогранников на рис. 361, а, б, в числа вершин, 
ребер и граней соответственно равны 7, 11, 6; 8, 12, 6; 11, 20, 11. 
Если обозначить эти три числа через а0, ах, а2, то во всех
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случаях а0—-фа., = 2. Это соотношение сохраняется для любых 
многогранников (теорема Эйлера).

Многогранники классифицируют по числу граней. При этом 
часто используют греческие наименования: четырехгранник назы

вают тетраэдром, пятигранник — пен
таэдром, шестигранник—гексаэдром 
и т. д.
• Многогранник называется выпуклым, 
если он лежит по одну сторону от пло
скости любой из своих граней. Мы рас
сматриваем исключительно выпуклые 
многогранники. Все многогранники на 
рис. 361 выпуклые.

В каждой из вершин многогранника 
его грани (точнее, плоскости этих гра
ней) образуют многогранные углы.

246. Правильные многогранники. Многогран
ник называется правильным, если все его грани 
суть равные правильные многоугольники и все 
многогранные углы при вершинах равны между 
собой.

Правильные многогранники известны с 
глубокой древности. Замечательно, что имеет

ся всего пять видов правильных многогранников. На первый взгляд это 
кажется неожиданным, но к этому выводу можно прийти путем несложных 
рассуждений. В самом деле, выясним, из каких многоугольников можно соста
вить поверхность правильного многогранника. В каждой вершине должно схо
диться, очевидно, не менее трех граней. Но сумма плоских углов при вершине 
многогранного угла не более четырех прямых. Следовательно, угол при вер
шине правильного многоугольника, служащего гранью многогранника, должен 
быть не больше 4е//3. Таким свойством обладают правильный треугольник, 
квадрат и правильный пятиугольник. Только из этих трех видов многоугольников 
можно образовать поверхности правильных многогранников. В то же время 
ограничивается и число граней, сходящихся в одной вершине: снова учиты
ваем сумму плоских углов. В случае треугольных гранен в вершине могут
сходиться:
- 3 грани—сумма плоских углов 180°,

4 грани — сумма плоских углов 240°,
5 граней—сумма плоских углов 300°,

в случае четырехугольных граней (квадратов) —только
3 грани—сумма плоских углов 270°,

в случае пятиугольных граней —
3 грани —сумма плоских углов 324°.

Каждая из пяти возможностей действительно реализуется, имеется соот
ветствующий тип правильного многогранника и с точностью до подобия только 
один. Мы ограничимся тем, что приведем изображение и краткое описание 
каждого из пяти типов правильных многогранников.

1. Правильный тетраэдр (рис. 362). Он представляет собой правильную 
треугольную пирамиду, боковые грани которой равны основанию. Поверхность
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его образована правильными треугольниками, в каждой вершине сходятся три 
таких треугольника.

2. Правильный октаэдр (восьмигранник). Грани — правильные треугольники, 
число гранен, сходящихся в одной вершине, равно четырем (рис. 363). Пра
вильный октаэдр можно построить так:
следует сначала построить правильную

четырехугольную пирамиду (см. п. 252) с гранями в виде равносторонних тре
угольников, затем отразить ее в плоскости основания и плоскость основания 
(перегородку между двумя пирамидами) убрать. Тогда и получится правиль
ный октаэдр.

3. Грани треугольные, в вершине сходятся пять граней (рис. 364). Можно 
доказать, что и такой тип правильного многогранника существует. Он имеет
двадцать граней и называется икосаэдром.

4. Грани — квадраты, в вершине сходятся по три грани. Правильный мно
гогранник называется кубом (рис. 365).

Рис. 367.

5. Грани —правильные пятиугольники (рис. 366). В вершине сходятся по 
три грани. Общее число граней — двенадцать. Многогранник называется доде
каэдром (двенадцатигранником).

Задача. Найти двугранные углы при ребрах правильных многогран
ников.

Решение. Решение очевидно для куба —углы при ребрах прямые. Раз
берем два случая: правильный октаэдр и правильный икосаэдр.

1) Начнем со случая октаэдра (рис. 367). Проведем сечение через проти
воположные вершины А и F, перпендикулярное к ребрам ВС и DE. При вер
шине М сечения получим искомый угол ф при ребре DE. Если ребро октаэдра 
равно а, то имеем 0М = а/2, АМ = аУ^З/2 и для косинуса половины искомого
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угла имеем cos (<р/2) = 1 / уТГ. Отсюда sin (<р/2) = К2/з и, наконец, косинус 
искомого угла cos<p=—Ѵз, ф= arccos (—1/3) (знак минус показывает, что 
угол ер тупой).

2) Рассмотрим случаи икосаэдра. Пять правильных треугольников, при
мыкающих к одной вершине, образуют правильную пятиугольную пирамиду 
С боковыми гранями в форме правильных треугольников (см. п. 252). Рас
смотрим эту пирамиду на отдельном чертеже (рис. 368) и проведем через 

вершины основания А и С секущую плоскость 
перпендикулярно к боковому ребру ВМ.

В сечении получим треугольник АКС, 
угол ф= ¿AKC и будет искомый. Из пра
вильного пятиугольника в основании пира
миды находим (а — ребро нашего икосаэдра) 
АС = 2а cos 36°, в равнобедренном треугольни
ке АС К имеем

1
а /З . го

АК =—т— и sin-К
2 cos 36°

AK /~3 ’

2 cos 36°
откуда ф= 2 arcsin—р==—; значение cos 36 можно взять из таблиц или

использовать выражение sin 18° (п. 228).
Два оставшихся случая читатель разберет самостоятельно.

Упражнения

1. Проверить формулу а0 — а1 + аг = 2 (п. 245) для всех правильных 
многогранников.

2. Вершинами какого правильного многогранника служат центры граней 
куба? Тетраэдра? Октаэдра?

3. Найти угол наклона ребра правильного тетраэдра к плоскости грани, 
не содержащей этого ребра.



Глава XX
МНОГОГРАННИКИ И КРУГЛЫЕ ТЕЛА

§ 1. Призма. Параллелепипед. Цилиндр

247. Цилиндры и призмы. Рассмотрим какую-либо линию /, 
лежащую в плоскости À (рис. 369), и некоторую прямую s, пе
ресекающую эту плоскость. Через все точки данной линии I про
ведем прямые, параллельные прямой s; образованная этими пря
мыми поверхность о называется цилиндрической поверхностью.

Линия I называется направляю
щей этой поверхности, прямые sx,

s2, . ..—ее образующими. На рис. 370 представлена такая цилин
дрическая поверхность, направляющая которой является ломаной 
линией ABCDEF-, такая цилиндрическая поверхность состоит из 
ряда плоских полос, заключенных между парами параллельных 
прямых, и называется призматической поверхностью. Образующие, 
проходящие через вершины направляющей ломаной, называются 
ребрами призматической поверхности, плоские полосы между 
ними—ее гранями.

Если рассечь любую цилиндрическую поверхность произволь
ной плоскостью, не параллельной ее образующим, то получим
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линию, которая также может быть принята за направляющую 
данной поверхности. Среди направляющих выделяется та, кото
рая получается от сечения поверхности плоскостью, перпенди
кулярной к образующим поверхности. Такое сечение называется 

нормальным сечением, а соот
ветствующая направляющая— 
нормальной направляющей.

Если направляющая — замк
нутая (выпуклая) линия (ло
маная или кривая), то и соот
ветствующая поверхность назы
вается замкнутой (выпуклой) 
призматической или цилиндри
ческой поверхностью (рис. 371).

Из цилиндрических поверхностей простейшая имеет своей нор
мальной направляющей окружность (рис. 372). Ее удобно обра
зовать, вращая прямую а вокруг оси, параллельной ей (ось 
00' перпендикулярна к плоскости направляющей окружности). 
Рассечем замкнутую выпуклую призматическую поверхность

Рис. 373.

(рис. 373) двумя плоскостями X и V, параллельными между со
бой, но не параллельными образующим. В сечениях получим 
выпуклые многоугольники ABCD и A'B'C'D'. Теперь часть приз
матической поверхности, заключенная между плоскостями ХиХ', 
и две образовавшиеся при этом многоугольные пластинки в этих 
плоскостях ограничивают тело, называемое призматическим те
лом или, короче, призмой. Итак, призмой называется тело, огра
ниченное с боков выпуклой замкнутой призматической поверхно
стью и с торцов параллельными многоугольными основаниями.
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Часть боковой поверхности призмы между двумя соседними 
ребрами, т. е. боковая грань призмы, является параллелограммом 
(противоположные стороны по построению попарно параллельны); 
основания (условно можно называть их верхним и нижним осно
ваниями) суть равные многоугольники. Действительно, стороны 
их попарно равны и параллельны, углы, заключенные между 
параллельными сторонами, равны. Ясно также, что все боковые 

' ребра призмы равны. Высотой призмы называется расстояние по 
перпендикуляру между плоскостями оснований призмы (отрезок h 
на рис. 373).

В призме также приходится рассматривать некоторые углы, 
названия которых понятны сами собой. Это плоские углы осно
вания, плоские углы в боковых гранях, двугранные углы при 
основании (т. е. двугранные углы, образованные плоскостью 
основания и плоскостями боковых граней), двугранные углы при 
боковых ребрах (т. е. двугранные углы между боковыми гра
нями).

Если боковые грани призмы перпендикулярны к плоскостям 
ее оснований, т. е. если основания служат нормальными сечени
ями боковой поверхности, то призма называется прямой призмой. 
У прямой призмы боковое ребро служит высотой. Плоские углы 
основания являются плоскими углами двугранных углов между 
боковыми гранями.

Прямая призма, основания которой суть правильные много
угольники, называется правильной призмой', следует заметить, 
что правильная призма, вообще говоря (за
исключением куба), не может считаться 
правильным многогранником, ибо основа
ния ее суть грани, форма и размеры кото
рых отличны от формы и размеров боко
вых граней.

Цилиндрическое тело, короче цилиндр, 
определяется аналогично призме: цилинд
ром называется тело, ограниченное с боков 
замкнутой (выпуклой) цилиндрической по
верхностью, а с торцов двумя плоскими па
раллельными основаниями. Оба основания
цилиндра равны между собой, также равны между собой и все 
образующие цилиндра (т. е. отрезки образующих цилиндрической 
поверхности между плоскостями оснований). Цилиндр называется 
прямым, если плоскости его оснований перпендикулярны к обра
зующим. Мы изучим только прямой круговой цилиндр (рис. 374), 
называемый также цилиндром вращения. Он может быть образо7 
ван вращением прямоугольника вокруг одной из своих сторон. 
Радиус основания называется радиусом цилиндра, образующая 
одновременно служит высотой.
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248. Параллелепипеды. Параллелепипедом называется призма, 
основания которой суть параллелограммы (рис. 375). В этом слу
чае любую из граней можно принять за основание (точнее, две 

параллельные грани—за пару 
оснований). Параллелепипед яв
ляется «трижды призмой».

Как и всякая призма, парал
лелепипед называется прямым,

если его боковые ребра перпендикулярны к основаниям (рис. 376). 
Боковые грани прямого параллелепипеда суть прямоугольники, 
основания—параллелограммы произвольного вида. Если у пря
мого параллелепипеда и в основаниях лежат прямоугольники, 
то такой параллелепипед называется прямоугольным. Все его 
двугранные углы прямые. Он является прямым.по отношению 
к каждой паре противоположных граней, принятых за основа
ния, т. е. «трижды прямым».

Длины трех взаимно перпендикулярных ребер прямоугольного 
параллелепипеда называют иногда его измерениями. Прямоуголь
ный параллелепипед, все измерения которого равны, называется 
кубом.

Справедлива следующая
Теорема, обобщающая теорему Пифагора. Квад

рат диагонали прямоугольного параллелепипеда равен сумме квад
ратов трех его измерений.

Доказательство. Рассмотрим прямоугольный паралле
лепипед на рис. 377 и его диагональ AC'=d. Проведем также 
диагональ основания AC = d’. Квадрат этой диагонали по теореме 
Пифагора равен сумме квадратов двух сторон основания: 
d'2 — а2А-Ь2. Далее заметим, что в треугольнике АСС' угол С
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прямой. Значит, d2 = c24-d'1; подставляя сюда выражение для d'\ 
найдем

d2 = a2 + b2 + c2,

что и требовалось доказать. В частности, диагональ куба с реб
ром, равным единице, равна К3.

Задача. Доказать, что сумма квадратов синусов трех углов, 
образуемых произвольным лучом с ребрами прямого трехгранного 
угла, равна двум.

Решение. Пусть О—прямой трехгранный угол (рис. 378), 
I—данный луч. Отложим на луче отрезок, равный единице, и 
примем его за диагональ прямоугольного параллелепипеда, три 
грани которого лежат в гранях данного трехгранного угла. 
Тогда ребра параллелепипеда, как видно из рис. 378, будут вы
ражаться косинусами углов, образуемых лучом с ребрами: а=соза, 
¿ = cosß, с = cos у. По теореме о квадрате диагонали находим 

й2 + Ь2 + с2 = cos2 а + cos2 ß + cos2 у = 1 (248.1)
и, заменяя выражения cos2a, cos2ß, cos2y через 1—sin2a и т. д., 
найдем
sin2 а -)- sin2 ß + sin2 у = 2. (248.2)

249. Объемы призм и цилинд
ров. Будем считать формулу 
п. 168, выражающую объем пря
моугольного параллелепипеда 
как произведение трех его ре
бер, установленной:

V = abc. (249.1)
Объемы всех иных призмати

ческих или цилиндрических тел 
немедленно вычисляются путем
параллелепипедами, равновеликими им, на основе следующего 
правила, принимаемого нами аксиоматически и известного под 
названием принципа Кавальєри.

Принцип Кавальєри. Если два тела заключены между 
двумя параллельными плоскостями (рис. 379) и сечения их любой 
плоскостью, параллельной данным двум основаниям, равновелики 
между собой-. — S„ = Só, S3 = S3, то объемы тел равны. 
Ѵ = Ѵ. 7 “

Теперь мы в состоянии вычислить объем любой призмы и 
любого цилиндра, прямого или наклонного.

Пусть дано некоторое цилиндрическое тело высоты h с 
площадью основания (а значит, и площадью любого сечения, 
параллельногоплоскости основания!), равной S. Построим прямо
угольный параллелепипед с той же высотой и такой же площадью

Рис. 379.

замены этих тел прямоугольными



544 ГЛ. XX. МНОГОГРАННИКИ И КРУГЛЫЕ ТЕЛА [250

основания S (рис. 380). Объем данного тела и объем паралле
лепипеда будут равны на основании принципа Кавальєри. Но 
объем параллелепипеда равен произведению площади основания 
на высоту: V = Sh. Таким же будет, следовательно, и объем ци
линдра (призмы).

Объем любого цилиндра (призмы) равен произведению площади 
основания на высоту.

V = Sh. (249.2)
круглого цилиндра пло- 
— радиус цилиндра, и объем'

В частности, для прямого 
щадь основания равна nR2, где R 
получается, равным

V = TíR2h. - (249.3)
Задача. Треугольная приз

ма описана около цилиндра

/і. Периметр основания ра-вращения радиуса R и высоты 
вен Р. Найти объем призмы.

Решение. Радиус цилиндра есть в то же время и радиус 
окружности, вписанной в основание призмы (рис. 381). Этот ра
диус равен R = 2S/P (см. п. 219). Отсюда площадь основания 
S = PR;2 и искомый объем V = PRh/2.

250. Площадь боковой поверхности призмы. Боковые грани 
произвольной призмы.суть параллелограммы, и потому площадь 
этих граней вычисляется по известным правилам. Площадью бо
ковой поверхности призмы называется сумма площадей всех ее 
боковых граней. Для того чтобы написать формулу, выражающую 
площадь боковой поверхности призмы (вообще говоря, наклон
ной), рассмотрим нормальное сечение призмы (рис. 382). Так как 
плоскость нормального сечения по определению перпендикулярна 
к ребрам призмы, то отрезки, по которым она пересекает боко
вые грани призмы, служат высотами этих граней, если за осно
вания их приняты ребра призмы. Площади отдельных граней 
будут выражаться равенствами

S^A^-l, S2 = B0C„-l, S3 — CgD0-l, St = D0A0-l.
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Складывая все эти равенства почленно и вынося за скобки /, 
найдем

5 = (А0В(, + В0С0 + CqDq + DaЛо) I,
или, учитывая, что сумма в скобках есть периметр нормального 
сечения, окончательно получим

5бок = /’„орН/- (250.1)
Боковая поверхность призмы равна произведению ее бокового 

ребра на периметр нормального сечения.
В случае прямой призмы эта формулировка упрощается.
Боковая поверхность прямой призмы равна произведению боко

вого ребра на периметр основания призмы.
Задача. Правильная прямая трехгранная призма с ребром 

основания, равным а, усечена наклонной плоскостью. Длины 
боковых ребер усеченной призмы суть р, q и г. Найти площадь 
боковой поверхности усеченной призмы.

Решение. Боковые грани усеченной призмы суть трапеции 
(прямоугольные). Применим к каждой из них формулу для пло
щади трапеции. Находим

■а,

и площадь боковой поверхности равна S — (p-\-q + r)a.

Рис. 382. Рис. 383.

251. Площадь поверхности цилиндра. Рассмотрим цилиндр 
вращения радиуса R, и высоты h (рис. 383). В Основание этого 
цилиндра впишем правильный многоугольник (на рис. 383 — 
шестиугольник) и с его помощью построим правильную призму, 
вписанную в цилиндр. Таким же путем можно описывать вокруг
18 В. В. За Пиев и др.
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цилиндра правильные призмы с произвольно большим числом 
боковых граней.

За площадь боковой поверхности цилиндра принимается по 
определению предел, к которому стремятся площади боковых 
поверхностей вписанных и описанных вокруг него правильных 

призм по мере неограниченного уд
воения (или вообще увеличения)

числа их боковых граней. То, что такой предел существует, 
мы сейчас и докажем. Если возьмем вписанную правильную 
призму, построенную на правильном /г-угольнике, как на осно
вании, то для ее боковой поверхности будем иметь выражение 
S'n = P'nh, где Р'п—периметр правильного /г-угольника, вписанного 
в круг основания цилиндра. При п—► оо Р’п—>-2nRnS'n—>2л/?/г. 
Точно такое же вычисление для описанной призмы дает тот же 
самый результат. Итак, площадь боковой поверхности цилиндра 
вращения выражается формулой

S = 2nRh. (251.1)
Боковая поверхность цилиндра равна произведению длины об

разующей на периметр (т. е. длину окружности) основания.
Задача 1. Отрезок, соединяющий диаметрально противопо

ложные точки А и B' верхнего и нижнего оснований цилиндра 
(рис. 384), равен 1.0 см и наклонен к плоскости основания под 
углом в 60°. Найти площадь боковой поверхности цилиндра.

Решение. Проведем через отрезок AB' сечение плоскостью, 
перпендикулярной к основанию цилиндра. Из треугольника АВВ' 
имеем

2R = AB' cos 60° = 5 см, h = BB' = AB’ sin 60° = 5 /З,
откуда находим для боковой поверхности цилиндра 

S = 2nRh = 25/З п « 136 см2.
Задача 2. Треугольник .АВС’, вершины А и В которого 

суть концы диаметра нижнего основания цилиндра, а вершина 
С’—конец перпендикулярного к нему диаметра верхнего осно



252] § 2. ПИРАМИДА. КОНУС 547

вания, равносторонний со стороной а. Найти площади боковой 
и полной поверхностей цилиндра.

Решение. Радиус основания цилиндра равен а/2. Высота 
треугольника АВС (рис. 385) равна aY~3¡2, а образующая ци
линдра вычисляется как

h —

Отсюда боковая поверхность цилиндра получается равной 

5бок = 2п^!г = ■7Ї

а полная поверхность (равная сумме площади боковой поверх
ности и площади двух оснований цилиндра) равна

па-

/2
•2я[ у ) =ла2-

У пражнения

1. Диагонали боковых граней прямоугольного параллелепипеда наклонены 
к плоскости основания под углами, соответственно равными а и ß. Найти 
угол наклона к той же плоскости диагонали параллелепипеда.

2. В прямом параллелепипеде острый угол основания равен а, а одна 
из сторон основания равна а. Сечение, проведенное через эту сторону и про
тивоположное ребро верхнего основания, имеет площадь Q, и плоскость-его 
наклонена к плоскости основания под углом ß. Найти объем и полную поверх
ность параллелепипеда.

3. Основанием наклонной треугольной призмы служит равнобедренный 
прямоугольный треугольник, а проекция одного из боковых ребер на плос
кость основания совпадает с медианой т одного из катетов треугольника. 
Найти угол наклона боковых ребер к плоскости основания, если объем призмы 
равен V.

4. В правильной шестиугольной призме через сторону основания АВ = а 
проведены два сечения: 1) содержащее противоположную сторону верхнего 
основания, 2) содержащее центр верхнего основания. При какой высоте призмы 
угол между плоскостями сечений имеет наибольшую величину и чему он равен 
в этом случае?

§ 2. Пирамида. Конус
252. Свойства пирамиды и конуса. Рассмотрим какую-либо 

линию I (кривую или ломаную), лежащую в некоторой плос
кости X (рис. 386, а, б), и произвольную точку М, не лежащую 
в этой плоскости. Всевозможные прямые, соединяющие точку М 
со всеми точками линии I, образуют поверхность о; такая поверх
ность называется конической поверхностью, точка М—ее верши
ной, линия I—направляющей, прямые Л4ЛП MAZ, ...—ее обра
зующими. На рис. 386 мы не ограничиваем поверхность о ее 
вершиной, но представляем себе ее простирающейся неограни
ченно-в обе стороны от вершины.
18*
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Если коническую поверхность рассечь какой-либо плоскостью, 
параллельной плоскости направляющей Ä, то в сечении получим 
линию Г (кривую или ломаную, в зависимости от того, была 
ли кривой или ломаной линия Z), гомотетичную линии I, с цент
ром гомотетии в вершине конической поверхности. Действительно, 
отношение любых соответствующих отрезков образующих будет

Рис. 386.

МА'і МА* ..постоянным: — • • • Итак, сечения конической поверх
ности плоскостями, параллельными плоскости направляющей, 
подобны и подобно расположены, с центром подобия в вершине 
конической поверхности; это же верно для любых параллельных 
плоскостей, не проходящих через вершину поверхности1).

Пусть теперь напр-авляющая — замкнутая выпуклая линия 
(кривая на рис. 387, а, ломаная на рис. 387, б). Тело, ограни
ченное с боков конической поверхностью, взятой между ее вер
шиной и плоскостью направляющей, и плоским основанием в плос
кости направляющей, называется конусом (если I—кривая линия) 
или пирамидой (если I—ломаная).

Пирамиды классифицируются по числу сторон многоуголь
ника, лежащего в их основании. Говорят о треугольной, четы
рехугольной и вообще n-угольной пирамидах. Заметим, что 
л-угольная пирамида имеет п 1 грань: п боковых граней и осно
вание. При вершине пирамиды мы имеем л-гранный угол с п плос
кими и п двугранными углами. Они соответственно называются

*) Преобразование гомотетии в пространстве имеет те же основные свой
ства, что и на плоскости.
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плоскими углами при вершине и двугранными углами при боко
вых ребрах. При вершинах основания мы имеем п трехгранных 
углов; их плоские углы, образованные боковыми ребрами и сто
ронами основания, называются плоскими углами при основании,

двугранные углы между боковыми гранями и плоскостью осно
вания— двугранными углами при основании.

Треугольная пирамида иначе называется тетраэдром (т. е. че- 
быть принятатырехгранником). Любая из ее граней мс 

за основание.
Пирамида называется правильной при вы

полнении двух условий: 1) в основании пи
рамиды лежит правильный многоугольник, 
2) высота, опущенная из вершины пирами
ды на основание, пересекает его в центре 
этого многоугольника (иначе говоря, вер
шина пирамиды проектируется в центр осно
вания).

Заметим, что правильная пирамида не 
является, вообще говоря, правильным мно
гогранником!

. Отметим некоторые свойства правильной 
n-угольной пирамиды. Проведем через верши
ну такой пирамиды высоту 50 (рис. 388).. 
Повернем всю пирамиду как целое вокруг
этой высоты на угол 2я/п. при таком пово
роте многоугольник основания перейдет сам .
в. себя: каждая из его вершин займет положение соседней. Вер
шина пирамиды и ее высота (ось вращения!).останутся на.месте, 
и поэтому пирамида как целое совместится сама с. .собой: каж
дое боковое ребро перейдет в соседнее, каждая боковая грань 
совместится с соседней, каждый двугранный угод при боковом 
ребре также совместится с соседним.. Отсюда вывод: все боковые
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ребра равны между собой, все боковые грани суть равные рав
нобедренные треугольники, все двугранные углы при основании 
равны, все плоские углы при вершине равны, все плоские углы 
при основании равны.

Из числа конусов в курсе элементарной геометрии мы изу
чаем прямой круговой конус, т. е. такой конус, основание кото
рого— круг, а вершина проектиру
ется в центр этого круга. Прямой

круговой конус показан на рис. 389. Если проведем через 
вершину конуса высоту 50 и повернем конус вокруг этой вы
соты на произвольный угол, то окружность основания будет 
скользить сама по себе; высота и вершина останутся на месте, 
поэтому при повороте на любой угол конус совместится сам с собой. 
Отсюда видно, в частности, что все образующие конуса 5Л, 
5Л', ... равны между собой и одинаково наклонены к плоскости 
основания. Сечения конуса плоскостями, проходящими через его 
высоту, будут равнобедренными треугольниками, равными между 
собой. Весь конус получается от вращения прямоугольного тре
угольника SO А вокруг его катета (который становится высотой 
конуса). Поэтому прямой круговой конус является телом вра
щения и также называется конусом вращения. Если не оговорено 
противное, мы для краткости в дальнейшем говорим просто «конус», 
понимая под этим конус вращения.

Сечения конуса плоскостями, параллельными плоскости его 
основания, суть круги (хотя бы потому, что они гомотетичны 
кругу основания).

Задача. Двугранные углы при основании правильной тре
угольной пирамиды равны а. Найти двугранные углы при боко
вых ребрах.

Решение. Обозначим временно сторону основания пирамиды 
через а. Проведем сечение пирамиды плоскостью, содержащей 
ее высоту 50 и медиану основания AM (рис. 390). Так как осно-
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вание пирамиды — равносторонний треугольник, а О — его центр 
тяжести, то имеем

АМ-

SM

а КЗ 
2

ом

ау 3 ОА =у АМ--
а Уз

cos а 6 cos а ’ AS = У SO2 + АО2

ОМ = ~ AM --

Для определения двугранного угла при боковом ребре возь
мем середины сторон ВА и ВС основания пирамиды и опустим 
из них перпендикуляры на боковое ребро SB. В треугольнике 
KLM (ясно, что оба перпендикуляра пересекут боковое ребро SB 
в одной точке L) угол L и будет искомый. Итак, нужно решить 
треугольник KLM, в котором сторона КМ равна а/2, как сред
няя линия основания, а стороны ML и KL равны и служат высо
тами прямоугольных треугольников (например, Д5/ИВ) с извест
ными катетами

а Уз 
6 cos аSM мв=ї

и гипотенузой __________

Из сравнения двух выражений площади такого треугольника 

ML-SB — SM-BM, ML = SMSqM-
имеем

а у~3 а
Ml _  6 cos а 2_____ __ _________ а_______ __ ______ а_______

а_ , 2 2 cos а У tg2 а+4 2 У 1 -J- 3 cos2 а
2 У 3 Xg а+3

Теперь в равнобедренном треугольнике KLM находим синус 
половины искомого угла

Lkm ------------
. ß 2 У і+ 3 cos2«

SlnT-=T4Z7 =---------2--------- ’

откуда окончательно ________
ß = 2 arcsm -—.

253. Объем пирамиды и конуса. Вп. 249 мы видели, что две 
призмы или два цилиндра с равными высотами и равновеликими 
основаниями имеют равные объемы. Аналогично обстоит дело и 
с пирамидами (конусами):
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Две пирамиды {два конуса) равновелики, т. е. имеют равные 
объемы, если их высоты равны и основания равновелики.

Для обоснования этого утверждения рассмотрим сначала 
какую-либо пирамиду и ее сечения плоскостями, параллельными 
плоскости основания (рис. 391). Как уже замечено, эти сече
ния являются подобными многоугольниками. Отношения линей
ных размеров этих сечений равны отношению высот основной 
пирамиды и пирамиды, отсеченной от нее плоскостью соответст
вующего сечения, а площади, следовательно, относятся, как

квадраты этих высот: > А'В’С' IC-

Рис. 391.

Пусть теперь две пирамиды (рис. 392) 
имеют равные высоты и равновеликие

$АВС ,l~

основания; пусть обе пирамиды, как показано на рис. 392, 
помещены своими основаниями на одну и ту же плоскость. 
Тогда объемы их оказываются равны в силу принципа Ка
вальєри; именно, площади сечений этих пирамид на любой высоте 
будут равны между собой. Те же соображения применимы и к 
конусам. Итак, объем пирамиды или конуса зависит не от фор
мы основания, но лишь от его площади и от высоты тела.

В силу этого для вывода формулы объема пирамиды и кону
са достаточно, например, найти объем пирамиды с треугольным 
основанием, что мы и сделаем. Справедлива

Теорема. Объем треугольной пирамиды равен одной трети 
объема призмы с тем же основанием и той же высотой, что и 
данная пирамида.

Доказательство. Будем исходить из треугольной приз
мы на рис. 393, а. Проведем плоскость через вершину А' верх
него основания призмы и противолежащее ребро ВС нижнего 
основания. Эта плоскость отсечет от призмы треугольную пира
миду А'АВС (она показана также рядом на отдельном чертеже 
(рис. 393, б). Оставшуюся часть призмы разложим на два тела, 
проведя плоскость через диагонали А'С и В'С боковых граней. 
Полученные два тела также являются пирамидами; считая тре
угольник А'В'С' основанием одной из них, а С ее вершиной, 
увидим, что ее основание и высота такие же, как и у первой
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отсеченной нами пирамиды, поэтому нирамиды А'АВС и СА'В'С' 
равновелики. Кроме того, обе новые пирамиды СА'В'С' и 
А'В'ВС также равновелики; это станет ясным, если примем за 
их основания треугольники BCB' и В’СС. Пирамиды СА'В’С' 
и А’В'ВС имеют общую вершину А', а их основания располо
жены в одной плоскости и равны; следовательно, пирамиды 
равновелики. Итак, призма разложена на три равновеликие 

между собой пирами
ды; объем каждой из 
них равен одной трети 
объема призмы.

4
Рис. 393.

Так как форма основания несущественна, то, вообще, объем 
пирамиды или конуса равен одной трети объема призмы с той 
же высотой и тем же (или равновеликим) основанием. Вспоми
ная формулу, выражающую объем призмы и цилиндра, V =S/i; 
получим окончательный результат:

Объем пирамиды или конуса равен одной трети произведения 
площади основания на высоту.

V = ^Sh. (253.1)

В частности, для кругового конуса, радиус • основания кото
рого равен /?, а высота Іі, получим, замечая, что5 — л/?2,

Ь-улП ■ (253.2)

Задача 1. Найти объем правильной четырехугольной пи
рамиды, если ее боковое ребро равно I, а угол наклона боковых 
граней к плоскости основания равен а.

Решение. Проведем высоту пирамиды SO—h и высоту бо
ковой грани SK (рис. 394), Находим /i = ytga, /г2 + ^- = /2.
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Таким образом, заменяя h в последнем равенстве его выраже
нием ft = ytga, получим а- (у +tg2а) = /2, откуда

П =_________ h = /(gK
/2 + tg2« ’ X2 + tg3a ’

и искомый объем вычисляется по формуле
V = ± ha2 — 4/3 tga .

3 3(2-t-tg2a)|<2-|-tg2a '
Задача 2. Конус вписан в шар радиуса 7?. Угол между 

осью и образующей конуса равен а. Найти объем конуса.
Решение. Изобразим равнобедренный треугольник с углом 

при’ вершине, равным 2 а, вписанный в круг радиуса 7? 
(рис. 395, а). Вращая эту фигуру вокруг ее оси симметрии ВМ,

а) 6)
Рис. 395.

получим тело, которое дано нам в условии задачи (рис. 395, б). 
Замечаем, что ¿/МОС — 2 а (центральный угол вдвое больше 
вписанного угла, опирающегося на ту же дугу). Отсюда

МС= г = 7? sin 2 a, h= ВМ = RRcos2 а,
К = у л г2/і = у л 7?3 sin2 2 а (1 -¡-cos 2 а),

или
V = R3 sin2 2 a cos2 а.

254. Площадь боковой поверхности правильной пирамиды и 
конуса. Площадь боковой поверхности произвольной пирамиды 
равна сумме площадей ее боковых граней. Специальную форму
лу для выражения этой площади имеет смысл дать в случае 
правильной пирамиды. Так, пусть на рис. 396 изображена пра
вильная пирамида, в основании которой лежит правильный 
n-угольник со стороной, равной а- Пусть h —высота боковой 
грани, называемая также апофемой пирамиды. Если, например, 
кроме стороны а основания, известна длина бокового ребра пи-
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рамиды или ее высота, то апофема находится без труда. В са
мом деле, если известны а и /г, то площадь одной боковой гра
ни равна у/ш, а вся боковая поверхность пирамиды имёет пло

щадь, равную 4)-ha. Так как па—периметр основания пирами
ды, то можно написать найденную формулу в виде

S=±hP. (254.1)

Площадь боковой поверхности правильной пирамиды равна 
произведению ее апофемы на половину периметра основания.

Перейдем к отысканию площади боковой поверхности конуса. 
Уточним прежде всего, что мы понимаем под площадью боковой 
поверхности конуса. Впишем в основание конуса правильные 
многоугольники со все возрастающим числом сторон (например, 
путем удвоения числа сторон). С их помощью построим правиль
ные пирамиды, вписанные в конус. За площадь- боковой поверх
ности конуса принимается предел, к которому стремится пло
щадь боковой поверхности правильной пирамиды, вписанной в 
конус, когда число ее боковых граней неограниченно растет 
(удваивается). Так же можно описывать пирамиды вокруг кону
са. Предел площадей боковых поверхностей правильных пира
мид, описанных вокруг конуса, будет по мере увеличения числа 
их боковых граней стремиться к тому же самому пределу, что 
и в случае вписанных пирамид. Таким образом, площадь боко
вой поверхности конуса является общим пределом площадей 
боковых поверхностей правильных пирамид, вписанных в конус 
и описанных вокруг него, при неограниченном удвоении числа 
их боковых граней. Произведем необходимые вычисления. Пусть 
Р'п —периметр основания вписанной n-угольной правильной пи
рамиды, P'á—периметр основания описанной пирамиды. Апофе
ма описанной пирамиды просто равна образующей I конуса, 
апофема h вписанной пирамиды меньше образующей конуса, но 
удовлетворяет неравенству I—где а—сторона основа
ния вписанной пирамиды. При п—>оо а—>0 и h—>/. Отсюда 
находим для площади боковой поверхности S'n вписанной пира
миды с учетом того, что Р'п іімеет предел, равный длине окруж
ности С — 2 л Р,

lim Sn = lim -i- hP'n = ± lC = nPl.
' Л-+С0 ¿

Для случая описанной пирамиды имеем

lim Sñ =lim — lP"n=nRl.Л-ї'оо Л-+СО
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Оба указанных предела равны одному и тому же числу nRl, 
которое и принимается за площадь боковой поверхности конуса:

S-nRl. (254.2)
Площадь боковой поверхности конуса равна произведению дли

ны его образующей на половину периметра основания =
Задача. Найти площадь боковой поверхности правильной 

треугольной пирамиды высоты Іі, если плоский угол при верши
не пирамиды равен а.

Решение. Обозначим сторону основания пирамиды через а, 
апофему через Іі1 (рис. 397). Из треугольника МОП, учитывая, 
что отрезок ОН равен одной трети высоты основания, т. е. 
0П = - , имеем h\ — = Из треугольника MRB находим
û = 2/z1tg-^-. Подставляя а из второго равенства в первое, по

лучим
K'

Рис. 397.

и затем
2Л fg $

Отсюда площадь боковой поверхности

з 3ft2tg-TS = 4a/ii 1 , а
q iS" о• ]

Читателю предлагается привести ответ к виду 
£ 9/г- sin а

8 sin ^60°+sin ^60° —

255. Усеченный конус и усеченная пирамида. Если от пира
миды (или от конуса) отсечь часть плоскостью, параллельной 
основанию тела, то оставшаяся часть, заключенная- между секу- 

.щей плоскостью и основанием, называется усеченной пирамидой 
(усеченным конусом). На рис. 398 показана пирамида; отбрасывая 
ее часть, лежащую выше секущей плоскости, получаем усеченную 
пирамиду. Ясно, что малая отбрасываемая пирамида гомотетична 
большой пирамиде с центром гомотетии в вершине. Коэффициент 
подобия равен отношению высот: k — hJH, или боковых ребер, 
или других соответствующих линейных .размеров обеих пирамид. 
Мы знаем, что площади подобных фигур относятся, как квадраты
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линейных размеров; так, площади оснований 
(т. е. площади оснований усеченной пирамиды)

S, лї
h'ì

обеих пирамид 
относятся, как

(255.1)

Здесь означает площадь нижнего основания, a S2—площадь 
верхнего основания усеченной пирамиды. В таком же отношении 
находятся и боковые поверхности пирамид. Сходное правило 
имеется и для объемов. Объемы подобных
тел относятся, как кубы их линейных разме- М
ров\ например, объемы пирамид относятся, 
как произведения их высот на площади — /j il \ 
оснований, откуда нашеправило получается 
сразу. Оно имеет совершенно общий харак
тер и прямо следует из того, что объем всег
да имеет размерность третьей степени дли
ны. Пользуясь этим правилом, выведем 
формулу, выражающую объем усеченного 
конуса и усеченной пирамиды через вы
соту и площади оснований.

Пусть на рис. 398 показана усеченная 
пирамида с высотой h и площадями осно
ваний, равными Sj и S2. Если представить 
себе, что она дополнена до полной пирамиды, то коэффициент 
подобия полной пирамиды и малой пирамиды легко найти как 
k = y SjS^. Высота усеченной пирамиды выражается как = —
— /г2 = /г1(1—k). Теперь имеем для объема усеченной пирамиды 
(через Ѵ1 и Ѵ2 обозначены объемы полной и малой пирамид)

V = V,-Ѵ2 = V, ( 1 -k*} = 1 h1S1 ( 1 -k) ( 1 + k + k~),
но

hS\-k) = h, kS^VS^, 
и окончательно получаем формулу

V = |zI(S1 + |/rSÄ + S2). (255.2)

В частном случае полной пирамиды S,, = 0, V=y/tS; если
Sj = S2, то имеем объем призмы V — hS.

Та же формула, как видно из ее вывода, остается верна и
для конуса. Если даны радиусы R± и R2 оснований усеченного 
конуса, то S1 — nRl, S2 — nR%, и формула примет вид

Ѵ=у hÇRî + R^ + Rl). (255.3)
Выведем еще формулу площади о боковой поверхности пра

вильной усеченной пирамиды через периметры Рг и Р2 оснований 
и длину апофемы а' (рис. 398). Рассуждаем точно так же, как
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и при выводе формулы для объема. Дополняем пирамиду верх
ней частью, имеем P2 = kPlt a2 = kìa1, где k — коэффициент подо
бия, Рі и Р2—периметры оснований, а оу, оу—площади боковых 
поверхностей всей полученной пирамиды и ее верхней части 
соответственно. Для боковой поверхности найдем (пу и а2—апо
фемы пирамид, а = а2—а2 = а± (1 — £))

0 = 0, — оу = оу(1 — /е2) = уа1Р1(1— ¿)(1 + Ä).
Но аДІ—k)=a, Pi(l + k') = + P2, и окончательно имеем

o = ifl(P1 + Pa). (255.4)

Та же формула остается верной (вывод не изменится) и для 
усеченного конуса. Если радиусы оснований Rlt R2, а образую
щая I, то получаем

o = nl(Ri + R2). (255.5)
При R2 = 0 отсюда, в частности, имеем площадь боковой 

поверхности полного конуса, при Р1 = Р3—площадь цилиндра.
Задача 1. Основания усеченного конуса имеют радиусы, 

равные Ri и R2. Площадь его боковой поверхности равна сумме 
площадей оснований. Найти угол наклона образующих к плос
кости большего основания.

Решение. Образующая конуса находится как I =
(рис. 399), где а—искомый угол. Условие задачи дает нам 
равенство

л(^ + ^) = п^_^(Яі + /?2).

Отсюда cosa a — arccosRi-Ri 
Rï+RV

Ri-Ri

Задача 2. Найти объем усеченного конуса, если одно его 
основание вписано в основание куба с ребром а, а другое опи
сано вокруг противоположной грани того же куба.

Решение. Радиусы большего и меньшего оснований рав
ны a¡}/~2 и а/2 соответственно (рис. 400). Высота конуса а.
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Искомый объем

Упражнения

1. В правильной треугольной пирамиде боковое ребро равно I, а двугран
ный угол при ребре основания а. Найти боковую поверхность и объем 
пирамиды.

2. Найти полную поверхность и объем конуса, вписанного в правильный 
тетраэдр с ребром а.

3. Конус усечен плоскостью, параллельной его основанию, так, что вы
сота усеченного конуса равна одной четверти высоты полного конуса. Площадь 
боковой поверхности усеченного конуса равна площади его меньшего осно
вания. Найти угол наклона образующих к плоскости основания конуса.

§ 3. Шаровая поверхность. Шар
256. Шар и шаровая поверхность. Шаровой или сферической 

поверхностью называется геометрическое место точек пространст
ва, удаленных от. данной точки О (центра) на заданное расстоя
ние R (радиус). Все пространство по отношению к данной ша
ровой поверхности разбивается на внут
реннюю область (куда можно присоеди
нить и точки самой поверхности) и 
внешнюю. Первая из этих областей назы
вается шаром или сферой. Итак, шар — 
геометрическое место точек, удаленных 
от заданной точки О (центра) на расстоя
ние, не превышающее данной величины 
R (радиуса). Шаровая поверхность яв
ляется границей, отделяющей шар от ок
ружающего пространства.

Шаровую поверхность и шар можно 
получить также, вращая окружность (круг) 
вокруг одного из диаметров.

Рассмотрим окружность с центром О и 
радиусом R (рис. 401), лежащую в плоско
сти %. Будем вращать ее вокруг диаметра
АВ. Тогда каждая из точек окружности, например М, в свою оче
редь опишет при вращении окружность, имеющую своим центром 
точку Л40— проекцию вращающейся точки М на ось враще
ния АВ. Плоскость этой окружности перпендикулярна к оси 
вращения. Радиус ОМ, ведущий из центра исходной окружности 
в точку М, будет сохранять свою величину во все время вра
щения, и потому точка М все время будет находиться на сфе
рической поверхности с центром О и радиусом R. Шаровая 
поверхность может быть получена вращением окружности вокруг 
любого из ее, диаметров.
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Сам шар как тело получается вращением круга; ясно, что 
для получения всего шара достаточно вращать полукруг около 
ограничивающего его диаметра.

Исследуем вопрос о взаимном расположении шара и плоско
сти. Для этого, имея некоторый шар и плоскость À, опустим из 
центра шара перпендикуляр на плоскость. Если основание этого

перпендикуляра Л40 окажется вне 
шара (рис. 402), то остальные

точки плоскости и подавно будут лежать вне шара, так как они 
еще больше удалены от центра, чем основание перпендикуляра. 
В этом случае плоскость не имеет общих точек с шаром, она 
его не пересекает. Если основание перпендикуляра окажется на 
шаровой поверхности (рис. 403), то остальные точки плоскости, 
как и в предыдущем случае, будут лежать вне шара. Плоскость 
будет иметь одну общую точку с шаровой поверхностью; такая 
плоскость называется касательной к шару. Радиус, проведенный 
в точку касания, перпендикулярен к касательной плоскости.

Действительно, если плоскость 
имеете поверхностью шара един
ственную общую точку, то эта 
точка ближайшая к центру шара 
по сравнению с остальными точ
ками плоскости и потому служит 
основанием перпендикуляра, 
опущенного из центра шара на 
плоскость.

Если,наконец,основание пер
пендикуляра УИ0 окажется внут
ришара (рис. 404), то плоскость 
будет пересекать поверхность

шара, так как часть ее окажется внутри шара, а часть — вне. 
Исследуем линию пересечения такой плоскости с шаровой поверх-, 
ностью. Пусть расстояние ее от центра шара равно d, d<R. 
Тогда оказывается, что линия пересечения плоскости с поверх
ностью шара является окружностью с центром в точке /М„ и 
радиусом, равным г R2—d2. Для доказательства проведем
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через Ма произвольный луч уИ0Л4, лежащий в секущей пло
скости. Выходя из внутренней области шара во внешнюю, он 
пересечет поверхность шара в некоторой точке М. Рассмотрим 
треугольник ОМ0М с прямым углом при вершине Мп. Катет 
Л4ОЛ4 по теореме Пифагора будет равен У R2—d2. Впрочем, 
постоянство длины отрезка независимо от направления луча М0М 
в данной плоскости видно и без применения теоремы Пифагора 
(пользуемся равенством прямоугольных треугольников, имеющих 
общие катеты и равные гипотенузы). Теперь видно, что все точ
ки пересечения плоскости А с поверхностью шара лежат на од
ной окружности с центром Мд и радиусом, равным |//?2_d2. 
Напротив, любая точка этой окружности удалена от центра
шара на расстояние, равное / (/tf2-d2)2 + d2 = R, и потому 
лежит на поверхности шара (равно как и в плоскости А) и, 
значит, принадлежит рассматриваемой линии пересечения. Из 
этого видно, что линия пересечения — полная окружность, а не 
какая-либо часть ее.

Итак, если длина перпендикуляра, опущенного из центра О 
шара радиуса R на данную плоскость, равна d, то:

1) при d>R плоскость не пересекает шара;
2) при d = R плоскость касается шара в одной точке, радиус, 

проведенный в точку касания, перпендикулярен к плоскости;
3) при d<R плоскость пересекает шар по окружности, цент

ром которой служит основание перпендикуляра, опущенного из 
центра шара на плоскость, а радиус равен У R2—d2.

В частности, плоскость, проходящая через центр шара, пере
секает его по окружности максимально возможного радиуса, 
равного радиусу шара R. Такие сечения шара плоскостями, про
ходящими через его центр, называются большими кругами шара.

Задача 1. Два сечения шара радиуса 10 см параллельны
ми плоскостями имеют радиусы, равные 6 с.п и 8 см. Найти 
расстояние между секущими плоскостями.

Решение. Находим расстояние каждой из параллельных 
плоскостей до центра шара:

d,=Kl00—36 = 8аи, 
d2 = У 100 — 64 = 6 см;

в зависимости от того, лежит ли центр шара между плоскостями 
или нет, получаем два различных ответа к задаче:

d — 14 с/г, d — 2cM.
Задача 2. Расстояние между центрами двух шаров равно d; 

радиусы их R1 и R2. Найти радиус окружности, по которой они 
пересекаются.
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Рис. 405.

Решение. Искомый радиус служит высотой треугольника 
ОМОі (рис. 405). Площадь S треугольника ОМО± находится по 
трем сторонам OO± = d, Ru R2, и искомый радиус равен г — ‘¿.S/d.

Прямая линия также может занимать по отношению к шару 
три существенно различных положения. Именно, она может пе
ресечь поверхность шара в двух различных точках, не пересе
кать ее или иметь с ней одну общую точку. В последнем слу

чае она будет называться касатель
ной к шару.

257. Объем шара и его частей. 
Объем шара вычисляется на основа
нии следующего предложения.

Теорема. Объем, полушара ра
вен разности объемов цилиндра и ко
нуса, имеющих с полушаром общие 
основание и высоту.

Доказательство. Вос
пользуемся принципом Кавальєри.

Рассмотрим полушар радиуса R (рис. 406) и цилиндр, радиус и 
высота которого также равны R. На верхнем основании этого 
цилиндра построим конус высоты R, обращенный вершиной вниз. 
Вершина этого конуса попала в центр нижнего основания ци
линдра, а образующие наклонены к основанию под углом 45°. 
Нужно доказать, что объем тела, получаемого изъятием из ци
линдра вышеописанного конуса, будет равен объему полушара.

Рис. 406.

На рис. 406 оба тела—цилиндр с высверленной в нем кони
ческой воронкой и полушар—поставлены основаниями на одну 
плоскость и имеют равные высоты. В соответствии с принципом 
Кавальєри равенство их объемов будет установлено, если будет 
показано, что площади сечений обоих тел произвольной пло
скостью, параллельной плоскости их основайий, равны. Рассечем 
наши тела плоскостью, проведенной на любой высоте х,
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Имеем для сечения полушара
S = л (О2—х2)2 = л (7?2 — х2).

Сечение второго тела имеет форму кольца, и потому площадь 
его находится как разность площадей двух кругов:

5 = 5,—S2=nR2 —лх2 = л(7?2—X2).
Теперь мы видим, что площади обоих сечений равны при любом 
значении X, и, следовательно, равенство объемов доказано. Остается 
провести небольшое вычисление; объем цилиндра равен

Уцил = л7?2-7? = л7?3;
объем конуса составляет одну треть объема цилиндра, на долю 2
же их разности остается две трети объема цилиндра: V = ул7?3.

2
Таким образом, объем полушара равен у л/?3, и окончательно
для объема шара имеем фор
мулу

Рис. 407.

Ушара = у л7?3. (257.1)

Шаровым сегментом на
зывается часть шара, отсе
ченная от него плоскостью 
(рис. 407). Всякая плоскость, 
пересекающая шар, разби
вает его на два сегмента. Объ
ем шарового сегмента нахо
дится при помощи тех же рас- 
суждений из рис. 406, стоит
лишь взять не все тело («цилиндр без конуса»), а его часть, 
отсеченную плоскостью, параллельной основанию. Рассмотрим, 
например, шаровой сегмент, лежащий выше секущей плоскости, 
проведенной на высоте х от плоскости основания полушара, т.е. 
на расстоянии h = R—х от верхней точки полушара. Величина h 
называется стрелкой сегмента. Искомый объем будет равен раз
ности объемов цилиндра радиуса R с высотой h и усеченного 
конуса; так как радиус малого основания конуса равен x = R—h, 
то получаем для объема сегмента

Усегм = nR2h -[R2 + R (R-h) + (R—A)2].
Раскрывая скобки и упрощая выражениё, приведем его к виду 

(257.2)VcerM = ^(3R-h).
Эта формула выведена для сегмента, стрелка которого не 

превосходит радиуса шара. Она остается верна и для сегмента
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с любой стрелкой hi > R. Пусть сегмент со стрелкой hr = 2R—h 
— дополнительный к сегменту со стрелкой li<R. Вычислим его 
объем как разность ' объемов шара и сегмента со стрелкой Іі: 

V = R3—^(3R—IÏ).

Заменим здесь h через 2R—h^.

V = R3 — (R+hJ.

Раскрывая скобки и производя упрощения, получим
V = ^(3R-h1), (257.3)

т. е. точно такую же формулу, как и раньше.
Шаровым слоем. называется часть шара, заключенная между

двумя параллельными-секущими плоскостями (рис. 408). Объем

Рис. 408. Рис. 409.

шарового слоя можно найти как разность объемов двух шаро
вых сегментов, и запоминать отдельную формулу для его вычи
сления нет надобности.

Рассмотрим теперь конус вращения с вершиной в центре 
шара (рис. 409). Часть шара, лежащая внутри такого конуса, 
называется шаровым сектором. Шаровой сектор разлагается на 
два тела: шаровой' сегмент высоты h и конус высоты R—h. 
Читатель сам может доказать, что шаровая поверхность пересе
кается с конусом по окружности. Ее- радиус равен

Г = j/'R2—(R —Лр = K2Rft—Л2.

Плоскость этой окружности и разбивает сектор на две указан
ные части. Для объема сектора находим, пользуясь формулами, 
выражающими объемы сегмента и конуса:

Ѵсект = у (R-/i)(2R/i-/î2) + y/î2:(3R-/î) = -|b
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Если а—угол между осью и образующей конуса, то

h = R—7? cos а = 2R sin2 у 

и формула для объема сектора примет вид
Ѵсект = ^35іп2у ■ (257.4)

Понятие сектора шара обобщается на случай внешней области 
конуса (угол а заменится углом л—а = ап формула останется 
верной и для этого случая).

Задача 1. Найти объем сегмента, отсекаемого от шара ра
диуса R гранью вписанного в шар куба (при ее продолжении).

диаметром шара. Отсюда имеем для ребра куба а2 + а2 -h а2 = 4R2, 
a = 2R/yr3 (рис. 410). Стрелка сегмента, объем которого мы 
должны определить, равна

и по формуле для объема сегмента шара находим

V = (3R -ft) - . (2 + =2^ (9-4/3).

Задача 2. Найти объем шара, вписанного в правильную 
треугольную пирамиду с ребром основания, равным а, и плоским 
углом при вершине, равным а (рис. 411).

Решение. В этой,, как и в других аналогичных задачах, 
полезно использовать общее замечание, относящееся к вычисле
нию радиуса шара, вписанного в выпуклый многогранник (т. е. 
касающегося каждой из граней). Представим себе, что в центре 
шара мы поместим вершину ряда пирамид, основаниями которых 
будут грани многогранника. Радиус шара будет служить высотой 
каждой из этих пирамид. Тогда объем многогранника V можно
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вычислить как сумму объемов указанных пирамид; объем каж
дой из них будет равен одной трети произведения ее высоты 
(т. е. радиуса вписанного в многогранник шара) на площадь ее 
основания (т. е. на площадь соответствующей грани многогран
ника). Сумма объемов пирамид будет равна одной трети произ
ведения радиуса вписанного шара на полную поверхность мно
гогранника: V = ySn0JIi¿. В нашем случае площадь основания 
пирамиды (рис. 411)

с _ «2/3 .
*Jo 4 ’

площадь одной из боковых граней
о 1 1 , а а2 , аS1 = -a._actgT = ^-ctgy;

полная площадь поверхности пирамиды
S=4(K3 + 3ctg|).

Высота пирамиды ММ0, как катет треугольника ММ0/С, равна
Я= /(|etgi)'-(4i)‘_A /9ctg> 

Объем пирамиды

32

Рис. 412.

V=Ì>S*H=Ì /зctg-1-1.
Для радиуса вписанного шара нахо

дим

г = а-
j/3ctg^-l

2(/3+3ctg-|.) ѵ шара — з '

258. Площадь поверхности шара и ее ча
стей. Мы даем здесь очень простой, хотя 
и не совсем строгий вывод формулы для 
площади сферической поверхности; по своей 
идее он очень близок к методам интеграль
ного исчисления. Итак, пусть дан неко

торый шар радиуса R. Выделим на его поверхности какую-либо 
малую область (рис. 412) и рассмотрим пирамиду или конус 
с вершиной в центре шара О, имеющие эту область своим осно
ванием; строго говоря, мы лишь условно говорим о конусе или 
пирамиде, так как основание не плоское, а сферическое. 
Но при малых размерах основания по сравнению с радиусом 
шара оно будет весьма мало отличаться от плоского (так, на
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пример, при измерении не очень большого земельного участка 
пренебрегают тем, что он лежит не на плоскости, а на сфере). 
Тогда, обозначая через площадь этого участка — основание 
«пирамиды», найдем ее объем как произведение одной трети вы
соты на площадь основания (высотой служит радиус шара):

Если теперь всю поверхность шара разложить на очень большое 
число N таких малых областей о2, ..., cN, тем самым объем 
шара — на N объемов «пирамид», имеющих эти области своими 
основаниями, то весь объем представится суммой

Ѵ = Ѵі + • • • +Ъ/ = у # (аі+ • ■ • + <Ъѵ)> 

где последняя сумма равна полной поверхности шара:
Gl+ • • • + °W=axiiapa-

Итак, объем шара равен одной трети произведения его радиуса 
на площадь поверхности. Отсюда для площади поверхности имеем 
формулу

о =-^, или о = 4л/?2. (258.1)

Последний результат формулируется так:
Площадь поверхности шара равна учетверенной площади его 

большого круга.
Приведенный вывод пригоден и для площади поверхности 

сектора шара (имеем в виду только основание, т. е. сферическую 
поверхность, или «шапочки»; см. рис. 409). И в этом случае 
объем сектора равен одной трети произведения радиуса шара 
на площадь его сферического основания:

откуда находим для площади шапочки формулу
Gman = 2згТ?/і. (258.2)

Шаровым поясом (см. рис. 408) называют сферическую поверх
ность шарового слоя. Чтобы вычислить площадь поверхности 
шарового пояса, находим разность поверхностей двух сфери
ческих шапочек:

Gno»ca = ZnRh,,—2я1?/і2 =ь 2nR (Jh—hJ, 
или

стпояса = ZxRh, (258.3)
где —высота слоя. Итак, площадь поверхности шарового пояса 
для данного шара зависит только от высоты соответствующего 
слоя, но не от его положения на шаре.
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Задача. Боковая поверхность конуса, описанного вокруг 
шара, имеет площадь, равную полуторной площади поверхности 
шара. Найти высоту конуса, если радиус шара равен 7?0.

Рис. 413.

Решение. Введем для удобства угол а между высотой и 
образующей конуса (рис. 413). Найдем для высоты, радиуса 
основания и образующей конуса выражения

1 + sin а 
cos а

1 -+- sin а 
sin а ’H = R0 R = HÌga = R0

Н 1 + sina
cos а 0 sin a cos а '

Площадь боковой поверхности конуса равна

ПбоК. = nRl = n,R¿ (1 + sin a)2__
sina cos2a

1 + sina
0 sin a (J — sin a)

По условию задачи имеем уравнение

nRl I + sin a
sin a (1 —sin a) = і-’4л^о.

откуда для x = sina получается квадратное уравнение 
1+х = 6(х—X2); 6х2—5х+1=0;

решая его, имеем для sina два значения:
1 . 1 sin at = у, sina2 = y,

которым отвечают два решения поставленной, задачи:
ЯХ = ЗЯО, Я2 = 4/?о:,.

259. Понятие телесного угла. При измерении угла между 
двумя лучами на плоскости удобно рассматривать данный угол 
как центральный угол некоторой дуги окружности единичного 
радиуса. Тогда длина этой дуги и дает радианную меру цент
рального угла. Полный угол получает при этом меру, равную 
2я. Нечто сходное приходится проделывать, когда мы хотим 
ввести меру объемного, телесного угла, т. е. меру, показываю
щую «широту раствора» конической поверхности (рис. 414), долю 
пространства, которое попадает внутрь такой поверхности, по
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сравнению с полным пространством (полным телесным углом). 
При этом совсем не обязательно данный угол заключать в кру
говой конус: это может быть любой конус, или угол может быть 
многогранным (рис. 415). Для введения строгого понятия телес

ного угла возьмем сфе- 
с ру единичного радиу

са с центром в вершине

Рис. 415. Рис. 416.

угла (рис. 416). За меру телесного угла принимается площадь 
части поверхности сферы, лежащей внутри данного угла. Полный 
телесный угол измеряется всей площадью поверхности сферы, 
т. е. за его меру принимается 4л. Единицей телесного угла слу
жит стерадиан.

Задача. Найти телесный угол, ограниченный конусом вра
щения с углом при вершине осевого сечения, равным Ѳ (рис. 417).

Решение. Проведем сферу единичного радиуса с центром 
в вершине конуса. Задача сводится к вычислению площади ша
почки этой поверхности, лежащей внутри конической поверхности. 
Находим высоту стрелки соответствующего сегмента сферы:

/1 0 п ■ о 0/1=1 — cos = = 2 sin2 -г-.2 4
ѳПлощадь искомой поверхности равна 2л/і = 4л sin2. Итак, те-

лесныи угол при вершине конуса измеряется числом 4лзт-.-^ .
Если Ѳ > л, то формула дает меру внешнего телесного угла. При 
Ѳ = 2л получйм полный телесный угол (внешний угол по отно
шению к конусу, превратившемуся в луч).
Упражнения•

1. Найти объем и поверхность шара,'описанного около правильного ' тет
раэдра с ребром, равным я. ’■

2. Отношение объема, шара к, объему вписанногов него цилиндра равно 16/9. 
Определить угол между диагональю осевого сечения цилиндра и его осью.

3. Три параллельные плоскости рассекают диаметр шара на четыре равные 
части. Найти объемы частей шара; па которые оц разбит этими плоскостями.

4. Каким должен быть угол - наклона образующей к основанию конуса,
чтобы площадь, поверхности вписанного в него' шара делилась, окружностью, 
по которой шар касается конуса, в отношении 1:3? - . ..
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ЧАСТЬ ПЕРВАЯ

Глава I

§ 1. 1. а) 6; б) 7. 2. а) 360; б) 43 560. 5. а) 5 и 2/а; б) —5 и 3/6;
в) 0 и 0,376; г) —3 и 0,842. 6. а) 14,78125; б) 0,(2); в) 1,(468). 7. а) 163/111;
б) 41/12. 8. 0,01; 0,12%. 9. 658,28 < а0 < 658,64. 10. Цифры 6, 9 и 3 верные, 
а 5 и 8 сомнительные. 11. 32,2. 12. а) 0,58000; б) 78 100-10; в) 781-ІО3. 
15. (2, 3); (-2, -3); (-2, 3); (-3, 2). 17. А(-У~3, l); ß(-l,0); С (З, 0); 
ö(l, —1). 18. A (2, 0); ß(l, л); C (2, л/2); D ( /2, 5л/4).

§ 2. 1. а) 100; б) 1/84. 2. а) 3 f/ 9; б) 10 /ЇЇГ 3. а) З /З; б) 2^3^ 
4. а) 26/6; б) yG+/ 3. 5. а) 52,46; б) 1,690; в) 0,189.

§ 3. 1. а) 24; б) у-уЧ в) г) V’ 3. а) 2 /2 (cos+

+ ísiny); б) 2 У~2 Ç cos у+і sin ; в) 6 (eos у+/ sin у) ;

г) 5 (cos я + і sin л); д) 2 feos у+' sin yQ ; e) 2 ( cos sin \

ж) 2 Í cos-g—|- i sin -g- J; з) cos 42°+/ sin 42°; и) cos 249° + / sin 249°,

4. a) 8 (cos 49°+/sin 49°); 6) 15 (cos yy+i sin ; в) 2/. 5. a) 27 (cos 33° + 

+ /sin33°); 6) 1+/; в) —9; г) —64; д) 512 + 512 /3/;_ e) —1024;
ж) -2048-2048 /Зі. 6. а) -Ç-+|; /; -Ç-+|; -уАЦ: ~Ч 

•Ç—y; б) 1+/; /2~( cos 165° + / si n 165°) = - 1 + 1

V~2 (cos 285°+ / sin 285°) = ■ G в) /~2(1+і); /2(1-!);

/2(-1+/); /"2(—1—Z).

Глава II

§ І,- 1. а) 8; б) 3/4. 2. а) (х + і/+2) (х—1); б) (а + і) (а+с) (6 + с).
3. 25х4 + 40х3— 14х2—24х+9. 4. а1«+-|- а7+— а4+— а-\___5_-|__ L_ .
в) Ѣь^Гг?2?/х^~т + п. 6' Л=10; 25? Pq' 7< а) -^У/^+У3^ (z2+2)2i

§ 2. 1. а) 2 при х > 0, —2 при х < 0; б) при х > 1, 0 при х <-1;

в) ЛЛ °;Д,а) (2а-1)(/^+ї_а); б) (2 /З+З /1+ /30)/12; 
в) (Ух*-Уу*)І(х+у).
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Глава III

§ 1. 1. а) 2; б) 12; в) Ѵв; г) 3/8. 2. а)' Viel б) 2 У2; в) Vi«! г) 0,001;
д) 3. 3. а) 27; б) 16; в) 100; г) 11; д) 729; е) Ѵ2. 4. а) 729; б) 72. 5. а) “/зї 
б)’/is (logs я —log3 6); в) 37/60. 6-а) лг2я3/я; б) 2/3. 7. a) log2 (і/j/ö3); б)3/4.

§ 2. 1. а) 0,0897; б) 0,23; в) 0,1718; г) 227; д) 2,14. 2. а) 1,584; б)—1,61.

Глава IV

§ 1. 1. а) (—00, 3), (3, оо); б) (—00, —6], [6, оо); в) (—оо, + оо);
г) [—П. П]- 2. а) у= j/A-l; б) ' #=(2х+1)/(2 —у). 4. а) (/ = tg«,

и = Упх; б) у = и\ и— log2 х. 5. а) х2+у- < 4; б) > j’
§4. 1. Q(x)=x+1, R(x)=x —6. 2. а) Нет; б) да; в) да; г) нет.

3. а = —4, 6=1. 4.3; (х— I)3 (х +1).

Г л а в а V

§ 2. 2. а) хх = — 2, х2 = — 34; б) х1 = х2 — —11; в) хх = —Ѵ2, х2 = —7;
г) хх>2 =—4 ± 5і; д) хХ2=1±-^-. 3. а) 1) х—любое, если т = 0 и я = 0;

2) х=1, если /л = 0, я / 0; 3) хх — 1 ; х2=-^-, если яг / 0; б) хх=^~

а — b 1
х2 = 2 ; в) 1) х=2, если л = 0; 2) х± = 2, х2 — —, если а 0; г) 1) х —лю

бое, если д = 6 = 0; 2) X =а, если, а+ 6 = 0, а / 0; 3) хх =—1; x2 = ^^_a,

если а + 6 Ф 0; д) 1) х —любое, если а6 = лгя = ая + 6лг = 0; 2) х= ab
ап + Ьт ’

если лгл = 0; ал + блг^О; 3) х1=-^-, х2 = -^-, если лгл 0; 4) уравнение ре

шений не имеет, если лг = л = 0, ab 0. 4. а) х± =—j/^2o/2,
УУо , ys... .. , у? , Ѵ~1„

х2,з— і *, б) хХі2—і 2 > Аз,і і 2 l' 5- a) *i,2 ІЗ,
хзл=іі; б) х12 = 0, Хзл=і7і; в) хх 2= і 27, хзл= іЗі; г)хх>2=± /42/3, 

х3>4 = і і. 6. а) хх = —2, х23 = 1 ± /~3г, х4 = 3, х5|8 = — у і —Ч

б)х1>5=±3,ХзЛ=±Зі;хм=/2± /2 í, х7>8 = —/'г і У2і. 7.а)х1 = —1, 
ха = 2, х3 = 5; б) хх = —2, х2 3 = (7 ± /~7 і)/2. 8. а) х1>2 = 1,

1 і /~3 . л . 1 і У~5 , ,
х3,і—-2±—2-1'. б) хІ>2=------ g------> Аз,і = 1± V 2-

§ 3. 1. (0, 3). 2. (—2, 3, 5). 3. а) Система имеет бесконечное множе
ство решений; б) система не имеет решений; в) система имеет единственное 
решение. 4. (—1, 2), (—8/6, —2/б). 5. а) (17, —2), (—2, 17); б) (7, 2),
(-2, -7); в) (5, 3), (5, 3). 6. (2, 1), (-2, -1), (-1, -2), (1, 2).
7. а) (2, 3), (3, 2); б) (2, 2), (2, -2), (-2, 2), (-2, -2); в) (1, 2); г) (1, 2), 
(2, 1).

§ 4. 1. а) х = 5; б) х=2; в) х=0; f) хх—1, х2= —3; д) хх = 2, х2 = 3.
2. а) хх —— 1, х2 = 3/2; б) хх = 0, х2=1, х3 = 5. 3. а)хх = 0, х2 = 4; б) х = 3/2;
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в) х=1. 4. а) х = 4; б) х = 2; в) х = 4; г) xL= 1, х2 = 2. 5. а) (4, 2), (2, 1); 
б) (5, 4), (-9, 25); в) (2, 2), (8, Vs): г) (2, 3), (і/2, 3), (4, 3/2), (’/«, 3/а), 
д) (/2, 2), (/4/2, -3); е) (8, 16), (8 log3 2, 16 log^3).

Глава VI
§ 2. 1. а) (—оо, —4/3); б) решений нет. 2. а) (6, оо); б) решений нет. 

3. а) (—1, —2/з); б) [—1, 2]; в) решений нет; г) (—оо, —3), -(—2, —1); 
д) (-оо, 2]. 4. а) (—оо, —7), f/з, оо); б) (—od, »/»), (2, ~); в) (— оо, —3 , 
(2, 3); г) (-оо, -8), (—1, 0), [I, оо). 5. а) [4, оо); б) [-1, 3). 6. а) (1, 3); 
б) [1, оо). 7. а) (2, оо); б) (1, 3).

Глава VII

§ 2. 1. 87 или 69. 2. 4.
§ 3. 1. 0^=1, ? = —2/з или й1 = ’/ь, 9 = 2/з- 2. 7, —28, 112, —448.

п (П—1)
4. ûjOa ... a„ = ûîç 2 .

Глава VIII

§ 1. 1. а) 1 четверть; б) IV четверть; в) II четверть; г) III четверть;
д) II четверть; e) IV четверть; ж) IV четверть. 2. а) IV четверть; б) II чет
верть; в) III четверть; г) I четверть; д) IV четверть; e) I четверть.
3. а) п= — 1, а = 90°; б)л=1, а = 45 , в) «=—3, а=120°; г) л = 5, а = 0°;
д) п=—5, а = 49°.

§ 2. 1. а) Да; б) да; в) нет; г) нет; д) да; е) нет. 2. а)‘Да; б) да; в) нет; 
г) нет; д) да. 3. а) IV че4верть; б) II четверть; в) I четверть; г) III чет
верть; д) II четверть; e) III четверть. 4. 1) 0<а < л/2 (I четверть); seca 
монотонно возрастает, 1 < sec a < + оо; 2) л/2 < а<л (II четверть): seca 
монотонно возрастает, —оо < secasi—1; 3) л<а<3л,2 (III четверть):
seca монотонно убывает, —l^seca> — оо; 4) Зл/2 <а<2л (IV четверть): 
sec а монотонно убывает, + оо > sec а 1. Вообще 1 < | sec а | < + оо для 
любого а. 5. 1) 0 < а<л/2 (I четверть): coseca монотонно убывает,
Д-00 > cosecа^ 1; 2) л/2<а <л (II четверть): coseca монотонно возрастает, 
1 < cosec a < + оо ; 3)л<а<Зл/2 (111 четверть): coseca монотонно возра
стает, — оо < coseca<—1; 4) Зл/2<а < 2л (IV четверть): coseca монотонно 
убывает, —l^cosecaSï—оо. Вообще 1 < | cosec a.| < + оо для любого а. 
6. а) Нет; б) нет; в) да. 7. а) Нет; б) нет; в) да.

§ 3. 5. 1. 6. sin2а. 7. 0,48. 8. . 10. sina=± l//l+ctg-a,

cos а= ± ctg а/ У 1 + ctg2 a, tga=l/ctga. 11. cosa=^-3/6, tga=— 4/3, 
ctga=—3/4. 12. а) Нет; б) да.

§4. 1. sin.(—л/6)=—Vs, cos ( —л/6)= І/-3/2, ,tg ( —л/6)= — КЗ/З, 
ctg ( — л/6) = — /З, sec ( — л/6) = 2/ f/~3, cosec (—л/6) == — 2. 2. sin (—45°)= 
= -|<2/2, cos (-45°) =/2/2, tg(-45°)=-l, ctg(-45°)= -1,
sec( — 45°)= 2, cosec( — 45°)= — V~2- 5. а). Нечетная; б) ни четная, ни не
четная; в) ни четная, ни нечетная; г) чвтная; д) ни чртная, ни нечетная;
е) четная. 6. а), д), е), ж), з). 7. а) 2л; б) л; в) 4я; г) 2л; д) л; е) 2л;
ж) 2л; з) л; и) 6л; к) 30л; л) периодом является любое число (основного 
периода нет); м) 1.

§ 5. 1. a) cos36°; б) cos(n/4 + 3a); в) sin 37°; г) sin (л/5); д) ctg39°;
e) tg(n/4 + a/2); ж) tg53°3l'14". 2. а) -Ѵ2; б) с0з2°ЗН; в) 1; г). -1/Уз. 
3. —11/10. 4. а) 4; б) —1. 5. 1. 6. а) -і/2; б) - )<3/2; в) ' - 1 ; г) ctg 49° 
или tg41°. 7. 2(2— /1) « 0,54. ’
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Глава IX
Я

§ 1. 1. а) Область определения функции: х—любое, кроме х = -2-(2п+1).
Область изменения значении функции |secx|S=l; б) область определения 
функции: X —любое, кроме х = пп. Область изменения значений функции 
Icosecxl^l. 2. а) 0 < 1—cos 0,5 < 0,125; б) 0 < 1—cos 0,6 < 0,18;
в) 0 < 0,3-sin 0,3 < 0,0135; г) 0 < 0,4 —sin 0,4 < 0,032.

§ 2. 1. а) 0,6157; б) 0,6820; в) 0,5463.
3) рис. 420; 4) рис. 421; 5) у= cos | х | = ços х;
у=\ cos 1X11 = | cosxl 
12) рис. 427.

2. 1) Рис. 418; 2) 
6) рис. 422; 7) рис.

8) рис. 423; 9) рис. 424; 10) рис. 425; 11)

рис. 419; 
422, ибо 

рис. 426;
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Рис. 423.
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У,

Рис. 426.
Уі

1

i
íl-2^?2raS®J

•74 , Z 4 /74 .
-Zie 3i¿>^ i-К'х

Z ' "•i" ~z
о 7TX4 'w /Зк 2ії

Z 2 2

Рнс. 427.
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Глава X

§ I. 1. а) —0,259; б) -0,259; в) 0,268; г) 3,73.
§2. 2. А — g-j' Sjn x • 4. sin 4а = 4 sin а cos3 а —4 sin3 а cos а; eos 4а =

; cos4 а—6 sin2 а cos2 а + sin4 а. 5. cos3 2а. 6. sin-^=----- , cos^- =
/10

60
61 ’

= W' tgT=-3- 7- -4^- 10- sin a=

П. ^6.12. tg3a_

§3.1. (/3+/2)/4 = 0,79. 2.
r) 0,23; д) 0,72; e) 0,30. 3. cos3 2a. 5. Л = 1/8. 8. /3/2 » 0,87. 9. ».4.
10. 3. 11. 3.

§ 4. 1. 2 sin eos ^q- 2. 2 sin 0,8 cos 2,0.

Зя я sin 13,6 sin 87°54' 2
4- — -s)n^ösin 4Q‘ 5- cos 3,2 cos 10,4’ b’ cos91°45' cos 3^51' ' 7' siñT’

cos2 2x 
3tgg—tg3 а

cos a= — И 
61 ’

a) 0,061; б) 0,99; в) 0,03;

3. 2 cos 25° cos 15°.

8. 2 / 3 и 3,46.

2 /2 cos (у—а)

„ •9. -у- sin а. 10. 2 cos a sin За sin 5а.

cos4
11. cos а 12. / 3

sin 20° cos 50° ' 13. — cos 6a sin3 a.О
§5. 1. 2sinfa —у). 2. /2sin^a —yj. 3. 4 cos (y+y)sin ^у — у ) . 

4. 4sin(-j+|)sin(|--j). 5. 4sin(|+«)sin(-J'-a).

6.
2 /З: К)

cos 2a

7 4sin(|+«)sin (|~a)

cos-a
12 sin ^y — 4asin ^y+4a)

8.

10. 2 sin
cos2 4a

(4a—îXn- 2sin (2а-т).

9. 4 cos a sin (l+l) sin (|-y)-

. l;

Глава XI
: f

§ 1. ї. л/3. . 2. — Я/6. 3. 2я/3. 4. я/6. 5. — я/3. 6. я/4. 7. Зл/4.
8. я/6. 9. Рис. 428. 10. Рис. 429. 11. Рис. 430. 12. Рис. 431. 13. Рис. 431,
, І ■ - 1 І - 1ибо у — arcsin— =arcsin-;—г.

I X I lx I
§ 2. 1. a) 3/6; 6). 2 /2/3; в) /S/З; т) —З//Ї0; [д) /Ї5; е) 2//5; 

ж) /6/12; ’ з) —20/а. 2. а) — /3/2; б) /І5/8; в) —17/18; г) —40/9; 
д) /7/4; е) -3/8. 3. а) да; б) да. 4. а) /3/3; б) /ЇО/Ю. 6. а) 29/25; 
б) /2/2 + 3/j0; в) 0,4. 7. а) 1; б) я 0,44; в) —119/120; г) 4/2; д) 1; е) 0-
9. а) Да; б) нет; в) да; г) да; д) да; е) да; ж) нет; з) да.
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19 В. В. Зайцев и др.
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. ( О, если X > О, •
10. а) У=\ если х < 0 (рис. 432); б) у = п/2 на отрезке [0, 1] (рис. 433); 
в) у = х- — х+1 (рис. 434).

§ 3. 1. Рис. .435. 2. Рис. 
8. 7 — 2л. 9. я/3. 10. — я/4.

436. 3. 1. 4. л—3. 5. я —4. 6. 5—2я. 7. 6-2л. 
11. я/3. 12. —я/2. 13. я/2. 14. Зл/4.

Глава XII
§1. 1. х = ля + (—1)"я/3. 2. х = ля + (—1)" + 1я/6. 3. х = 2лл ± я/3. 

4. х=2ля ± Зя/4. 5. х=ля+я/6. 6. х = лл— я/3. 7. х = ля-|-я/3. 
8. х=лл + 5я/6. 9. х = 2ля ± 0,2. 10. х=лл—0,7. 11. х = (л + 1) я — 0,3316.
12. х = ля + (—1)п + 1я/6. 
15. х= ля+ arcctg (2/|/У).

13. х = 2ял±я/3.
2л 516. х = _л±-я.

14. х = лл + arctg (3/2) 
,, ял , яH. X=-g-±-g-.

18. х =

§ 2.
8 1 ’ 48

Х! = ял + л/4 и х2 = лл —arctg (3/2. . „ ___2. Х!=ял+п/4 и
х2 = ял + arctg 3. 3. Х! = 2ял+я/3 и хг = (2л+1)я. 4. х = 2лл±2я/3.
5. xt=nn+(—1)" arcsin (2/6) и х2 = лл + (—l)" + l arcsin (3/7). 6. х=ял + 
+ (—1)" arcsin (Ѵб). 7. Уравнение решений не имеет. 8. хх = 2лл + 2я/3 и
х» = 2ял+агссоз (59/62). 9. х = ял —arctg (Ѵз). 10. х=ял ± 1/2 arccos (l/3).
11. х=ял/2. 12. х1 = лл и x2 = nn + arctg 2. 13. х,=2лл, х2 = 2лл + л/2 и 
х3=ял—я/4. 14. Х! = (2л+1)я и х2 = лл + (—1)пя/3. 15. х=лл/4 (если
л 4А+2,

ял .(_!)„

где
я
24’

*=0, ±1, ±2, ...).

17. X, =2лл

16. хі —Ïq (2л+ О

х2=і7(2л + 1). 18. X 2я
Т7

2лл и х„ = -=- л.

19. х1»^Ь(4л-}-1) и х2=-^-(4л+1). 20. х = — я/2 + 2ля. 21. Х! = 2ля +

+ 2arcctg2 и х2 = (2л+1)я. 22. х1 = 2лл и х2 = 2ля-|-2я/3.
§3. 1. х = -^-(4л — 1) + (—1)п arcsin 2. х = -^-(6л—1) + (—1)''-^-.

3. х=^(4л-1) + (-1)" + і|. 4. х = | (6л-1)+ (-!)«£=

= £{(6л-1) + (-1)л]. 5. x = J¡[2 (Зл+1) + (-!)"]. 6. х = ял/4. 7. х1=ял/15

и хі = лпП. 8. х = ял/4. 9. хг = ял/І7 и х2 = ял/7. 10. х£ = Д(2л + 1) н 

Х2 = у^(2я+І). 11- х1=-^-(2л + 1) и х., = Д(2л+І). 12. xt = ^- и
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х2=^(2л + 1). 13.х=у (2л+1). 14. х=^(2л+1). 15. х = ± 16. Урав-
30' 

ял
17. хі = _2_ 11 Хз

12
:^(2л+1). 18. х1=Л(2л+1),нение не имеет решении. 

х2=-^(2л+1) и х3 = ^(2л+1). 19. х = лл±л/4. 20. х = ля/2 + (—1)п я/4. 

21. х1 = лл/3, х2 = ял ± arccos У2/3. 22. х = ля/3. 23. хх = 2лл, х2 = ял + яУ4, 
х3=(—1)" arcsin -^-руД + ял—у. 24. (2ля + л/2, —2лл) и (2лл, л/2 — 2лл). 

25. Система не имеет решений. 26. (360°к ± 30°+30°, 360°é±30°—30°). 
27. х„ = лл+у ± у arccos (2а — cos b), уп = — пл-\- — — arocos (2а — cos b),

если I 2а — cos b ] < 1.

у,і = 90°л + (— 1 )" 30° - 30°.
л ял , , . 1

у„= -¡2—) arcsm 4

28. х„ = 90°я + (— 1)”-30о+30о,
по зтм » л і , .. 1 . 1
29. *п = -2-+Ї2+(—1)" у arcsin у ,

30. Частное решение: х = л/3, у=л/2. 
31. Частное решение: х = — я/6, у = пІ9.

И !. ^2лл—í-л, 2яя-(-у^.

3. ^2лл —у л, 2ял-|- у л^ . 4. ^2лл + у , 2лл -(-у л) . 5. |\л+у , ля+у

§4. 1. ^2лл + у, 2ля + -

( л ля-f-arctg- зх 52лл + у , 2ял + уя

в Г2п+’ i18. —у—я+у arcsin у,

1-Пmyj, 9.(я+ 1) л—g" arcsin

10. л , лл 
< X < — •

1
7.

2 л+1

TarctgYH 4

2
лл 

лл , 1

»+4] " [

-arctg у-<

я
(л+1)я— J2>

;х< лл+arctg 2_
5 ’

лл
4 arctgy < х< 4 8 ’4 8

ЧАСТЬ ВТОРАЯ

Глава XIII
§ 2. 2. 67:150. 4. 15d/I4, 13d/14. 5. 20°. 6. 4 сек. 7. л/6 я 0,5236; 

5л/12 я 1,3090; л/135 я 0,02327. 8. 106°34'12"; 175°53'53".
Глава XV

§ 3. 2. 1%, 2%, 4%, 5ь/„ 7%, 8%. 3. 24 см.
Глава XVI

§ 1. 1. 9%, 11%, 13, 14%, 16%, 2. 8, 9, 15. 3. аЬ/(а+Ь).
§ 3. 1. 20 см.

Глава XVII
§ 1. 1. 160^_2. 40°, 80°, 60°. 3. тпЦт-п). 4. 2 arctg 2.
§2. 1. У3/5, К2/5 . 2. /aô/2.

a&|a3—ô2| 33 70
5. о, — ,4.

4(а3 + 63) 13 ’ 
10

42
5

3. 54 /У, 18 /У.
, , 9. 6. 8, Кв9 ± 40 /У. 7. /76.

8. V 41—20/У; 9+ JA)! — 20 УЗ

99 
13 ’
9. р- -а, р — Ь, р—с.

19
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§ 3. 1. а) 0,4071; б) 0,7733; в) 0,9202, 2. а) 51°16'43"; б) 40о25'5'’. 
3. а) 20’26'6"; б) 38°20'. 4. а) 6 = 15,39, с = 25 и 0 = 38°; б) с = 3126. 
Л = 17°45' и ß = 72°15'; в) о=17,0, 6=12,82 и Л = 53°; г) 6 = 692,9; 
Л = 19°33' и ß = 70°27'.

5.

JÍ2 а b С А в С

а) (30) 69,82 87,26 (18°) (46°) 116°
б) (23,4) 24,04 2,249 (70°36')

27°57'
(104°12')
120°03'

5°12'
в) (40,6) (75,0) 45,90 (32°)
г) (51,3) (2.1,2) 31,08 157°20' 9°10' (13°30')
Д) (31) (31) 38,17 (52°) 52° 76°
е) (31) (22) 13,91 (95°) 45° 40°

ж) (15,4) (30,8) 1 42,74
1 16,65

(15°24') Í 32°05' 
t 147°55'

1 132°31' 
) 16°41'

з) (1.45) (2,34) — (72°45')
18°І2'

* —
И) (20) • (35) (50) 33°08' 128°40'
К) (0,618) (1,173) (1,728) 11°00' 21°15' 147°45'

Глава XVIII

§ 1. 2. 1:4; 1:2; 3:4. 3. /? 2 — /2+/Т
к о « гт 20л 40л§ 2, 1. Дуги

3 /3 ’
200л 25 0 i л
“9-+W U

площади сегментов 100 л 25
КЗ-3 /3 ’

Глава XIX

§ 2. 1. arcsin (ѴД. _2. arcsin (2 К2/3)- 3. а У~26/6.
§ 4. 3. arccos (і/ КЗ )•

Глава XX

§ 1. 1. arcsin
Kl + ctg2 а + ctg2 ß '

on І о . . о , Q cos ß sin ß ìа = 2Q < cos ß + sin ß4—4------ 1--------  > ,I 1 a- sin а )
<p = arctg ( KT/4)-

2. V=— sin ß cos ß, а 1
3- arctg^‘ 4. 6 = а/б/2,

§ 2. I. o =

Ѵ = аз
108

З/З Z2 cos a 
4 cos2œ4-sin2a ’

3. arccos -g- .

Кз /3 cos2 а sin а 
(4 cos2 а4- sin2 а)*/•

2. ст =ла2

s , , „ Зла2 л -,/Э , КіЗ —1§ 3, I. а = —g—, V — — у — а3. 2. 60 или arccos —--------
, 5л/?3 11л/?3
3- "24“ ’ ~^4~- 4- 60 •

4



ПРИЛОЖЕНИЯ

Приложение I
Тригонометрические функции

X
(радианы 

или числа)
sin X lg X ctg X COS X

I II III IV V VI VII vin

0 0,0000 0,0000 0,0000 1,0000 1,5708 90
1 0,0175 0,0175 0,0175 57,29 0,9998 1,5533 89
2 0,0349 0,0349 0,0349 28,64 0,9994 1,5359 88
3 0,0524 0,0523 0,0524 19,08 0,9986 1,5184 87
4 0,0698 0,0698 0,0699 14,30 0,9976 1,5010 86
5 0,0873 0,0872 0,0875 11,43 0,9962 1,4835 85
6 0,1047 0,1045 0,1051 9,514 0,9945 1,4661 84
7 0,1222 0,1219 0,1228 8,144 0,9925 1,4486 83
8 0,1396 0,1392 0,1405 7,115 0,9903 1,4312 82
9 0,1571 0,1564 0,1584 6,314 0,9877 1,4137 81

10 0,1745 0,1736 0,1763 5,671 0,9848 1,3963 80
11 0,1920 0,1908 0,1944 5,145 0,9816 1,3788 79
12 0,2094 0,2079 0,2126 4,705 0,9781 1,3614 78
13 0,2269 0,2250 0,2309 4,331 0,9744 1,3439 77
14 0,2443 0,2419 0,2493 4,011 0,9703 1,3265 76
15 0,2618 0,2588 0,2679 3,732 0,9659 1,3090 75
16 0,2793 0,2756 0,2867 3,487 0,9613 1,2915 74
17 0,2967 0,2924 0,3057 3,271 0,9563 1,2741 73
18 0,3142 0,3090 0,3249 3,078 0,9511 1,2566 72
19 0,3316 0,3256 0,3443 2,904 0,9455 1,2392 71
20 0,3491 0,3420 0,3640 2,747 0,9397 1,2217 70
21 0,3665 0,3584 0,3839 2,605 0,9336 1,2043 69
22 0,3840 0,3746 0,4040 2,475 0,9272 1,1868 68
23 0,4014 0,3907 0,4245 2,356 0,9205 1,1694 67
24 0,4189 0,4067 0,4452 2,246 0,9135 1,1519 66
25 0,4363 0,4226 0,4663 2,145 0,9063 1,1345 65
26 0,4538 0,4384 0,4877 2,050 0,8988 1,1170 64
27 0,4712 0,4540 0,5095 1,963 0,8910 1,0996 63
28 0,4887 0,4695 0,5317 1,881 0,8829 1,0821 62
29 0,5061 0,4848 0,5543 1,804 0,8746 1,0647 61
30 0,5236 0,5000 0,5774 1,732 0,8660 1,0472 60
31 0,5411 0,5150 0,6009 1,6643 0,8572 1,0297 59
32 0,5585 0,5299 0,6249 1,6003 0,8480 1,0123 58
33 0,5760 0,5446 0,6494 1,5399 0,8387 0,9948 57

COS X ctg X tgx sin X
X

(радианы Xoили числа)
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П родолжение приложения !

л°
.V

(радианы 
или числа)

sin X tg X ctg X COS X

I II III IV V VI VII vin

34 0,5934 0,5592 0,6745 1,4826 0,8290 0,9774 56
35 0,6109 0,5736 0,7002 1,4281 0,8192 0,9599 55
36 0,6283 0,5878 0,7265 1,3764 0,8090 0,9425 54
37 0,6458 0,6018 0,7536 1,3270 0,7986 0,9250 53
38 0,6632 0,6157 0,7813 1,2799 0,7880 0,9076 52
39 0,6807 0,6293 0,8098 1,2349 0,7771 0,8901 51
40 0,6981 0,6428 0,8391 1,1918 0,7660 0,8727 50
41 0,7156 0,6561 0,8693 1,1504 0,7547 0,8552 49
42 0,7330 0,6691 0,9004 1,1106 0,7431 0,8378 48
43 0,7505 0,6820 0,9325 1,0724 0,7314 0,8203 47
44 0,7679 0,6947 0,9657 1,0355 0,7193 0,8029 46
45 0,7854 0,7071 1,0000 1,0000 0,7071 0,7854 45

COS X ctg X tg X sin X
X

(радианы л»или числа)

Приложение 11

Тригонометрические функции

X
(радианы 

или числа)
sin X COS X tg X

X
(радианы 

или числа)
sin X COS X tg X

I II III IV I H III IV

0,0 0,0000 1,0000 0,0000 0,9 0,7833 0,6216 1,2602
0,1 0,0998 0,9950 0,1003 1,0 0,8415 0,5403 1,5574
0,2 0,1987 0,9801 0,2027 1,1 0,8912 0,4536 1,9648
0,3 0,2955 0,9553 0,3093 1,2 0,9320 0,3624 2,5722
0,4 0,3894 0,9211 0,4228 1,3 0,9636 0,2675 3,6021
0,5 0,4794 0,8776 0,5463 1,4 0,9854 0,1700 5,7979
0,6 0,5646 0,8253 0,6841 1,5 0,9975 0,0707 14,101
0,7 0,6442 0,7648 0,8423 1,6 0,9996 —0,0292 —34,233
0,8 0,7174 0,6967 1,0296
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Абсолютная величина вектора 249
-------действительного числа 34
-------комплексного числа 60
Абсцисса 42
Аксиома 13
— о параллельных прямых 403 
Алгебраическое выражение 70 
  дробное 79
------- иррациональное 79
—■ — рациональное 70
------- целое рациональное 70
Алгоритм Евклида 27, 389
— извлечения квадратного корня 53 
Аналитическое выражение 104 
Апофема правильного многоугольника

502
— правильной пирамиды 554
Аргумент комплексного числа 64 
■----------- , главное значение 64
— функции 102
Арифметическая прогрессия 238 
------- , разность 238
-------, сумма п членов 240
-------, формула общего члена 239
Арккосинус 321
Арккотангенс 324
Арксинус 319
Арктангенс 323
Асимптота графика функции 108 
Асимптоты гиперболы 122 
Аффикс точки 62

Бесконечно большая 234
— малая 235
Бином Ньютона 75
— —, треугольник Паскаля 76 
Биссекторная плоскость двугранного

угла 529
Биссектриса треугольника 422
— угла 407

Вектор 249
—, абсолютная величина 249 
—, длина 249 
—, направление 249
— нулевой 249
—, проекция на ось 250 
—, равенство 249
— свободный 250
Величина 101
— абсолютная 34, 60, 249
— независимая 102
— переменная 101
— постоянная 101

Гексаэдр 536
Геометрическая прогрессия 242
------- бесконечная 242
-------бесконечно убывающая 247
--------------- , сумма 247
-------, знаменатель 242
------- конечная 242
-------, сумма п членов 245
-------убывающая 242
— —, формула общего члена 243 
Геометрическое место точек 407 
 , равноотстоящих от концов

отрезка 402
----------- , равноудаленных от сторон

угла 407
Гипербола равнобочная 122
-------, асимптоты 122
-------, ветви 123
-------, оси симметрии 123
------- , центр симметрии 123
Гипотенуза 430
Гомотетия 452, 548
График дробно-линейной функции 133
— квадратичной функции 119, 130
— квадратного трехчлена 130
— линейной функции 116 
 , начальная ордината 117
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График линейной функции, угловой 
коэффициент 116

— логарифмической функции 127
■— обратной пропорциональной зави

симости 121
------- функции ПО
— показательной функции 126
— прямой пропорциональной зависи

мости 115
— степенной функции 120, 124 
■— функции 104
-------, преобразование симметрии 136
-------, растяжение 135
■------ , сдвиг 128
-------, сжатие 128
Графики косинуса и синуса 291
— котангенса и тангенса 293
— обратных тригонометрических функ

ций 320, 322, 323
—, сложение 139
— функций ¡/(х)1, f(|x|), |/(|jc|)| 136 
Графическое решение неравенств 212 
  уравнений 157

Движение 384
Деление многочленов с остатком 142
— натуральных чисел с остатком 23
— отрезка на пропорциональные части 

448
----------- равные части 442
------- пополам 415
Делитель общий наибольший 23
— ----нескольких чисел 22
— числа 20
Детерминанты второго порядка 177 
Диаметр 411
Дискриминант квадратного трехчлена 

131
------- уравнения 166
Длина окружности 509
— отрезка 388
Додекаэдр 537
Доказательство от противного 15 
Дробная часть числа 26 
Дробь алгебраическая 79
— десятичная 28
------- бесконечная непериодическая 32
-----------  периодическая 29
------- , обращение в обыкновенную 29
— несократимая 26
—, обращение в десятичную 29 
Дуга окружности 394, 411
-------, градусная мера 251, 394
-------, длина 509
-------, радианная мера 259, 394
•------ , стягивающая хорда 411

Единица масштаба 40 
Единичная окружность 256 
Единичный радиус-вектор 256

Задачи на построение 414, 520
-----------  основные 414
-------- — перпендикуляров 415
----------- , применение подобия 460
----------- , проведение касательных к

окружности 469
----------- , сегмент, вмещающий данный

угол 465
----------- • углов 417
Закон дистрибутивный (распредели

тельный) 20
— сложения ассоциативный (сочета

тельный) 20
-------коммутативный (переместитель

ный) 19
— умножения ассоциативный (сочета

тельный) 20
-------коммутативный (переместитель

ный) 19
Знак радикала 49
Знаков правило 25

Извлечение квадратного корня из ком
плексного числа 188

----------- приближенное 52 '
Икосаэдр 537
Индукция математическая 17 
Инструменты геометрические 414 
Интервал 102
— бесконечный 102
— замкнутый 102
— знакопостоянства функции 108
— монотонности функции 107
— открытый 102
Интерполяция линейная 483
— обратная линейная 486 
—, частная задача 483

Касательная к кривой 410 
-------окружности 410
— плоскость к шару 560
Катет 430
Квадрант 42
Квадрат 436
— разности 74
— стороны, лежащей против острого 

угла 474
-------,------- тупого угла 474
— суммы 74
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Квадратный (квадратичный) трехчлен 
114

Кольцо целых чисел 25
— числовое 25
Конус 548
— вращения 550
— —, объем 553
------- , площадь боковой поверхности

556
—, объем 553
— прямой круговой 550
— усеченный 556
------- , объем 557
■— —, площадь боковой поверхности 

558
Координата точки (на оси) 40 
Координатная плоскость 41 
Координаты декартовы прямоугольные

41
----------- , перенос начала 43
— полярные 44
------- , ось 44
— —, полюс 44
■------- , полярный радиус 44
Корень алгебраического уравнения 159
----------- кратный 148, 159
----------- простой 148,- 159
----------- рациональный 168
----------- целый 167
— из действительного числа 49 
 комплексного числа 67
— квадратный 49, 53
— кубический 49
— уравнения 151
-------посторонний 154
— функции 106 '
Корни алгебраического уравнения ком

плексно-сопряженные 159, 166
— из алгебраических выражений 81 
  подобные 82
Косеканс 255
Косинус 255
Котангенс 255
Кратное общее наименьшее 24 
------- нескольких чисел 24
— числа 20
Круг 411
—, площадь 511
—, сегмент 411
—, сектор 411
Куб 537

Лемма 13 
Линейка 414 
Линия 379

Линия кривая 379
— ломаная 382
— прямая 379
■— центров 412
Логарифм десятичный 94
-------, мантисса 95
-------- , таблицы 94
-------, характеристика 95
— корня 90
—, основание 87
— произведения 89
— степени 90
— частного 90
— числа 86
Логарифмирование 89
— неравенств 92
Логарифмы по различным основаниям 

93
----------------, модуль перехода 93, 99
Ломаная 382
— выпуклая 382
—, длина 390
— замкнутая 382
—, звенья 382
— объемлемая 391
— объемлющая 391
—, стороны 382
Луч 379

Максимума точка 157
Мантисса десятичного логарифма 95 
Масштабный отрезок 40 
Матрица 177
Медиана треугольника 425 
Минимума точка 107 
Мнимая единица 57
— часть числа 58
Многогранник 535
—, вершины 535
— выпуклый 535
—, грани 535
— правильный 536
—, ребра 535
Многоугольник 383
—, вершины 383
—, внешние углы 384
—, внутренние углы 373
— выпуклый 383
------- , сумма углов 499
—, подобие 500
— правильный 502
------- , апофема 502
-------, вписанная окружность 502
-------, описанная окружность 502
------- , периметр 503
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Многоугольник правильный, площадь 
504

------- , радиус 502
-------, удвоение числа сторон 505
------- , центр 502
Многочлен (алгебраическое выраже

ние) 73
—, умножение 73
—, — на одночлен 73
— (ц. р. ф.) 114
Множество 13
— числовое 101
Модуль вектора 249
— действительного числа 34
— комплексного числа 60
— перехода 93, 99

Наибольший общий делитель (н. о. д.) 
23, 27

Наименьшее общее кратное (н. о. к.) 24 
Наклонная 401, 523 
Натуральный ряд 18 
Начало координат 41 
Неравенство 203
— алгебраическое 208
-------высшей степени 219
—, возведение в степень 205 
—, вычитание 207
—, графическое решение 212
— для модуля суммы 207
------- разности модулей 208
—, знаки 203
— иррациональное 222
— квадратное 217
— линейное 214
-------, система 215
— логарифмическое 224
— между средним арифметическим и 

средним геометрическим 209
-------X, sin х, tg X 286
—, множество решений 211 
—, несимметричность 203
— показательное 223
—, равносильность 211
— рациональное 220
—, решение 211
— с двумя неизвестными 225 
—, сложение 206
—, смысл 203
—, транзитивность 203
— тригонометрическое 374 
—, умножение 207
Нуль функции 106

Область допустимых значений 71
— изменения величины 101

Область изменения функции 102
— определения (существования) функ

ции 102, 112
Обращение десятичной дроби в обыкно

венную 29
— обыкновенной дроби в десятичную 29 
Объем, измерение 398
— конуса 533
— пирамиды 533
— призмы 544
— прямоугольного параллелепипеда'

398, 543
— тела, принцип Кавальєри 543
— усеченного конуса 557
— усеченной пирамиды 557
— шара 563
— шарового сегмента 563 
  сектора 565
------- слоя 564
Одночлен 73
Окрестность точки 102
Округление чисел 37
Окружности, взаимное расположение

413
—, внешнее касание 414
—, внутреннее касание 413
— концентрические 412
—, общие касательные 469 
—, пересечение 413 
Окружность 408 
—, диаметр 411 
—, длина 509 
—, — дуги 509
— и прямая, взаимное расположение

177
—, касательная 409, 469
—, радиус 408
—, хорда 411
—, центр 408
Октаэдр правильный 537
Определитель второго порядка 177
----------- , главная диагональ 177
----------- , побочная диагональ 177
-------—, элементы 177
Ордината точки 42
Освобождение от иррациональности 

в знаменателе 84
----------------числителе 85
Основная теорема алгебры 147 
Остаток от деления целых рациональ

ных функций 142
-----------  чисел 27
Ось 40
— абсцисс 41
— действительная 62
— координатная 40
— котангенсов 258
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Ось мнимая 62
— ординат 41
— полярная 44
_ симметрии отрезка 402 
-------угла 407
— тангенсов 256
— числовая 40 
Отрезки, вычитание 387
— несоизмеримые 389 
—, общая мера 389
—' пропорциональные 447 
—, сложение 387
— соизмеримые 389 
Отрезок 379
—, длина 388 
—, измерение 387

Парабола 120, 124, 130
—, вершина 120
— кубическая 121
—, ось 120
— полукубическая 124
— четвертой степени 121
Параллелепипед 542
— прямой 542
— прямоугольный 542
-------, диагональ 542
------- , измерения 542
— •— объем 398, 543
Параллелограмм 433
—, высота 434
—, диагональ 433
—, основание 434
—, площадь 443
—, сумма квадратов диагоналей 443 
Пентаэдр 536 
Переменная 101
— независимая 102
—, область изменения 101 
Перенос системы координат 43 
Период десятичной дроби 29
— функции 271
------- основной 272
Пирамида 548
—, объем 553
— правильная 549
------- , апофема 554
-------, площадь боковой поверхности

555
—, углы при вершине 549 
—,-------основании 549
— усеченная 556
-------, объем 557
-------, площадь боковой поверхности

558

Плоскости взаимно перпендикулярные 
530

—, взаимное расположение 518
— параллельные 518
Плоскость 380
—, касательная к шару 560 
Площадь боковой поверхности конуса

556
-----------  правильной пирамиды 555
----------- призмы 545
-----------  усеченного конуса 558
----------- усеченной пирамиды 558
-------------- цилиндра 546
—, измерение 396
— круга 511
—, основные свойства 396
— параллелограмма 443
— поверхности шара 567
------- шарового пояса 567

■— правильного многоугольника 503
— прямоугольника 397
— прямоугольного треугольника 444
— ромба 443
— сегмента круга 513
— сектора круга 512
— трапеции 445
— треугольника 444, 476, 488 
Поверхность 380
— коническая 547
— призматическая 539
— сферическая 559
— цилиндрическая 539
— шаровая 559
Погрешность абсолютная 35
— округления 37
— относительная 36
— произведения 39
— суммы 39
Подобие 451, 457
—, коэффициент 452, 457
— многоугольников 500
■— треугольников 458
------- , признаки 458
Подобные члены 73
-------, приведение 73
Показатель степени 47
Поле действительных чисел 35
— комплексных чисел 62
— рациональных чисел 26
— числовое 25
Полином (алгебраическое выражение) 

73
— (целая рациональная функция) 114 
Полукруг 411
Поправка 484
Последовательность 228
— бесконечная 228
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Последовательность бесконечно боль
шая 234

------- малая 235
— возрастающая 229
— конечная 228
— монотонная 229
— невозрастающая 229
— немонотонная 229
— неубывающая 229 
—, общий член 228
— ограниченная 230
— постоянная 230 
—, предел 231
— расходящаяся 233
— сходящаяся 233
Построения геометрические 414, 520 
Постулат 13 
Потенцирование 91 
Предел последовательности 231
— произведения 237
— суммы 236
— частного 238 
Преобразование подобия 452
------- второго рода 450
------- , коэффициент 452
-------первого рода 452
— —, центр 452
Преобразования тождественные 72 
Приближения десятичные 33 
Призма 540
—, высота 541
—, нормальное сечение 540, 545 
—, объем 544
—, площадь боковой поверхности 545
— правильная 541
— прямая 541
Признаки делимости 21, 22 
Принцип Кавальєри 543 
Промежуток 102 
Пропорциональные отрезки 446 
-------в круге 467
----------- прямоугольном треугольнике

470
------- , построение 448
Прямая 379
— и плоскость, взаимное расположе

ние 515
— — —, параллельность 516 
 , перпендикулярность 522
— пропорциональная зависимость 115 
Прямоугольник 434
—, площадь 398
Прямые в пространстве, взаимное рас

положение 514
взаимно перпендикулярные 392, 400, 

515
— параллельные 402, 515

Прямые скрещивающиеся 514 
------- , общий перпендикуляр 526

Равенство тел 386
— треугольников, признаки 425
— фигур 384
Равносильность неравенств 211 
—■ уравнений 152 
Радиан 394
Радиус-вектор точки 251
Радиус подвижный 251
— полярный 44
Разложение на множители 78, 149 
Разность квадратов 75
— косинусов 312
— кубов 75
— синусов 312
— табличная 482
— тангенсов 313
Расстояние между двумя точками, фор 

мула 299
Ромб 435
—, площадь 443

Сегмент круга 411
-------, площадь 512, 513
------- , стрелка 513
Секанс 255
Сектор круга 411
-------, площадь 512
Секущая 410, 467
—, внешняя часть 467
—, теорема о произведении отрезков 

467
Синус 255
Синусоида 291
Система линейных уравнений 173
--------- —, исследование 178, 181
-----------  неопределенная 179
-----------  несовместная 178
-----------  определенная 178
— ------- , решение 174, 175, 178
----------- , — методом подстановки 175
----------- , — с помощью определите

лей 178
— счисления 18, 19
— Тригонометрических уравнений 366
— уравнений 155
-------второй степени' 186
-------высших степеней 188
- ----- , решение 155
------- , состоящая из уравнения второй

степени и. линейного уравнения 183 
Следствие уравнения 152
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Соответствие 13
Степень с действительным показателем 

52
-------натуральным показателем 46
-------нулевым показателем 47
— — рациональным показателем 51 
 целым отрицательным показа

телем 47
Стерадиан 569
Сумма косинусов 312
— кубов 75
—■ синусов, 312
— тангенсов 313
Сфера 559
Схема Горнера 145

Таблицы функций 95, 481, 581 
Табличная разность 481 
Тангенс 255 
Тангенсоида 293 
Тело 380
— призматическое 540
— цилиндрическое 541
Теорема 13
— Безу 146
— Вейерштрасса 234
— Виета 164, 165
— косинусов 475
— обратная 15
—, — противоположной 15
— о трех перпендикулярах 523
— Пифагора 471
— противоположная 15
— синусов 477, 533
— Эйлера (о многогранниках) 536 
Тетраэдр 536, 549
— правильный 536
Тождественное равенство 71 
Тождественные преобразования 72 
Точка 379
Трапеция 436
—, боковые стороны 436
—, высота 437
—, основания 436
—, площадь 445
— прямоугольная 437
— равнобочная 437
—, средняя линия 441
Треугольник 420
—, биссектрисы 422, 449
—, — внешних углов 423, 449 
—, внешне вписанная окружность 423 
—, внешние углы 421
—, вписанная окружность 423 

, высоты 425, 440

Треугольник, задачи на построение 
427

—, медианы 425, 459
—, описанная окружность 423 
—, оси симметрии сторон 423 
—, остроугольный 421 
—, площадь 444, 477, 488
— прямоугольный 421, 430
-------, гипотенуза 430
-------, катеты 430
-------, площадь 444
-------равнобедренный 431
-------с острым углом в 30° 431
— равнобедренный 420
------- , боковые стороны 420
-------, основание 420
—• равносторонний 420, 430
— равноугольный 422
—, радиус вписанной окружности 479 
—, — описанной окружности 479
— разносторонний 420
—, средняя линия 439
—, стороны 420
—, сумма углов 420
— сферический 533
—, точка пересечения биссектрис 423
■—,------- высот 425, 440
—,-------медиан 425, 459
— тупоугольный 421
—, углы 420
—, центр тяжести 425
Треугольники, признаки подобия 458 
—, — равенства 425

Угловой коэффициент (графика ли
нейной функции) 117

Углы вертикальные 382
— дополнительные 392
—, образованные двумя параллель

ными и секущей 404
—, односторонние 404
—, накрест лежащие 404
—, смежные 381
—, соответственные 404
— с параллельными сторонами 405, 

517
-------перпендикулярными сторонами

406
Угол 381'
—, биссектриса 392
— вершина 381
—, градусная мера 393
— двугранный 528
— —, биссекторная плоскость 529 
 , грани 529
-------, мера 529
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Угол двугранный, нормальное сечение 
529

-------, прямой 529
-------, ребро 529
—, .измерение 93
— между прямой и плоскостью 529 
 скрещивающимися прямыми 515
— многогранный 534
— •— выпуклый 535
— — правильный 535
— нулевой 481
—, под которым виден отрезок 464
— полный 381
— прямой 392
•—, раднанная мера 394
— развернутый 381
— с вершиной вне окружности 464
----------- внутри окружности 463
----------- на окружности 462
—, стороны 381
— телесный 569
— трехгранный 531
-------, вершины 531
-------, грани 531
-------, двугранные углы 531, 532
-------, плоские углы 531
------- , ребра 531
— центральный 394
Умножение, законы 20
— многочлена на многочлен 73
-----------  одночлен 73
Уравнение 151
— алгебраическое 158
-------, степень 158
— биквадратное 171
■— возвратное 172
— двучленное 169
— иррациональное 191
— квадратное 160
-------, исследование 165
------- приведенное 161
-------, формула Виета 164
—, корень 151
— линейное 159
-------общее 118
— логарифмическое 197
—, множество решений 151
— показательное 195
—, решение 151
—, система см. Система уравнений
— тригонометрическое 339 
Уравнения равносильные 152
— эквивалентные 152
Условие достаточное 14
— необходимое 14
------- и достаточное 14
Утверждения эквивалентные 14

Фигура 380
Фигуры гомотетичные 453
— подобно расположенные 453
— подобные 457
— равновеликие 395 ѵ
— равносоставленные 395 '
— равные 384
Формула Герона 477
— Муавра 66
Формулы приведения тригонометри

ческих функций 278, 281
Функции взаимно обратные ПО
— обратные тригонометрические 114
— тригонометрические 114, 255
------- числового аргумента 284
—элементарные 113
------- основные 113
Функциональная зависимость 102
Функция 102, 112
—, график 104
—, графическое задание 105
—, дробно линейная 115, 139
—, — рациональная 114, 142
—, задание аналитическим выраже

нием 104
— квадратичная 114, 120, 130
— линейная 114, 115
— логарифмическая 114, 127
— натурального аргумента 229
— невозрастающая 107
— нескольких переменных 112
— неубывающая 107
— нечетная 106
— обратная ПО
— показательная 114, 125
— сложная 109
— степенная 113
—, табличное задание 105 
—, точка максимума 107 
—, — минимума 107 
—, — экстремума 108
— целая рациональная (ц. р. ф.1 114, 

142
— четная 106

Характеристика десятичного логариф
ма 95

Хорда 411
Хорды пересекающиеся, равенство про

изведений отрезков 468

Целая часть числа 26 
Целочисленная переменная 102 
Цилиндр 541
— вращения 541
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Цилиндр вращения, высота 541 
-------, объем 544
-------, площадь боковой поверхности

546
-------, радиус 541
—, объем 544
— прямой 541
------- круговой 541
Циркуль 414
Цифры 18
— верные 37
— значащие 37
— сомнительные 37

Частное от деления целых рациональ
ных функций 142

-----------  чисел 27
Четырехугольник 432
—, вписанный в окружность 466
—, диагональ 432
Числа взаимно простые 22
— комплексно-сопряженные 58
— Фибоначчи 229
Число вещественное 34
— действительное 34
— дробное рациональное 25
— иррациональное 33
— комплексное 58
-------, аргумент 63
-------, действительная часть 58
— —, изображение на плоскости 62 
 , мнимая часть 58
-------, модуль 60, 63

Число комплексное, тригонометриче
ская форма 64

— мнимое 58
— натуральное 18
— ‘нечетное 20
— отрицательное, искусственная фор

ма 31
— приближенное 35
— простое 20
— рациональное 25
------- дробное 25
— составное 20
— целое 24
— четное 20
— чисто мнимое 58
Числовые множества 101

Шаг таблицы 105
Шар 559
—, большие круги 561 
—, касательная плоскость 560 
—, объем 563
—, площадь поверхности 567 
—, радиус 559 
—, центр 559 
Шаровой пояс 567 
------- , площадь поверхности 567
— сегмент 563
-------, объем 563
-------, стрелка 563
— сектор 564
-------, объем 565
— слой 564
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